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1 Лекцiя 1. Вступ до теоретичної механiки. Основнi по-
няття, моделi та закони. Iсторичнi етапи розвитку.

1.1 Предмет теоретичної механiки

Теоретична механiка – це наука, яка вивчає найбiльш загальнi закони механiчного ру-
ху матерiальних тiл. Пiд механiчним рухом розумiють змiну положення тiла в просторi
вiдносно iнших тiл з плином часу.

Теоретична механiка складається з трьох роздiлiв – статики, кiнематики й динамiки.
Статика вивчає методи перетворення одних сукупностей сил в iншi, еквiвалентнi їм, а
також умови рiвноваги рiзних систем сил, якi дiють на тверде тiло. Кiнематика вивчає
рух матерiальних тiл з геометричної точки зору, незалежно вiд дiючих на них сил. В
динамiцi механiчний рух вивчається з урахуванням сил, що дiють на тiла.

1.2 Основнi поняття теоретичної механiки

Основними поняттями в теоретичнiй механiцi є простiр, час, сила, маса, система вiдлiку
та iн. За простiр, в якому вiдбувається рух, береться „звичайний” тривимiрний евклiдiв
простiр, а час вважається неперервним i однорiдним (абсолютним), тобто незалежним вiд
руху тiл i однаковим в усiх точках простору.

Сила є мiрою взаємодiї тiл мiж собою. В класичнiй механiцi вважається, що взаємодiя
мiж тiлами передається миттєво. Тому область застосовностi класичної механiки обмежу-
ється швидкостями, набагато меншими за швидкiсть свiтла. Рух матерiальних тiл, швид-
костi яких є близькими до швидкостi свiтла, вивчає релятивiстська механiка, побудована
на постулатах теорiї вiдносностi А. Ейнштейна.

Маса є мiрою iнертностi тiла, а також гравiтацiйної взаємодiї даного тiла з iншими
тiлами.

Коли кажуть про рух тiла, то розумiють пiд цим змiну його положення з плином ча-
су по вiдношенню до якогось iншого тiла. Це означає, що при вивченнi руху ми завжди
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маємо вказати, вiдносно якого iншого тiла розглядується його рух. З тiлом, по вiдношен-
ню до якого вивчається рух, (тiлом вiдлiку) пов’язують систему координат i годинник.
Цю сукупнiсть тiла вiдлiку, пов’язаної з ним системи координат i годинника називають
системою вiдлiку. Оскiльки час в теоретичнiй механiцi вважається однаковий у всiх си-
стемах вiдлiку, то, кажучи про систему вiдлiку, можна обмежитися зазначенням тiльки
тiла вiдлiку та системи координат, пов’язаної з цим тiлом.

1.3 Основнi моделi теоретичної механiки

У теоретичнiй механiцi, зокрема кiнематицi, при вивченнi руху реальнi матерiальнi тi-
ла замiнюють на модельнi, в яких зберiгаються основнi ознаки реальних тiл – адже для
моделей набагато простiше встановити загальнi закономiрностi руху, нiж для тiл реаль-
них. Основними моделями в кiнематицi є матерiальна точка, матерiальна (механiчна)
система й абсолютно тверде тiло.

Матерiальною точкою називають матерiальне тiло, розмiрами якого можна знехту-
вати в порiвняннi з розмiрами, що характеризують рух. Одне й те саме тiло в деяких
задачах можна прийняти за матерiальну точку, в iнших задачах – нi. Наприклад, Зем-
лю можна вважати матерiальною точкою, якщо розглядати її рух навколо Сонця, коли
власний обертальний рух Землi навколо своєї осi є несуттєвим порiвняно з її обертальним
рухом. Якщо ж йдеться про вплив власного обертання Землi на окремi механiчнi явища,
якi вiдбуваються на нiй, то Землю вже не можна прийняти за матерiальну точку.

Сукупнiсть матерiальних точок, рухи яких взаємопов’язанi мiж собою, називається
матерiальною (механiчною) системою.

Матерiальна (механiчна) система, маса якої розподiлена в просторi неперервно, нази-
вається твердим тiлом. Тверде тiло, яке зберiгає свою геометричну форму i об’єм не-
змiнними, незалежно вiд дiї на нього iнших тiл, називається абсолютно твердим тiлом.
Звичайно, абсолютно твердих тiл немає, оскiльки в результатi дiї сил всi тiла змiнюють
свою форму, тобто деформуються, але в багатьох випадках деформацiєю тiла можна зне-
хтувати. Наприклад, при розрахунку польоту ракети ми можемо знехтувати невеликими
коливаннями окремих її частин, так як цi коливання мало вiдобразяться на параметрах її
польоту. Але при розрахунку ракети на мiцнiсть врахування цих коливань є обов’язковим,
оскiльки вони можуть викликати руйнування корпусу ракети.

1.4 Основнi закони механiки

Фундаментальнi закони теоретичної механiки було чiтко вперше сформульовано у най-
бiльш повному i завершеному виглядi Iсааком Ньютоном в його знаменитiй книзi „Ма-
тематичнi начала натуральної фiлософiї” (1687 р.). Їх можна сформулювати наступним
чином.

Перший закон Ньютона (принцип iнерцiї Галiлея-Ньютона). Iснують такi си-
стеми вiдлiку, вiдносно яких iзольована матерiальна точка знаходиться в станi спокою
або рухається рiвномiрно i прямолiнiйно. Такi системи вiдлiку називаються iнерцiальни-
ми. Системи вiдлiку, в яких принцип iнерцiї не виконується, називаються неiнерцiальними.

Iзольованою називають матерiальну точку, яка не взаємодiє з iншими тiлами, або коли
сили, що дiють на точку, взаємно компенсуються. Властивiсть iзольованої матерiальної
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точки зберiгати стан спокою або рiвномiрного i прямолiнiйного руху називається iнертнi-
стю.

Слiд вiдмiтити, що всi закони Ньютона справедливi тiльки в iнерцiальних системах
вiдлiку. Однак, звiдси зовсiм не випливає, що в динамiцi вивчаються рухи, якi вiдбуваю-
ться тiльки в iнерцiальних системах. Пiзнiше ми будемо розглядати рух i в неiнерцiальних
системах, однак таких, рух яких вiдносно iнерцiальної системи задано (вiдносний рух).

Iз закону iнерцiї випливає, що спонтанна змiна руху матерiальної точки неможлива.
Рух точки може змiнитися лише внаслiдок її взаємодiї з iншими тiлами, причому мiрою
цiєї взаємодiї, як вже вiдмiчалося, є сила. Зв’язок мiж змiною руху i силою дає наступний
закон.

Другий закон Ньютона (основний закон динамiки). В iнерцiальних системах
вiдлiку похiдна кiлькостi руху матерiальної точки дорiвнює силi, що дiє на цю точку:

dL⃗

dt
= F⃗ , (1)

де L⃗ = mv⃗ – кiлькiсть руху (iмпульс) матерiальної точки, m – маса матерiальної точки, v⃗
– її швидкiсть, F⃗ – сила, що дiє на точку.

У класичнiй механiцi розглядають рух зi швидкостями, малими порiвняно зi швид-
кiстю свiтла c. При русi з великими (порядку c) швидкостями, згiдно спецiальної теорiї
вiдносностi А. Ейнштейна, маса залежить вiд швидкостi руху: m = m0/

√
1− (v/c)2 , де

m0 — маса спокою тiла, v – швидкiсть руху.
При малих швидкостях (v ≪ c) m ≈ m0, тому для тiл постiйного складу (m0 = const)

основний закон динамiки має добре вiдомий з курсу шкiльної фiзики вигляд

mw⃗ = F⃗ , (2)

де w⃗ = dv⃗/dt -– прискорення точки. Зазначимо, що таке формулювання другого закону
Ньютона непридатне у динамiцi тiла змiнної маси.

Третiй закон Ньютона (закон рiвностi дiї i протидiї). Сили взаємодiї двох ма-
терiальних точок (дiя i протидiя) рiвнi за величиною i напрямленi в протилежнi боки
по прямiй, що з’єднує цi точки:

F⃗21 = −F⃗12, (3)

де F⃗21 – сила, що дiє на першу точку з боку другої, а сила F⃗12 дiє на другу точку з боку
першої.

1.5 Iсторичнi етапи розвитку механiки

Вперше термiн “механiка” ввiв великий грецький мислитель Арiстотель (384 –322 до н.
е.) в своїх творах “Фiзика”, “Механiка”, “Про свiт i небо” та iн. З грецької мови слово
“механiка” означає “знаряддя”, “споруда”, “мистецтво побудови машин”. Твори Арiстотеля
носили дещо метафiзичний характер; вiн, наприклад, вважав, що швидкiсть падаючого
тiла залежить вiд його ваги, що було спростовано Галiлеєм аж через близько 2000 рокiв.

Поштовх математичнiй думцi дали “Начала” Евклiда (365–270 до н. е.), в яких си-
стематизовано викладено геометрiю, а також деякi питання теорiї чисел. Евклiд є також
автором праць з астрономiї, оптики, музики та iн.
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Птолемей (бл. 87–165) – давньогрецький вчений (математик, астроном, географ, астро-
лог), твори якого мали великий вплив на розвиток астрономiї, географiї та оптики. Ство-
рив геоцентричну систему свiту, розробив математичну теорiю руху планет навколо не-
рухомої Землi, яка дозволяла обчислювати їхнє розташування на небi. Система Птолемея
викладена в його головнiй працi «Альмагест» – енциклопедiї астрономiчних знань давни-
ни.

Леонардо да Вiнчi (1452–1519) – iталiйський художник (живописець, скульптор, архiте-
ктор), вчений (анатом, натуралiст), винахiдник, письменник, музикант, один з найбiльших
представникiв мистецтва Високого Вiдродження. Проводив дослiдження в областi теорiї
механiзмiв, тертя в машинах i русi по похилiй площинi, займався перспективою, теорiєю
тiней, будував лiтальнi апарати. Основнi винаходи: орнiтоптер (дельтаплан), який вiд-
творював пташиний полiт, танк, водолазний костюм, гелiкоптер, парашут, робот-лицар,
прототип автомобiля, кулемет, велосипед, прожектор, рятувальне коло, колiщатковий за-
мок – механiзм вогнепальної зброї i т.д., бiльшiсть з яких були визнанi набагато пiзнiше
його смертi.

Миколай Коперник (1473–1543) -— астроном i математик, фiзик, правник, дипломат,
економiст, канонiк та лiкар польсько-нiмецького походження. Автор гелiоцентричної кар-
тини свiту.

Йоганн Кеплер (1571–1630) – нiмецький фiлософ, математик, астроном, астролог i
оптик, вiдомий насамперед вiдкриттям трьох законiв руху планет, названих законами
Кеплера на його честь. В обчислювальнiй математицi на його честь названо метод на-
ближеного обчислення iнтегралiв. Вiн поширював логарифмiчне числення у Нiмеччинi,
заснував оптику як науку, вдосконалив телескоп-рефрактор та допомiг довести вiдкрит-
тя, зробленi за допомогою телескопа його сучасником Ґ. Ґалiлеєм.

Основи сучасної кiнематики i динамiки заклав Ґалiлео Ґалiлей (1564–1642), який впер-
ше знайшов закони вiльного падiння i руху тiл, кинутих пiд кутом до горизонту, сформу-
лював вiдомий принцип iнерцiї, а також дав закони рiвноприскореного руху.

Iсаак Ньютон (1643–1727) -— англiйський вчений, який заклав основи сучасного приро-
дознавства, творець класичної фiзики та один iз засновникiв числення нескiнченно малих.

У книзi «Математичнi начала натуральної фiлософiї» Ньютон сформулював закони
руху, вiдомi як закони Ньютона й закон всесвiтнього тяжiння, якi стали основою наукового
свiтогляду впродовж трьох наступних столiть i мали великий вплив не тiльки на фiзику, а
й на фiлософiю. Використовуючи свою теорiю Ньютон зумiв пояснити закони Кеплера, що
описують рух планет навколо Сонця, чим заперечив останнi сумнiви щодо гелiоцентричної
системи свiтобудови.

Ньютон побудував перший телескоп-рефлектор i розвинув теорiю кольору на осно-
вi спостережень розщеплення бiлого свiтла в спектр в оптичнiй призмi. Вiн сформулював
емпiричний закон теплообмiну, першим запропонував формулу розрахунку швидкостi зву-
ку в повiтрi. У математицi Ньютон паралельно з Ґотфрiдом Лейбнiцом розвинув числення
нескiнченно малих, працював з рядами, узагальнив бiном Ньютона та запропонував метод
Ньютона розв’язування нелiнiйних рiвнянь.

Визначний внесок в математику та механiку зробили Ейлер, Д’аламбер, Лагранж, якi
розробили аналiтичнi методи розв’язування механiчних задач за допомогою диференцi-
альних рiвнянь.

Подальший розвиток механiки пов’язаний з працями Лапласа, Фур’є, Гауса, Якобi,
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Гамiльтона, Остроградського, Кельвiна, Герца та iн.
На початку ХХ ст. Альберт Ейнштейн створив спецiальну та загальну теорiї вiдносно-

стi, якi дають новi поняття про простiр, час, матерiю та їх властивостi.
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2 Лекцiя 2. Способи задання руху матерiальної точки.
Траєкторiя руху. Швидкiсть i прискорення точки при
рiзних способах задання руху

2.1 Основнi поняття кiнематики точки

В кiнематицi рух вважається заданим, тобто вважаються заданими як функцiї часу пара-
метри, якi визначають положення тiла вiдносно вибраної системи вiдлiку. Причому, не має
значення, який рух здiйснює вибрана система координат по вiдношенню до iнших тiл, якi
не входять до нашого розгляду. Однак завжди слiд мати на увазi, що характер спостере-
жуваного руху iстотно залежить вiд вибору системи вiдлiку. Так, поршень автомобiльного
двигуна здiйснює прямолiнiйний коливальний рух вiдносно автомобiля i синусоїдальний
рух вiдносно дороги, по якiй перемiщується зi сталою швидкiстю.

Якщо положення точки вiдносно вибраної системи вiдлiку не змiнюється, то кажуть,
що точка знаходиться у станi спокою по вiдношенню до цiєї системи вiдлiку. Якщо по-
ложення точки вiдносно вибраної системи вiдлiку змiнюється, то кажуть, що точка руха-
ється по вiдношенню до цiєї системи вiдлiку. Оскiльки спокiй i рух тiла ми розглядаємо
лише по вiдношенню до вибраної системи вiдлiку (яка в свою чергу може перемiщуватися
довiльним чином), то поняття “спокiй” i “рух” є вiдносними. Однак в кiнематицi часто
користуються термiнами “абсолютний рух”, “абсолютна швидкiсть” тощо, якi мають, зви-
чайно, умовний характер. Зокрема, якщо немає спецiального застереження, пiд виразом
“нерухома система координат” слiд розумiти систему осей, вiдносно яких розглядається
рух.

Рух, як i час, по своїй сутi неперервний. Неперервну криву, яку описує точка при своєму
русi в просторi, називають траєкторiєю точки. В задачах небесної механiки траєкторiю
iменують також орбiтою. Якщо траєкторiя точки є прямою лiнiєю, то рух називають
прямолiнiйним. Якщо ж траєкторiя – крива лiнiя (не обов’язково плоска), то рух точки
називається криволiнiйним.

Ми почнемо з вивчення криволiнiйного руху точки, оскiльки прямолiнiйний рух є ча-
стинним випадком криволiнiйного. Приступаючи до вивчення руху точки, ми повиннi
сформулювати тi задачi, якi розв’язуються в кiнематицi. Виходячи з того, що основни-
ми просторово-часовими (кiнематичними) характеристиками руху точки є положення,
швидкiсть i прискорення, ми можемо сформулювати цi задачi наступним чином: знайти
способи задання руху i, виходячи з них, дати методи визначення швидкостi i прискоре-
ння матерiальної точки.

2.2 Способи задання руху точки

Перш за все означимо, що слiд розумiти пiд термiном “задати рух”.
Задати рух точки означає визначити її положення вiдносно вибраної системи вiдлi-

ку в будь-який момент часу або, як кажуть, написати рiвняння (закон) руху. Iснують
три способи задання руху точки у просторi: векторний, координатний i натуральний.
Розглянемо коротко кожен iз них.

Векторний спосiб. При векторному способi положення точки в просторi задається
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радiус-вектором r⃗, який проводиться iз якогось заданого центра i вiдомий як функцiя
часу. Таким чином, рiвнiсть

r⃗ = r⃗(t) (4)

є кiнематичним рiвнянням руху у векторнiй формi i, одночасно, рiвнянням траєкторiї.
Криву, яку описує кiнець будь-якого вектора за умови, що початок його знаходиться

весь час в однiй i тiй самiй точцi, називають годографом цього вектора. Отже, траєкторiя
точки є годографом радiус-вектора r⃗.

Координатний спосiб. Положення точки по вiдношенню до якої-небудь системи ко-
ординат повнiстю визначається координатами точки. Координатний спосiб задання руху
полягає в заданнi координат точки як вiдомих функцiй часу. Положення точки в триви-
мiрному просторi визначається трьома числами q1, q2, q3, якi взагалi називаються криволi-
нiйними координатами точки. Отже, закон руху точки в координатному способi задання
руху буде задаватися рiвняннями

q1 = q1(t), q2 = q2(t), q3 = q3(t). (5)

Тут всi функцiї повиннi бути однозначними, неперервними i диференцiйовними.
Найчастiше користуються прямокутними декартовими координатами точки x, y, z.

Тодi рiвнянням руху буде сукупнiсть трьох рiвностей:

x = x(t), y = y(t), z = z(t), (6)

якi одночасно є рiвняннями траєкторiї точки в параметричнiй формi, причому роль пара-
метра вiдiграє час t. Виключаючи з рiвнянь (6) параметр t, отримаємо одну з наступних
систем рiвнянь:

φ(x, y) = 0,
χ(x, z) = 0

}
,

ψ(x, y) = 0,
φ(x, z) = 0

}
,

χ(x, y) = 0,
ψ(x, z) = 0

}
, (7)

кожна з яких задає траєкторiю точки як перетин двох цилiндричних поверхонь.
Крiм декартової, в механiцi для вивчення руху точки використовуються часто i iншi

системи координат, зокрема сферична, цилiндрична та iн.
Натуральний спосiб. При натуральному способi задання руху вказуються траєкторiя

точки i закон її руху по цiй траєкторiї.
Нехай точка рухається по вiдношенню до вибраної системи вiдлiку по траєкторiї, що

визначається рiвняннями

f1(x, y, z) = 0, f2(x, y, z) = 0. (8)

Нехай M0 – деяка фiксована точка на траєкторiї. Вибравши напрямок додатного вiдлi-
ку дуги по траєкторiї, ми визначимо положення точки M в будь-який момент часу, якщо

будемо знати, як змiнюється дуга σ =
︸ ︸
M0M (рис. 1, а) з часом

σ = σ(t). (9)

Ця залежнiсть є законом руху при натуральному способi задання.
Всi розглянутi способи задання руху взаємопов’язанi.
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а) б)

Рис. 1

Нехай, наприклад, рух задано координатним способом у виглядi (6). Очевидно, що
при цьому проекцiї радiус-вектора r⃗ (рис. 1, б ) на осi координат дорiвнюють координатам
точки M i, отже, можна записати

r⃗ = x⃗i+ yj⃗ + zk⃗, (10)

де i⃗, j⃗, k⃗ – одиничнi вектори (орти) координатних осей x, y, z.

Рис. 2

Модуль вектора r⃗ знаходитиметься за фор-
мулою

r =
√
x2 + y2 + z2,

а напрям визначатиметься напрямними косину-
сами

cos(x̂, r⃗) = x/r,

cos(ŷ, r⃗) = y/r,

cos(ẑ, r⃗) = z/r.

Розглянемо також перехiд вiд координатно-
го способу до натурального.

Нехай рух задано рiвняннями (6). Виключа-
ючи з них час t, отримаємо рiвняння траєкторiї
(8). Знайдемо тепер закон руху σ = σ(t).

Диференцiал дуги можна знайти за форму-
лою (див. рис. 2) dσ = ±

√
(dx)2 + (dy)2 + (dz)2, де dx, dy, dz – диференцiали координат

точки, якi з урахуванням (6) дорiвнюють dx = ẋ(t)dt, dy = ẏ(t)dt, dz = ż(t)dt.
Формулу для dσ можна переписати у виглядi dσ = ±

√
ẋ2 + ẏ2 + ż2dt.

Iнтегруючи цей вираз в промiжку вiд t = 0 (початок руху) до деякого моменту часу t,
отримаємо закон руху

σ = ±
∫ t

0

√
ẋ2(t′) + ẏ2(t′) + ż2(t′)dt′.
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Знак “плюс” чи “мiнус” перед iнтегралом ставиться в залежностi вiд вибору додатного
вiдлiку дуги: якщо рух точки починається в бiк додатного вiдлiку дуги, то слiд ставити
знак “плюс”, в протилежному випадку – знак “мiнус”.

2.3 Швидкiсть матерiальної точки

Перейдемо тепер до означення швидкостi точки та методам її знаходження в рiзних спосо-
бах задання руху.

Векторний спосiб. Нехай в момент часу t положення точки визначається вектором
r⃗(t), а в момент t+∆t – радiус-вектором r⃗(t+∆t). Вектор ∆r⃗ = r⃗(t+∆t)− r⃗(t) називається
вектором перемiщення точки за час ∆t.

Швидкiстю точки в даний момент часу (або миттєвою швидкiстю) називають гра-
ницю вiдношення вектора перемiщення точки до промiжку часу, за який це перемiщення
вiдбулося, коли цей промiжок прямує до нуля, тобто

v⃗ = lim
∆t→0

∆r⃗

∆t
=
dr⃗

dt
= ˙⃗r. (11)

Розмiрнiсть швидкостi буде

[v] =
[довжина]

[час]
.

Одиницями вимiрювання швидкостi можуть бути м/с, см/с, км/год.
Як видно iз означення, швидкiсть точки рiвна похiднiй за часом вiд радiус-вектора.

Таким чином, вектор швидкостi завжди напрямлений по дотичнiй до траєкторiї в бiк руху
точки. Якщо модуль швидкостi не змiнюється з часом, то рух називається рiвномiрним.

Координатний спосiб. Пiдставляючи вираз (10) в (11) i враховуючи, що орти i⃗,
j⃗, k⃗ вибраної системи координат сталi, отримуємо формулу для швидкостi точки при
координатному способi задання:

v⃗ =
dr⃗

dt
=
dx

dt
i⃗+

dy

dt
j⃗ +

dz

dt
k⃗. (12)

Вираз (11) можна також подати в iншiй формi:

v⃗ = vx⃗i+ vy j⃗ + vzk⃗. (13)

де проекцiї швидкостi на координатнi осi будуть

vx =
dx

dt
, vy =

dy

dt
, vz =

dz

dt
. (14)

Знаючи їх можна визначити модуль i напрям вектора швидкостi точки:

v =
√
v2x + v2y + v2z =

√
ẋ2 + ẏ2 + ż2,

cos(x̂, v⃗) =
vx
v

=
ẋ√

ẋ2 + ẏ2 + ż2
,
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cos(ŷ, v⃗) =
vy
v

=
ẏ√

ẋ2 + ẏ2 + ż2
,

cos(ẑ, v⃗) =
vz
v

=
ż√

ẋ2 + ẏ2 + ż2
.

Натуральний спосiб. Нехай точка M рухається по деякiй кривiй (рис. 3). За про-
мiжок часу ∆t точка перемiститься по кривiй iз положення М в положення M1. Дуга︸ ︸
MM1 = ∆σ > 0, якщо рух точки вiдбувається в бiк додатного вiдлiку дуги, i ∆σ < 0,
якщо рух вiдбувається в протилежний бiк. Формулу (11) для швидкостi перепишемо у
виглядi

v⃗ = lim
∆t→0

[
∆r⃗

∆σ
· ∆σ
∆t

]
= lim

∆t→0

∆r⃗

∆σ
· lim
∆t→0

∆σ

∆t
. (15)

Оскiльки границя вiдношення дуги до хорди, що її стягує, дорiвнює за модулем одиницi,
а граничне положення сiчної MM1 спiвпадає з напрямом дотичної до кривої в точцi М, то

lim
∆t→0

∆r⃗

∆σ
=
dr⃗

dσ
= τ⃗ ,

де τ⃗ – одиничний вектор дотичної до кривої, напрямлений в бiк додатного вiдлiку дуги.
Справдi, якщо ∆σ > 0, то вектор ∆r⃗/∆σ напрямлений в бiк ∆r⃗ (рис. 3, а), а при

∆σ < 0 цей вектор напрямлений в бiк, протилежний ∆r⃗ (рис. 1.4, б ). В обох випадках
даний вектор, а, отже, i його границя dr⃗/dσ = τ⃗ , напрямленi в бiк зростання дуги σ.

Рис. 3

Беручи до уваги, що

lim
∆t→0

∆σ

∆t
=
dσ

dt
= σ̇,

маємо
v⃗ =

dσ

dt
τ⃗ . (16)

Позначаючи vτ = dσ/dt, отримаємо
v⃗ = vτ τ⃗ . (17)

Iз формули (17) випливає, що v = |vτ |. Очевидно, що vτ = v, якщо рух вiдбувається в бiк
додатного вiдлiку дуги, i vτ = −v, якщо рух вiдбувається в протилежний бiк.
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2.4 Прискорення матерiальної точки

Векторний спосiб. Прискоренням точки в даний момент часу (миттєвим приско-
ренням) називають границю вiдношення приросту швидкостi точки до промiжку часу,
за який цей прирiст вiдбувся, коли цей промiжок прямує до нуля, тобто

w⃗ = lim
∆t→0

∆v⃗

∆t
=
dv⃗

dt
=
d2r⃗

dt2
. (18)

Можна також використовувати iншу форму запису: w⃗ = ˙⃗v = ¨⃗r. Розмiрнiсть прискорення
буде

[w] =
[швидкiсть]

[час]
=

[довжина]
[час]2

.

Одиницями вимiрювання прискорення можуть бути м/с2, см/с2.
Координатний спосiб. Пiдставляючи рiвнiсть (13) в (18), отримуємо формулу для

прискорення точки при координатному способi задання:

w⃗ =
dv⃗

dt
=
dvx
dt
i⃗+

dvy
dt
j⃗ +

dvz
dt
k⃗. (19)

Нехай wx, wy, wz – проекцiї прискорення на координатнi осi x, y, z; тодi

wx =
dvx
dt

=
d2x

dt2
, wy =

dvy
dt

=
d2y

dt2
, wz =

dvz
dt

=
d2z

dt2
. (20)

Модуль прискорення визначається за формулою

w =
√
w2

x + w2
y + w2

z =
√
ẍ2 + ÿ2 + z̈2.

Знаючи проекцiї прискорення та його модуль, легко знаходимо напрямнi косинуси ве-
ктора прискорення:

cos(x̂, w⃗) =
wx

w
=

ẍ√
ẍ2 + ÿ2 + z̈2

,

cos(ŷ, w⃗) =
wy

w
=

ÿ√
ẍ2 + ÿ2 + z̈2

,

cos(ẑ, w⃗) =
wz

w
=

z̈√
ẍ2 + ÿ2 + z̈2

.

Натуральний спосiб. Перед тим, як визначити прискорення в натуральному способi
задання руху, нагадаємо деякi вiдомостi з диференцiальної геометрiї. У будь-якiй точцi
М просторової кривої можна визначити три взаємно перпендикулярнi напрями: дотична,
головна нормаль i бiнормаль, одиничнi вектори яких позначимо вiдповiдно τ⃗ , n⃗, b⃗. Орт
τ⃗ напрямлений у бiк додатного вiдлiку дугової координати σ, орт n⃗ – у бiк угнутостi
траєкторiї, орт b⃗ напрямлений так, щоб τ⃗ , n⃗, b⃗ утворювали праву систему координат.
Вказанi рухомi осi (дотична, головна нормаль i бiнормаль) називаються натуральними,
а прямокутний трiедр з вершиною в точцi М, утворений їх напрямами – натуральним
тригранником.
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Рис. 4

Координатна площина, що проходить через го-
ловну нормаль n⃗ i бiнормаль b⃗, називається нормаль-
ною. Площина, що проходить через дотичну τ⃗ i го-
ловну нормаль n⃗, називається стичною, а площина,
що проходить через дотичну τ⃗ i бiнормаль b⃗ – спрям-
ною. На рис. 4 стична, нормальна i спрямна площи-
ни позначено вiдповiдно цифрами I, II i III. Якщо
розглядувана крива є плоскою, то вона розташована
в стичнiй площинi.

Кут, що стягує дугу ∆σ мiж двома дотичними у
двох будь-яких точках М i M1 на кривiй, називається кутом сумiжностi. Позначимо
його через ∆φ (рис. 3, 5).

Рис. 5

Границя вiдношення кута сумiжностi ∆φ до елемента дуги
︸ ︸
MM1 = ∆σ при ∆σ → 0

називається кривизною k кривої в данiй точцi M :

k = lim
∆σ→0

∆φ

|∆σ|
.

Величина
ρ =

1

k
= lim

∆σ→0

|∆σ|
∆φ

називається радiусом кривизни кривої. Вiдмiтимо, що кривизна прямої дорiвнює нулю, а
її радiус кривизни рiвний нескiнченностi.

Пiдставляючи (17) в формулу (18) для прискорення точки, одержимо

w⃗ =
dv⃗

dt
=
d(vτ τ⃗)

dt
=
dvτ
dt
τ⃗ + vτ

dτ⃗

dt
. (21)

Перший доданок є вектором, напрямленим по дотичнiй τ⃗ ; вiн називається дотичною
або тангенцiальною складовою прискорення i позначається w⃗τ . Отже,

w⃗τ =
dvτ
dt
τ⃗ =

d2σ

dt2
τ⃗ = σ̈τ⃗ = wτ τ⃗ . (22)
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Щоб визначити другий доданок, знайдемо величину i напрям вектора dτ⃗/dσ.
Нехай в момент часу t точка знаходиться в положеннi М на траєкторiї, а в момент

часу t+∆t – в положеннi M1. Переносячи вектор τ⃗1 в точку М, знайдемо прирiст вектора
τ⃗ за промiжок часу ∆t (рис. 5, а)

∆τ⃗ = τ⃗1 − τ⃗ .

Вектор ∆τ⃗ при русi точки в бiк додатного вiдлiку дуги напрямлений в бiк увiгнутостi
траєкторiї (рис. 5, а), а при русi в бiк вiд’ємного вiдлiку дуги напрямлений в бiк опуклостi
траєкторiї (рис. 5, б ).

Знайдемо похiдну вектора τ⃗ :

dτ⃗

dt
= lim

∆t→0

∆τ⃗

∆t
= lim

∆t→0

[
∆τ⃗

∆σ

∆σ

∆t

]
= lim

∆t→0

∆τ⃗

∆σ
· lim
∆t→0

∆σ

∆t
=
dτ⃗

dσ
vτ . (23)

Вектор ∆τ⃗ /∆σ завжди напрямлений в бiк увiгнутостi траєкторiї (див. рис. 5, а та б )
i лежить в площинi, що проходить через точку M та вектори τ⃗ та τ⃗1 (площина МАВ).
Отже, вектор dτ⃗/dσ лежить в стичнiй площинi, оскiльки при ∆σ → 0 (∆t → 0) площина
MAB спiвпадає зi стичною площиною до траєкторiї в точцi M .

Диференцiюючи тотожнiсть τ⃗ 2 = 1 по σ; одержимо 2τ⃗ dτ⃗/dσ = 0. Iз цього випливає,
що вектори dτ⃗/dσ i τ⃗ є перпендикулярними. Таким чином, вектор dτ⃗/dσ лежить у сти-
чнiй площинi, напрямлений в бiк угнутостi траєкторiї та перпендикулярний до τ⃗ , тобто
напрямлений по головнiй нормалi n⃗ до центра кривизни траєкторiї.

Визначимо тепер модуль вектора dτ⃗/dσ. Iз рiвнобедреного трикутника MAB (рис. 5)
випливає, що AB = |∆τ⃗ | = |τ⃗1 − τ⃗ | = 2 sin(∆φ/2), де ∆φ – кут сумiжностi. Тодi∣∣∣∣dτ⃗dσ

∣∣∣∣ = lim
∆σ→0

∣∣∣∣∆τ⃗∆σ

∣∣∣∣ = lim
∆σ→0

sin ∆φ
2

∆φ
2

∆φ

|∆σ|
= k =

1

ρ
.

Враховуючи, що n⃗ є одиничним вектором головної нормалi, матимемо

dτ⃗

dσ
=
n⃗

ρ
. (24)

Таким чином, з урахуванням (23) i (24) другий доданок виразу (21) набуває вигляду

vτ
dτ⃗

dt
=
v2τ
ρ
n⃗ =

v2

ρ
n⃗

i називається нормальним прискоренням та позначається

w⃗n =
v2

ρ
n⃗ = wnn⃗. (25)

Оскiльки складовi w⃗τ , w⃗n лежать у стичнiй площинi, то й вектор w⃗ також розташований
у нiй. Тому проекцiя повного прискорення на бiнормаль wb = 0.

Отже, на пiдставi (21), (22) i (25) остаточно одержимо формулу для прискорення точки
в натуральному способi задання руху :

w⃗ = w⃗τ + w⃗n. (26)
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Модуль повного прискорення

w =
√
w2

τ + w2
n =

√(
d2σ

dt2

)2

+
v4

ρ2
. (27)

Дотичне прискорення wτ = dvτ/dt рiвне нулю при русi точки зi сталою за модулем
швидкiстю i в моменти часу, в якi швидкiсть vτ досягає екстремальних значень.

Якщо vτ i wτ одного знаку, то модуль швидкостi v = |vτ | зростає i рух називається
прискореним. Якщо ж vτ i wτ рiзних знакiв, то модуль швидкостi спадає i рух буде спо-
вiльненим. При wτ = 0 модуль швидкостi v залишається сталим – рух рiвномiрний.

Як видно з (25), нормальне прискорення є завжди додатною величиною i рiвне нулю
при прямолiнiйному русi (ρ = ∞), в точках перегину криволiнiйної траєкторiї i в моменти
часу, в якi швидкiсть обертається в нуль.
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3 Лекцiя 3. Частиннi випадки руху точки

3.1 Найпростiшi види руху точки

3.1.1 Рiвномiрний рух точки

Рух матерiальної точки називається рiвномiрним, якщо модуль її швидкостi з часом
не змiнюється, тобто v = |vτ | = const.

З рiвняння dσ/dt = vτ , iнтегруючи, знайдемо закон рiвномiрного руху:

σ = vτ t+ σ0, (28)

де σ0 = σ(0) – початкове положення точки на траєкторiї (в момент t = 0).
Дотичне прискорення при рiвномiрному русi wτ = dvτ/dt = 0.

3.1.2 Рiвнозмiнний рух точки

Рух матерiальної точки називається рiвнозмiнним, якщо її дотичне прискорення з ча-
сом не змiнюється, тобто wτ = const.

З рiвняння dvτ/dt = wτ , iнтегруючи, знайдемо закон змiни швидкостi рiвнозмiнного
руху:

vτ = wτ t+ vτ0, (29)

де vτ0 = vτ (0) – початкова швидкiсть точки (в момент t = 0).
Пiдставляючи (29) в рiвняння dσ/dt = vτ та iнтегруючи його, знайдемо закон рiвно-

змiнного руху:

σ =
vτ t

2

2
+ vτ0t+ σ0, (30)

де σ0 = σ(0) – початкове положення точки на траєкторiї (в момент t = 0).
Якщо vτ i wτ одного знаку, то рух тут називається рiвноприскореним. Якщо ж vτ i wτ

рiзних знакiв, то рух буде рiвносповiльненим.

3.1.3 Прямолiнiйний рух точки

Рух матерiальної точки називається прямолiнiйним, якщо її траєкторiєю є пряма лi-
нiя.

Направляючи одну з координатних осей, наприклад, вiсь x, уздовж цiєї прямої, ми
повнiстю визначимо положення точки заданням її абсциси як функцiї часу, тобто x = x(t).
В цьому випадку рiвнянням руху буде σ = x(t), а вектор τ⃗ = i⃗.

Проекцiї швидкостi i прискорення на вiсь x вiдповiдно будуть

vx = vτ = ẋ, wx = wτ = v̇x = ẍ.

Модулi швидкостi i прискорення вiдповiдно рiвнi

v = |ẋ|, w = |v̇x| = |ẍ|.

Нормальне прискорення в прямолiнiйному русi wn = v2/ρ = 0, оскiльки для прямої
радiус кривизни ρ = ∞.
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Якщо vx > 0, то рух точки вiдбувається в бiк додатнього напрямку осi x. Якщо при
цьому wx > 0, то рух прискорений, якщо ж wx < 0, то рух сповiльнений.

При vx < 0 точка рухається в напрямку, протилежному додатньому напрямку осi x.
Якщо при цьому wx > 0, то рух сповiльнений, якщо ж wx < 0, то рух прискорений.

3.1.4 Обертальний рух точки

Рух матерiальної точки називається обертальним (коловим), якщо її траєкторiєю є
коло.

Рис. 6

При русi точки по колу радiуса R її положення зру-
чно задавати за допомогою кута повороту φ(t), який
вiдраховується вiд додатнього напрямку осi x (див.
рис. 6). Тодi рiвнянням руху точки в натуральному
способi задання буде

σ = Rφ(t). (31)

Швидкiсть точки з урахуванням (31) визначається
формулою

vτ =
dσ

dt
= R

dφ

dt
.

Величину

ω =
dφ

dt

називають кутовою швидкiстю обертання точки.
Таким чином, при обертальному русi швидкiсть точки буде

vτ = Rω. (32)

Вектор швидкостi напрямлений увесь час по дотичнiй до кола (тобто перпендикулярно до
радiуса OM)

а) проти руху годинникової стрiлки, якщо ω = φ̇ > 0 (як зображено на рис. 6), або
б) за рухом годинникової стрiлки, якщо ω = φ̇ < 0.
Дотичне прискорення

wτ =
dvτ
dt

= R
dω

dt
.

Величину ε = ω̇ = φ̈ називають кутовим прискоренням точки, а прискорення

wτ = wоб = Rε (33)

– обертальним прискоренням точки. Як i швидкiсть, вектор обертального прискорення
напрямлений увесь час по дотичнiй до кола (тобто перпендикулярно до радiуса OM)

а) проти руху годинникової стрiлки, якщо ε = φ̈ > 0 (як зображено на рис. 6), або
б) за рухом годинникової стрiлки, якщо ε = φ̈ < 0.
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Оскiльки для кола радiус кривизни ρ = R, то нормальне прискорення, яке називається
тут доцентровим, буде рiвне

wn = wд =
v2

R
=
ω2R2

R
= Rω2 (34)

i напрямлено завжди до центра кола.
Оскiльки вектори обертального та доцентрового прискорень взаємноперпендикулярнi,

то модуль повного прискорення точки в обертальному русi буде рiвний

w =

√
(wоб )2 + (wд )2 = R

√
ε2 + ω4. (35)

3.2 Рух точки в полярних координатах

3.2.1 Рiвняння руху точки. Швидкiсть

Рис. 7

Розглянемо тепер рух, заданий в полярних координа-
тах, тобто нехай дано як функцiї часу полярний радiус
r(t) i полярний кут φ(t), що визначають положення то-
чки. Тодi рiвностi

r = r(t), φ = φ(t) (36)

є рiвняннями руху, а також рiвняннями траєкторiї у
параметричному виглядi (якщо вдається виключити з
них час, то отримаємо рiвняння траєкторiї F (r, φ) = 0
в явному виглядi).

Введемо в розгляд одиничнi вектори: r⃗0, напрям-
лений по радiусу-вектору в бiк зростання r, i p⃗0, по-
вернутий вiдносно r⃗0 на кут π/2 в бiк зростання кута
φ (рис. 7). Тодi одиничнi вектори r⃗0 i p⃗0 можуть бути
представленi через одиничнi вектори i⃗, j⃗ координатних
осей:

r⃗0 = cosφ · i⃗+ sinφ · j⃗,
p⃗0 = cos

(
φ+

π

2

)
· i⃗+ sin

(
φ+

π

2

)
· j⃗ = − sinφ · i⃗+ cosφ · j⃗.

Надалi нам будуть потрiбнi вирази для похiдних за часом вiд одиничних векторiв r⃗0 i
p⃗0.

Диференцiюючи r⃗0 за часом, отримаємо

dr⃗0

dt
=

(
− sinφ · i⃗+ cosφ · j⃗

)
φ̇ = φ̇p⃗0. (37)

Аналогiчно
dp⃗0

dt
= −

(
cosφ · i⃗+ sinφ · j⃗

)
φ̇ = −φ̇r⃗0. (38)
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Радiус-вектор r⃗, що визначає положення точки M , можна подати у виглядi

r⃗ = rr⃗0, (39)

При русi точки вектор r⃗ змiнюється i за довжиною, i за напрямком, а отже, r⃗0 та r є
деяким функцiями часу. Диференцiюючи рiвнiсть (39) за часом, отримаємо наступний
вираз для швидкостi точки:

v⃗ =
dr⃗

dt
=
dr

dt
r⃗0 + r

dr⃗0

dt
. (40)

Швидкiсть, як видно з цього виразу, складається з двох доданкiв. Перший з них має
той же напрямок, що i радiус-вектор r⃗, i характеризує змiну r⃗ за модулем. Щоб з’ясувати
змiст другого доданка, необхiдно пiдставити в нього похiдну (37). Тодi

r
dr⃗0

dt
= r

dφ

dt
p⃗0. (41)

Таким чином, другий доданок представляє змiну вектора r⃗ за напрямком. Кiнцевий вираз
швидкостi буде:

v⃗ = v⃗r + v⃗p =
dr

dt
r⃗0 + r

dφ

dt
p⃗0. (42)

Перший доданок v⃗r = ṙr⃗0 називається радiальною складовою, а другий доданок v⃗p = rφ̇p⃗0

– трансверсальною (або поперечною) складовою швидкостi.
Проекцiї швидкостi на радiальний та трансверсальний (поперечний) напрямки

vr = ṙ, vp = rφ̇ (43)

називають вiдповiдно радiальною та трансверсальною (поперечною) швидкостями.
Модуль швидкостi знаходиться за формулою

v =
√
v2r + v2p =

√
ṙ2 + r2φ̇2. (44)

3.2.2 Прискорення точки

Знайдемо тепер прискорення в полярних координатах. Диференцiювання (42) за часом
дає

w⃗ =
dv⃗

dt
=
d2r

dt2
r⃗0 +

dr

dt

dr⃗0

dt
+
dr

dt

dφ

dt
p⃗0 + r

d2φ

dt2
p⃗0 + r

dφ

dt

dp⃗0

dt
.

Враховуючи формули для похiдних (37), (38), отримуємо кiнцевий вираз для приско-
рення

w⃗ = w⃗r + w⃗p = (r̈ − rφ̇2)r⃗0 + (rφ̈+ 2ṙφ̇)p⃗0. (45)

Звiдси знаходимо проекцiї прискорення на радiальний та трансверсальний напрямки

wr = r̈ − rφ̇2, wp = rφ̈+ 2ṙφ̇.

Модуль вектора прискорення визначається формулою w =
√
w2

r + w2
p.

3.3 Секторна швидкiсть
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Рис. 8

Припустимо, що точка рухається у просторi за за-
коном:

r⃗ = r⃗(t).

Радiус-вектор точки, перемiщуючись в про-
сторi, описує конус, направляючою якого слу-
жить траєкторiя точки. Позначимо величину пло-
щi OM0M бiчної поверхнi цього конуса, обмеже-
ної кривою i двома радiус-векторами r(t0) i r(t),
через S (рис. 8). Нехай в момент t точка знаходи-
ться в положеннi M , який визначається радiусом-
вектором r⃗(t), а в момент t+∆t приходить в поло-

ження M ′, яке визначається радiус-вектором r⃗(t+∆t). Тодi прирiст площi, що описується
радiус-вектором за час ∆t, позначимо ∆S.

Границя вiдношення приросту площi, що описується радiус-вектором, до вiдповiдного
промiжку часу ∆t, при ∆t→ 0 називається секторною швидкiстю точки вiдносно центра
O:

vS = lim
∆t→0

∆S

∆t
=
dS

dt
. (46)

Якщо величина ∆t мала, то прирiст площi ∆s за промiжок часу ∆t можна наближено
(з точнiстю до малих вищого порядку) прирiвняти до площi трикутника OMM ′:

∆S ≈ S△OMM ′ =
1

2
|r⃗(t)| |∆r⃗| sin (r⃗(t),∆r⃗) = 1

2
|r⃗(t)×∆r⃗| ,

де ∆r⃗ = r⃗(t+∆t)− r⃗(t) – вектор перемiщення точки.
Введемо вектор приросту площi ∆S⃗ ≈ (r⃗(t)×∆r⃗)/2. Тодi вектор

v⃗S = lim
∆t→0

∆S⃗

∆t
=
dS⃗

dt
(47)

називається вектором секторної швидкостi точки вiдносно центра O.

Рис. 9

Вектор v⃗S можна виразити через вектор швидкостi v⃗,
якщо пiдставити в (47) елемент площi dS⃗ = (r⃗ × dr⃗)/2:

v⃗S =
dS⃗

dt
=

1

2
r⃗ × dr⃗

dt
=

1

2
r⃗ × v⃗. (48)

У разi плоского руху величина елемента площi може бу-
ти представлена через полярнi координати, якщо записати
площу трикутника OMM ′ у виглядi (див. рис. 9)

∆S ≈ S△OMM ′ =
1

2
r(t)r(t+∆t) sin∆φ. (49)

Пiдставляючи (49) в (46), одержимо, що чисельне значення
секторної швидкостi в полярних координатах виражається
рiвнiстю

vS =
1

2
lim
∆t→0

r(t)r(t+∆t) sin∆φ

∆t
=

1

2
r2 lim

∆t→0

sin∆φ

∆φ
lim
∆t→0

∆φ

∆t
=

1

2
r2φ̇. (50)
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4 Лекцiя 4. Найпростiшi види руху твердого тiла

4.1 Задання руху твердого тiла

При русi твердого тiла окремi його точки рухаються в загальному випадку по рiзних
траєкторiях i мають в кожен момент часу рiзнi швидкостi та прискорення. Може спочатку
здатися, що для задання руху твердого тiла потрiбно задати рух кожної його точки, тобто
необхiдно мати безлiч рiвнянь руху. Насправдi це не так, бо перемiщення окремих точок
пов’язанi умовою незмiнностi вiдстаней мiж ними.

Рис. 10

Покажемо, що положення твердого тiла в загаль-
ному випадку цiлком визначається завданням шести
незалежних параметрiв. Для цього вiзьмемо в тiлi
три не лежать на однiй прямiй точки (рис. 10) A1,
A2, A3 з координатами

xk = xk(t), yk = yk(t), zk = zk(t) (k = 1, 2, 3). (51)

Оскiльки вiдстанi d1, d2, d3 мiж точками твердого
тiла не змiнюються, то координати точок повиннi
задовольняти трьом рiвнянням

(x2 − x1)
2 + (y2 − y1)

2 + (z2 − z1)
2 = d23,

(x3 − x2)
2 + (y3 − y2)

2 + (z3 − z2)
2 = d21,

(x1 − x3)
2 + (y1 − y3)

2 + (z1 − z3)
2 = d22.

 (52)

Отже, з дев’яти координат (51) незалежних тiль-
ки шiсть, iншi три визначаються з рiвнянь (52).

Якщо взяти ще одну точку A4 з координатами x4, y4, z4, то цi координати повиннi бу-
дуть задовольняти трьом рiвнянням вигляду (52), що виражають незмiннiсть вiдстанi до
ранiше обраних точок A1, A2, A3. Таким чином, положення твердого тiла вiдносно довiльно
обраної системи координат повнiстю визначається шiстьма незалежними параметрами.

Число незалежних параметрiв, завдання яких однозначно визначає положення твер-
дого тiла в просторi, називається числом ступенiв вiльностi (свободи) твердого тiла.

Зауважимо, що задання шести декартових координат не є найкращим способом задан-
ня руху твердого тiла. Як буде пiзнiше показано, iснують зручнiшi параметри, що визна-
чають положення тiла в просторi. В кожному окремому випадку ми будемо намагатися
вибирати незалежнi параметри, якi визначають рух твердого тiла, виходячи з мiркувань
простоти i зручностi розв’язання основних задач кiнематики.

4.2 Поступальний рух твердого тiла

Поступальним рухом твердого тiла називається такий рух, при якому будь-яка пряма,
жорстко зв’язана з тiлом, рухається паралельно сама собi (залишається увесь час руху
паралельною своєму початковому стану).

Теорема. При поступальному русi твердого тiла всi його точки рухаються однаково,
оскiльки їх перемiщення, швидкостi i прискорення геометрично рiвнi.

Д о в е д е н н я
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Рис. 11

Нехай тверде тiло рухається поступально вiд-
носно системи координат Ox1y1z1 (рис. 11), r⃗A
– радiус-вектор точки A, r⃗B – радiус-вектор то-
чки B, а ρ⃗ – радiус-вектор, який визначає по-
ложення точки B в рухомiй системi координат
Axyz, жорстко зв’язанiй з тiлом (на рис. 11 цю
систему не показано).

Так як дане тiло абсолютно тверде i його рух
поступальний, то вектор ρ⃗ при русi тiла не змi-
нює модуль i напрямок.

З розгляду рис. 11 випливає

r⃗B = r⃗A + ρ⃗. (53)

Нехай в момент часу t тiло займало положе-
ння I, а в момент часу t + ∆t – положення II

(рис. 11). Тодi ∆r⃗A буде вектором перемiщення точки A, а ∆r⃗B – вектором перемiщення
точки B за промiжок часу ∆t.

Пiд час руху вектор ρ⃗ не змiнюється, значить, вiдрiзки A0B0 i AB рiвнi та паралельнi
i, отже, фiгура A0B0BA – паралелограм.

Таким чином, ∆r⃗A = ∆r⃗B, тобто при поступальному русi абсолютно твердого тiла
перемiщення всiх його точок геометрично рiвнi мiж собою.

З рiвностi (53) i умови сталостi вектора ρ⃗ також випливає, що траєкторiї точок тiла,
що рухається поступально, однаковi i отримуються одна з одної паралельним змiщен-
ням.

Продиференцiювавши вираз (53) за часом, отримаємо

dr⃗B
dt

=
dr⃗A
dt

+
dρ⃗

dt
,

але так як ρ⃗ = −−−→
const, то ˙⃗ρ = 0 i, отже,

dr⃗B
dt

=
dr⃗A
dt

або
v⃗B = v⃗A,

тобто при поступальному русi твердого тiла швидкостi всiх його точок в кожен момент
часу рiвнi мiж собою.

Диференцiюючи одержане спiввiдношення за часом, отримаємо

dv⃗B
dt

=
dv⃗A
dt

або
w⃗B = w⃗A,

тобто прискорення всiх точок тiла в кожен момент часу рiвнi мiж собою. Теорему
доведено.
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Отже, для визначення поступального руху твердого тiла немає необхiдностi розглядати
рух усiх точок тiла, а досить розглянути рух однiєї точки тiла, координати якої повиннi
бути заданi як функцiї часу. Це означає, що в загальному випадку поступальний рух має
3 ступенi вiльностi.

4.3 Обертальний рух твердого тiла навколо нерухомої осi

При русi твердого тiла з двома нерухомими точками A i B (рис. 12) всi точки на прямiй AB
залишаються нерухомими. Це випливає з умови незмiнностi вiдстаней мiж точками твер-
дого тiла. Пряма AB називається вiссю обертання, а рух тiла називається обертальним.

Рис. 12

Неважко бачити, що всi точки тiла описують дуги кiл з цен-
трами в основах перпендикулярiв, опущених з цих точок на
вiсь обертання.

Введемо систему координат Ax1y1z1 з початком в точцi
A (рис. 12). Оскiльки положення точок A i B нам вiдомо,
то положення тiла буде повнiстю визначено, якщо ми будемо
знати в будь-який момент часу положення якої-небудь точки
C тiла (що не лежить на осi обертання). З трьох координат
цiєї точки незалежною буде тiльки одна, так як вiдстанi AC
i BC сталi i координати точки пов’язанi двома рiвняннями:

(xA − xC)
2 + (yA − yC)

2 + (zA − zC)
2 = AC2,

(xB − xC)
2 + (yB − yC)

2 + (zB − zC)
2 = BC2.

(54)

Звiдси випливає, що положення твердого тiла, що обертається навколо нерухомої осi, ви-
значається одним параметром, тобто обертальний рух твердого тiла має один ступiнь
вiльностi.

Рис. 13

Направимо вiсь Az1 нерухомої системи коорди-
нат Ax1y1z1 по осi обертання тiла. Введемо рухому
систему координат Axyz, жорстко зв’язану з тiлом,
вiсь Az якої так само направимо по осi обертання
(рис. 13). Положення тiла буде повнiстю визначено,
якщо задано кут φ = φ(t) мiж нерухомою площи-
ною x1Az1 i рухомою площиною (жорстко зв’язаною
з тiлом) xAz (рис. 13). Цей кут називається кутом
повороту тiла.

Для однозначного визначення положення тiла
необхiдно знати не тiльки величину, а й напрям вiд-
лiку кута φ. Домовимося вважати додатнiм напрям-
ком вiдлiку напрямок проти годинникової стрiлки,
якщо дивитися з кiнця осi Oz1.

Нехай в момент часу t кут мiж нерухомою на-
пiвплощиною x1Az1 i рухомою напiвплощиною xAz

дорiвнює φ(t), а в момент часу t+∆t дорiвнює φ(t+∆t). Це означає, що за промiжок часу
∆t рухома площина, а отже, i тiло повернулись на кут

∆φ = φ(t+∆t)− φ(t).
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Границя вiдношення приросту кута повороту ∆φ до промiжку часу ∆t, за який тiло
повернулося на цей кут, при ∆t→ 0 називається кутовою швидкiстю тiла в даний момент
часу

ωz = lim
∆t→0

∆φ

∆t
=
dφ

dt
= φ̇. (55)

Введена таким чином кутова швидкiсть ωz може бути як додатною, так i вiд’ємною за-
лежно вiд закону змiни кута φ. Абсолютне значення кутової швидкостi будемо позначати
через ω = |φ̇|.

Оскiльки кут повороту вимiрюється в радiанах, а час – в секундах, то одиницею вимi-
рювання кутової швидкостi буде с−1.

Нехай тепер у момент часу t кутова швидкiсть обертання дорiвнює ωz(t), а в момент t+
∆t дорiвнює ωz(t+∆t); тодi за промiжок часу ∆t прирiст кутової швидкостi дорiвнюватиме

∆ωz = ωz(t+∆t)− ωz(t).

Границя вiдношення приросту кутової швидкостi ∆ωz до промiжку часу ∆t, за який
ця змiна вiдбулася, при ∆t→ 0 називається кутовим прискоренням тiла в даний момент
часу

εz = lim
∆t→0

∆ωz

∆t
=
dωz

dt
=
d2φ

dt2
= φ̈. (56)

Одиниця вимiрювання кутового прискорення – с−2.
Вельми корисним для подальшого вивчення кiнематики твердого тiла є введення в

розгляд вектора кутової швидкостi i вектора кутового прискорення.
Вектором кутової швидкостi твердого тiла, що здiйснює обертання навколо неру-

хомої осi, ми будемо називати вектор, модуль якого дорiвнює абсолютному значенню
похiдної кута повороту тiла за часом, спрямований уздовж осi обертання в той бiк
сторону, звiдки обертання тiла видно як таке, що вiдбувається проти годинникової
стрiлки.

З огляду на ранiше введене означення напрямку додатного вiдлiку кута φ, вектор
кутової швидкостi можна визначити за формулою

ω⃗ =
dφ

dt
k⃗ = ωzk⃗, (57)

де k⃗ – одиничний вектор осi Oz.
Вектором кутового прискорення будемо називати вектор, рiвний похiднiй за часом

вiд вектора кутової швидкостi, тобто

ε⃗ =
dω⃗

dt
=
dωz

dt
k⃗ = εzk⃗, εz = φ̈. (58)

Перейдемо до знаходження швидкостi i прискорення будь-якої точки тiла, що обертає-
ться навколо нерухомої осi. Нехай одиничнi вектори координатних осей x, y, z, вiдповiдно
будуть i⃗, j⃗, k⃗ (рис. 14). Радiус-вектор довiльної точки M можна представити у виглядi
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Рис. 14

r⃗ = x⃗i+ yj⃗ + zk⃗, (59)

де x, y, z = const.
Швидкiсть точки M дорiвнюватиме

v⃗ =
dr⃗

dt
= x

d⃗i

dt
+ y

d⃗j

dt
+ z

dk⃗

dt
. (60)

Так як вектор k⃗ нерухомий, то ˙⃗
k = 0; що ж стосує-

ться похiдних векторiв i⃗ i j⃗, то ми вже обчислювали
їх, розглядаючи рух точки в полярнiй системi коор-
динат. Якщо позначити r⃗0 = i⃗ i p⃗0 = j⃗, то формули
для їх похiдних набудуть вигляду

d⃗i

dt
= φ̇j⃗,

d⃗j

dt
= −φ̇⃗i.

Пiдставляючи в формулу (60) цi похiднi i враховуючи, що φ̇ = ωz, отримаємо

v⃗ = xωz j⃗ − yωz⃗i =

∣∣∣∣∣∣
i⃗ j⃗ k⃗
0 0 ωz

x y z

∣∣∣∣∣∣ = ω⃗ × r⃗. (61)

Отже, швидкiсть будь-якої точки твердого тiла, що обертається навколо нерухомої
осi, дорiвнює векторному добутку вектора кутової швидкостi тiла на радiус-вектор цiєї
точки:

v⃗ = ω⃗ × r⃗. (62)

Рис. 15

З формули (62) випливає, що

v = ωr sin(ω⃗, r⃗) = ωρ,

тобто модуль швидкостi будь-якої точки твердого
тiла дорiвнює добутку модуля кутової швидкостi
тiла на вiдстань вiд точки до осi обертання. На-
прямлений же вектор швидкостi по дотичнiй до
кола, по якому перемiщається точка M , в бiк її ру-
ху.

Взявши похiдну за часом вiд обох частин рiвностi
(62), отримаємо

w⃗ =
dv⃗

dt
=

d

dt
(ω⃗ × r⃗) =

dω⃗

dt
× r⃗ + ω⃗ × dr⃗

dt
.

Але dω⃗
dt

= ε⃗ – кутове прискорення, dr⃗
dt

= v⃗ = ω⃗ × r⃗ –
швидкiсть точки M . Тодi

w⃗ = ε⃗× r⃗ + ω⃗ × v⃗.
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Вектор ε⃗ × r⃗ напрямлений по дотичнiй до траєкторiї точки (до кола радiуса ρ), тобто
паралельно швидкостi (так як вектор ε⃗ напрямлений по осi обертання (рис. 15)). Ця скла-
дова прискорення є дотичним прискоренням точки M тiла. Надалi будемо називати цю
складову обертальним прискоренням, тобто

w⃗об = ε⃗× r⃗.

Числове значення обертального прискорення дорiвнює

wоб = εr sin(r⃗, ε⃗) = ερ.

Вектор ω⃗ × v⃗ напрямлений в площинi кола радiуса ρ⃗ вiд точки M до точки C, тобто
напрямлений до осi обертання по нормалi до траєкторiї i є нормальним прискоренням
точки M .

Вектор
w⃗доос = ω⃗ × v⃗,

напрямлений до осi обертання, будемо називати доосьовим прискоренням.
Оскiльки вектор v⃗ перпендикулярний вектору ω⃗, то числове значення доосьового при-

скорення дорiвнює
wдоос = ωv = ω2ρ.

Модуль повного прискорення точки M буде

w =

√
(wдоос)2 + (wоб )2 = ρ

√
ε2 + ω4.
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5 Лекцiя 5. Плоскопаралельний рух твердого тiла

5.1 Загальнi властивостi та задання руху

Рух твердого тiла називається плоскопаралельним (плоским), якщо всi точки тiла пе-
ремiщуються в площинах, паралельних деякiй нерухомiй площинi.

Прикладом плоского руху тiла є кочення цилiндра по горизонтальнiй площинi, при
якому його основа залишається весь час паралельною площинi Oyz (рис. 16, а).

Розглянемо довiльний плоский рух твердого тiла. Нехай всi точки тiла перемiщуються
у площинах, паралельних площинi Oxy (рис. 16, б ). З означення плоского руху випливає,
що будь-яка пряма AB, проведена в тiлi перпендикулярно площинi Oxy, буде перемiщува-
тися поступально, тобто траєкторiї, швидкостi i прискорення всiх точок цiєї прямої будуть
однаковi.

а) б)

Рис. 16

Таким чином, для визначення руху тiла необхiдно знати рух тiльки однiєї точки на
кожнiй прямiй, проведенiй перпендикулярно площинi Oxy. Якщо взяти точки в однiй
площинi, паралельнiй площинi Oxy, то можна стверджувати, що плоский рух твердого
тiла повнiстю визначається рухом плоскої фiгури (перерiзу тiла), отриманої перетином
тiла будь-якою площиною Q, паралельною площинi Oxy (див. рис. 16, б ).

Нехай A(x1A, y1A) i B(x1B, y1B) – двi точки плоскої фiгури, що знаходяться в площинi
Ox1y1 (рис. 17, а). Оскiльки вiдстань d мiж цими точками залишається незмiнною

(x1A − x1B)
2 + (y1A − y1B)

2 = d2,

то iз чотирьох координат незалежними залишаються тiльки три. Приєднання третьої то-
чки C(x1C , y1C) не збiльшує числа незалежних координат, бо двi новi координати x1C i
y1C повиннi задовольняти двi рiвностi, що виражають незмiннiсть вiдстаней AC i BC до
ранiше вибраних точок A i B. Отже, для опису плоского руху тiла потрiбно знати три
незалежнi координати (ступенi вiльностi твердого тiла) як функцiї часу.
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а) б)

Рис. 17

Пов’яжемо жорстко з плоскою фiгурою систему координат Axy. Тодi положення си-
стеми Axy, а разом з нею i положення плоскої фiгури вiдносно системи координат Ox1y1
буде повнiстю визначатися координатами x1A i y1A точки A, яка називається полюсом, i
кутом φ мiж осями Ax2 i Ax – див. рис. 17, б (осi Ax2 i Ay2 вiдповiдно паралельнi осям
Ox1 i Oy1 та перемiщуються при русi фiгури поступально). Отже, три функцiї часу

x1A = x1A(t), y1A = y1A(t), φ = φ(t) (63)

визначають положення плоскої фiгури в будь-який момент часу. Рiвностi (63) називаються
рiвняннями плоскопаралельного руху твердого тiла.

5.2 Швидкостi точок твердого тiла при плоскопаралельному русi

Визначимо швидкiсть будь-якої точки твердого тiла в плоскопаралельному русi.
Нехай система координат Ox1y1 є нерухомою, а система координат Ax2y2, що має по-

чаток в довiльно вибранiй точцi A плоскої фiгури, рухається поступально (див. рис. 18).
Систему координат Axy жорстко пов’яжемо з плоскою фiгурою.

Рис. 18

Радiус-вектор r⃗B, який визначає положення
точки B вiдносно нерухомої системи координат
Ox1y1 (рис. 18), можна задати за допомогою двох
векторiв: r⃗A, що визначає положення точки А в
системi вiдлiку Ox1y1, i ρ, що визначає положен-
ня точки В в системi вiдлiку Ax2y2,

r⃗B = r⃗A + ρ⃗. (64)

За означенням, швидкiсть точки B дорiвнює

v⃗B =
dr⃗B
dt

=
d

dt
(r⃗A + ρ⃗) =

dr⃗A
dt

+
dρ⃗

dt
. (65)

Похiдна dr⃗A/dt в рiвняннi (65) визначає швид-
кiсть точки A (полюса) v⃗A, а похiдна dρ⃗/dt є
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швидкiстю точки B вiдносно рухомої системи координат Ax2y2. Позначимо цю швидкiсть
наступним чином

v⃗BA =
dρ⃗

dt
.

Рух тiла вiдносно системи координат Ax2y2 являє собою обертання тiла навколо осi
Az2, напрямленiй перпендикулярно до площини рисунка (рис. 18) на читача. Таким чином,
швидкiсть v⃗BA є швидкiстю точки B при обертаннi тiла навколо осi Az2:

v⃗BA = ω⃗A × ρ⃗,

де ω⃗A – кутова швидкiсть обертання фiгури навколо точки А (навколо осi Az2).
Формула (65) набуває тепер вигляду

v⃗B = v⃗A + ω⃗A × ρ⃗ = v⃗A + v⃗BA, (66)

тобто швидкiсть будь-якої точки B плоскої фiгури дорiвнює геометричнiй сумi швидко-
стi полюса A i швидкостi точки В при обертаннi плоскої фiгури навколо полюса A.

Теорема 1. (про незалежнiсть кутової швидкостi вiд вибору полюса). Кутова швид-
кiсть обертання фiгури не залежить вiд вибору полюса.

Д о в е д е н н я

Нехай A i B – двi довiльнi точки плоскої фiгури, причому полюсу A вiдповiдає кутова
швидкiсть ω⃗A, а полюсу B – кутова швидкiсть ω⃗B. Знайдемо швидкiсть точки B, прийняв-
ши за полюс точку A

v⃗B = v⃗A + ω⃗A × ρ⃗.

Вiзьмемо тепер в якостi полюса точку B i знайдемо швидкiсть точки A

v⃗A = v⃗B + ω⃗B × (−ρ⃗).

Додаючи цi двi рiвностi, отримуємо

(ω⃗A − ω⃗B)× ρ⃗ = 0.

Оскiльки вектор (ω⃗A−ω⃗B) є перпендикулярним до площини плоскої фiгури, то остання
рiвнiсть має мiсце тiльки при ω⃗A = ω⃗B. Таким чином, зберiгати iндекс полюса в позначеннi
вектора кутової швидкостi недоцiльно, тобто ω⃗A = ω⃗B = ω⃗. Теорему доведено.

Формула (66) набуває тепер наступного вигляду:

v⃗B = v⃗A + ω⃗ × ρ⃗ = v⃗A + v⃗BA. (67)

Оскiльки v⃗BA = ω⃗ × ρ⃗ = ω⃗ ×
−→
AB, а вектор ω⃗ перпендикулярний до площини рисунка,

то модуль швидкостi точки B вiдносно полюса A дорiвнює

vBA = ω · AB.

Вiдмiтимо також, що вектор v⃗BA перпендикулярний до
−→
AB. Напрямок обертання плоскої

фiгури навколо полюса визначається за знаком проекцiї кутової швидкостi на вiсь Az2.
Так як ωz = φ̇, то при ωz > 0 обертання вiдбувається проти ходу годинникової стрiлки, а
при ωz < 0 – за годинниковою стрiлкою.
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5.3 Миттєвий центр швидкостей. Центроїди

Швидкiсть будь-якої точки плоскої фiгури можна визначити також за допомогою мит-
тєвого центра швидкостей.

Миттєвим центром швидкостей (МЦШ) називається точка площини плоскої фiгу-
ри, швидкiсть якої в даний момент часу дорiвнює нулю.

Доведемо теорему про iснування миттєвого центра швидкостей.

Теорема 2. Якщо кутова швидкiсть плоскої фiгури вiдмiнна вiд нуля, то миттєвий
центр швидкостей iснує.

Д о в е д е н н я

Нехай швидкiсть v⃗A довiльної точки плоскої фiгури вiдмiнна вiд нуля (в протилежному
випадку точка A була б миттєвим центром швидкостей).

За знаком проекцiї кутової швидкостi ωz = φ̇ визначаємо напрямок обертання плоскої
фiгури навколо полюса A i в цьому напрямку вiдкладаємо вiд точки A вiдрiзок AP = vA/ω
перпендикулярно швидкостi v⃗A.

Рис. 19

На рис. 19 вважається, що ωz = φ̇ > 0, i тому
вiдрiзок АР повернуто вiдносно v⃗A проти ходу
годинникової стрiлки.

Згiдно (67) маємо

v⃗P = v⃗A + v⃗PA.

Оскiльки швидкiсть v⃗PA перпендикулярна
до AP , то вектор v⃗PA є колiнеарним до v⃗A. Крiм
того, у вiдповiдностi з правилом побудови вiд-
рiзка AP вектори v⃗A i v⃗PA мають протилежнi
напрямки. Модуль швидкостi v⃗PA рiвний

vPA = ω · AP =
vA
ω
ω = vA.

Два рiвнi за величиною i протилежно на-
прямленi вектори в сумi дають нуль. Таким чином,

v⃗P = v⃗A + v⃗PA = 0,

тобто швидкiсть точки P дорiвнює нулю i, отже, P – миттєвий центр швидкостей. Теорему
доведено.

Виберемо тепер за полюс миттєвий центр швидкостей P . Тодi швидкiсть довiльної
точки A плоскої фiгури шукатиметься за формулою

v⃗A = v⃗P + ω⃗ ×
−→
PA = ω⃗ ×

−→
PA.

Звiдси випливає, що швидкостi точок тiла при його плоскому русi розподiляються так
само, як i при обертальному русi. Роль нерухомої осi вiдiграє миттєва вiсь, що проходить
через МЦШ перпендикулярно площинi руху. Таким чином, швидкостi всiх точок фiгури
перпендикулярнi вiдрiзкам, що сполучають цi точки з МЦШ (v⃗A⊥AP ), а модулi швидко-
стей пропорцiйнi вiдстаням до МЦШ (vA = ω · PA).
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Теорема 3. Знаючи положення миттєвого центра швидкостей та швидкiсть якої-
небудь її точки, можна знайти швидкостi всiх точок плоскої фiгури.

Д о в е д е н н я

Справдi, нехай вiдомо, наприклад, швидкiсть v⃗A точки A; тодi iз рiвностi vA = ω · PA
знайдемо кутову швидкiсть ω = vA/PA i швидкiсть будь-якої точки В буде

vB = ω · PB = vA
PB

PA
.

Теорему доведено.
З’єднавши кiнець вектора v⃗B з точкою Р, отримаємо епюру розподiлу швидкостей

вздовж вiдрiзка PB (див. рис. 20).

Рис. 20

Використовуючи основнi властивостi МЦШ, мо-
жна визначити його положення i в iнших випад-
ках. На рис. 21, а показано, як знаходиться ця то-
чка, коли вiдомо напрямки швидкостей двох точок.
На рис. 21, б i в показано, як знаходиться МЦШ,
якщо швидкостi точок A i B паралельнi мiж собою
i AB⊥v⃗A. У випадку, коли швидкостi точок A i B
паралельнi мiж собою, але v⃗A не перпендикулярний
до AB (рис. 21, г), прямi, перпендикулярнi v⃗A i v⃗B,
перетинаються на нескiнченностi i миттєвого центра
швидкостей не iснує. При коченнi без ковзання одно-
го тiла по поверхнi iншого нерухомого тiла (рис. 21,
д) МЦШ спiвпадає з точкою дотику тiл, оскiльки за
вiдсутностi ковзання швидкiсть точки дотику рiвна
нулю.

Рис. 21

Як буде показано нижче (на прикладi виконання типового завдання до лабораторної
роботи), використання миттєвого центра швидкостей часто суттєво спрощує розв’язання
задачi.
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На вiдмiну вiд чисто обертального руху, при плоскому русi миттєвий центр швидкостей
змiнює, взагалi кажучи, своє положення на площинi. Якщо наклеїти на фiгуру, що здiй-
снює плоский рух, аркуш паперу i в кожний момент часу проколювати голкою миттєвий
центр швидкостей, то отримаємо двi серiї вiдмiток: одна на нерухомiй площинi, iнша на
аркушi, зв’язаному з фiгурою. Кожна з цих серiй утворить в просторi неперервну криву.

Геометричне мiсце миттєвих центрiв швидкостей на нерухомiй площинi називається
нерухомою центроїдою, а на площинi, жорстко зв’язаною з фiгурою – рухомою центрої-
дою.

Наприклад, при коченнi цилiндра по горизонтальнiй площинi (рис. 21, д) нерухомою
центроїдою буде горизонтальна пряма, а рухомою – коло.

В кожний момент часу рухома i нерухома центроїди мають спiльну точку дотику –
миттєвий центр швидкостей P , тобто точку, швидкiсть якої дорiвнює нулю. Тому плоский
рух можна уявити як кочення без ковзання рухомої центроїди по нерухомiй.

5.4 Прискорення точок при плоскому русi. Миттєвий
центр прискорень

Для визначення прискорення точки плоскої фiгури продиференцiюємо рiвнiсть (67) за
часом:

dv⃗B
dt

=
dv⃗A
dt

+
dω⃗

dt
× ρ⃗+ ω⃗ × dρ⃗

dt
.

В цьому спiввiдношеннi dv⃗B/dt = w⃗B, dv⃗A/dt = w⃗A – вiдповiдно прискорення точок B i A,
dρ⃗/dt = ω⃗ × ρ⃗ = v⃗BA, dω⃗/dt = ε⃗ – вектор кутового прискорення. Вектор ε⃗, як i вектор ω⃗,
напрямлений перпендикулярно до площини фiгури i визначається формулою

ε⃗ =
d

dt

(
φ̇k⃗

)
= φ̈k⃗.

Таким чином, прискорення точок A i B пов’язанi мiж собою спiввiдношенням

w⃗B = w⃗A + ε⃗× ρ⃗+ ω⃗ × v⃗BA. (68)

Два останнi доданки в рiвностi (68) визначають прискорення точки B при закрiпленiй
точцi A (w⃗A = 0). Тому їх сума

ε⃗× ρ⃗+ ω⃗ × v⃗BA = w⃗BA

дає прискорення точки B у обертальному русi вiдносно системи координат Ax2y2, яке має
двi складовi – доосьове (доцентрове) i обертальне прискорення, тобто

w⃗доос
BA = ω⃗ × v⃗BA, w⃗об

BA = ε⃗× ρ⃗.

Модулi цих складових будуть

wдоос
BA = ω2ρ = ω2AB, wоб

BA = ερ = ε · AB. (69)
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Рис. 22

На рис. 22 геометрично додаються три вектори, i ви-
значено прискорення точки B за допомогою формули

w⃗B = w⃗A + w⃗доос
BA + w⃗об

BA. (70)

Таким чином, прискорення будь-якої точки плоскої фi-
гури є геометричною сумою прискорення полюса та до-
осьового i обертального прискорень в обертальному русi
фiгури вiдносно цього полюса.

Iз (69) знайдемо кут, складений вектором w⃗BA з на-
прямком на полюс (рис. 22),

tgα =
wоб

BA

wдоос
BA

=
ε

ω2
.

Звiдси видно, що цей кут, по-перше, не залежить вiд вибо-
ру полюса i, по-друге, в кожен момент часу для всiх точок
однаковий.

Модуль прискорення точки при її обертаннi навколо полюса також знаходиться iз рiв-
ностi (69)

wBA = AB
√
ε2 + ω4. (71)

Вiн залежить вiд вiдстанi точки до полюса.
Введемо поняття миттєвого центра прискорень.
Миттєвим центром прискорень (МЦП) називається точка площини плоскої фiгури,

прискорення якої в даний момент часу дорiвнює нулю.
Для побудови миттєвого центра прискорень вважатимемо, що нам вiдомо прискорення

однiєї з точок w⃗A, кутова швидкiсть ω⃗ i кутове прискорення ε⃗, причому вважається, що ω⃗ i
ε⃗ не рiвнi нулю одночасно. Iз точки A вiдкладемо пiд кутом α = arctg(ε/ω2) до прискорення
w⃗A вiдрiзок AQ

AQ =
wA√
ε2 + ω4

. (72)

При цьому, якщо εz = φ̈ > 0, то кут α вiдкладається проти ходу годинникової стрiлки
(рис. 23), а при протилежному знаковi φ̈ – за годинниковою стрiлкою.

Рис. 23

Вибравши за полюс точку A, отримаємо

w⃗Q = w⃗A + w⃗QA.

Як уже вiдмiчалося вище, кут мiж прискоренням точки вiд-
носно полюса w⃗QA i напрямком на полюс не залежить вiд ви-
бору полюса. Отже, якщо w⃗QA складає з напрямком QA кут
α, то такий же кут буде мiж w⃗A i AQ. Тому вектори w⃗QA i w⃗A

паралельнi (рис. 23). Згiдно прийнятого нами правила вiдлi-
ку кута α прискорення w⃗QA i w⃗A будуть завжди протилежно
напрямленi. Згадуючи (71) i пiдставляючи (72), одержимо

wQA = AQ
√
ε2 + ω4 =

wA√
ε2 + ω4

√
ε2 + ω4 = wA.
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Звiдси випливає:
w⃗Q = w⃗A + w⃗QA = 0.

Таким чином ми довели, що точка Q – миттєвий центр прискорень.
Прискорення будь-якої точки в даний момент часу тепер можна визначити так само,

як при обертаннi навколо нерухомої осi:

w⃗A = w⃗Q + w⃗AQ = w⃗AQ = w⃗доос
AQ + w⃗об

AQ

(оскiльки w⃗Q = 0).
Слiд вiдмiтити, що миттєвий центр прискорень i миттєвий центр швидкостей, взагалi

кажучи, рiзнi точки. В цьому легко переконатися, розглянувши простий приклад. Нехай
диск котиться по горизонтальнiй площинi без ковзання (рис. 21, д), i швидкiсть його цен-
тра O стала. Як ми знаємо, МЦШ знаходиться в точцi дотику P . Оскiльки вектор швид-
костi точки O сталий, то прискорення центра диска рiвне нулю. Таким чином, миттєвий
центр прискорень спiвпадає з центром диска, а миттєвий центр швидкостей – з точкою
дотику.
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6 Лекцiя 6. Сферичний рух твердого тiла. Рух вiльного
твердого тiла

6.1 Задання руху. Кути Ейлера

Рух тiла, що має одну нерухому точку, називають сферичним рухом або обертанням
тiла навколо нерухомої точки.

При сферичному русi тверде тiло має три ступенi вiльностi. Три параметри, якi ви-
значають положення такого тiла вiдносно нерухомої системи координат Ox1y1z1 (рис. 24),
можуть бути вибранi рiзними способами. В теоретичнiй механiцi положення тiла з однiєю
нерухомою точкою, як правило, визначають за допомогою кутiв Ейлера, якi вводяться
наступним чином.

Рис. 24

Пов’яжемо жорстко з тiлом рухому систему
координат Oxyz, вибравши початок координат в
нерухомiй точцi O.

Координатна площина xOy перетинається з
нерухомою площиною x1Oy1 вздовж прямої OK,
яка називається лiнiєю вузлiв. Кут мiж нерухо-
мою вiссю Ox1 та лiнiєю вузлiв називається ку-
том прецесiї i позначається ψ. Кут мiж лiнiєю
вузлiв i рухомою вiссю Ox називається кутом
власного обертання i позначається φ. Кут мiж
осями Oz1 i Oz називається кутом нутацiї i по-
значається θ. Всi кути вiдраховуються вiдповiдно
вiд осей Ox1, OK i Oz1 проти руху годинникової

стрiлки, як показано на рис. 24.
Таким чином, рiвностi

ψ = ψ(t), φ = φ(t), θ = θ(t)

задають рiвняння руху тiла при обертаннi навколо нерухомої точки.
Кути, якi визначають положення тiла, можна ввести й iншими способами. Наприклад,

положення корабля вiдносно його центра ваги C визначається корабельними кутами або
кутами Ейлера-Крилова (див., наприклад, [1, 2]).

6.2 Швидкостi точок твердого тiла при сферичному русi. Миттєва
вiсь обертання

Нехай тверде тiло має одну нерухому точку O. Пов’яжемо жорстко з тiлом систему ко-
ординат Oxyz (рис. 25). Система координат Oxyz однозначно визначає його положення
вiдносно нерухомої системи вiдлiку Ox1y1z1. Положення довiльної точки M твердого тiла
визначається радiус-вектором r⃗ (рис. 25).

Якщо x, y i z – координати точки M в рухомiй системi координат, а i⃗, j⃗ i k⃗ – одиничнi
вектори осей цiєї системи координат, то радiус-вектор можна подати у виглядi

r⃗ = x⃗i+ yj⃗ + zk⃗. (73)
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Рис. 25

Координати x, y i z точки M в рухомiй системi вiдлiку є
сталими величинами, а орти i⃗, j⃗, k⃗ будуть функцiями часу,
оскiльки система координат Oxyz рухається разом iз твердим
тiлом.

Швидкiсть точки M визначається за формулою v⃗ = dr⃗/dt,
тому диференцiюючи (73) за t, отримаємо

v⃗ = x
d⃗i

dt
+ y

d⃗j

dt
+ z

dk⃗

dt
. (74)

Помноживши обидвi частини рiвностi (74) скалярно на i⃗, j⃗ i
k⃗, одержимо

vx = v⃗ · i⃗ = x
d⃗i

dt
· i⃗+ y

d⃗j

dt
· i⃗+ z

dk⃗

dt
· i⃗,

vy = v⃗ · j⃗ = x
d⃗i

dt
· j⃗ + y

d⃗j

dt
· j⃗ + z

dk⃗

dt
· j⃗,

vz = v⃗ · k⃗ = x
d⃗i

dt
· k⃗ + y

d⃗j

dt
· k⃗ + z

dk⃗

dt
· k⃗.

(75)

Оскiльки вектори i⃗, j⃗ i k⃗ взаємно перпендикулярнi, то

i⃗2 = 1, j⃗2 = 1, k⃗2 = 1, i⃗ · j⃗ = 0, j⃗ · k⃗ = 0, k⃗ · i⃗ = 0. (76)

Диференцiюючи цi рiвностi за часом, знайдемо двi групи формул:

d⃗i

dt
· i⃗ = 0,

d⃗j

dt
· j⃗ = 0,

dk⃗

dt
· k⃗ = 0, (77)

d⃗i

dt
· j⃗ = − d⃗j

dt
· i⃗, d⃗j

dt
· k⃗ = −dk⃗

dt
· j⃗, dk⃗

dt
· i⃗ = − d⃗i

dt
· k⃗. (78)

Вирази (75) при цьому набудуть вигляду

vx = z
dk⃗

dt
· i⃗− y

d⃗i

dt
· j⃗, vy = x

d⃗i

dt
· j⃗ − z

d⃗j

dt
· k⃗, vz = y

d⃗j

dt
· k⃗ − x

dk⃗

dt
· i⃗. (79)

Формули (79) мiстять три скалярнi функцiї часу, для яких введемо позначення:

ωx =
d⃗j

dt
· k⃗, ωy =

dk⃗

dt
· i⃗, ωz =

d⃗i

dt
· j⃗. (80)

Перепишемо тепер формули (75) у виглядi

vx = ωyz − ωzy, vy = ωzx− ωxz, vz = ωxy − ωyx. (81)

Так як
v⃗ = vx⃗i+ vy j⃗ + vzk⃗,
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то, у вiдповiдностi з виразом (81), маємо

v⃗ = (ωyz − ωzy)⃗i+ (ωzx− ωxz)⃗j + (ωxy − ωyx)k⃗.

Якщо тепер ввести вектор ω⃗ з проекцiями ωx, ωy, ωz,

ω⃗ = ωx⃗i+ ωy j⃗ + ωzk⃗,

то швидкiсть точки можна представити у виглядi векторного добутку

v⃗ =

∣∣∣∣∣∣
i⃗ j⃗ k⃗
ωx ωy ωz

x y z

∣∣∣∣∣∣ = ω⃗ × r⃗.

Отже, швидкiсть точки тiла, що здiйснює сферичний рух, визначається формулою

v⃗ = ω⃗ × r⃗. (82)

Геометричне мiсце точок, швидкiсть яких дорiвнює нулю, визначається з рiвняння

ω⃗ × r⃗ = 0, (83)

яке являє собою умову колiнеарностi векторiв ω⃗ i r⃗. Це векторне рiвняння в системi коор-
динат Oxyz можна записати у виглядi

x

ωx

=
y

ωy

=
z

ωz

. (84)

Рiвняння (84) визначають пряму лiнiю, напрямнi косинуси якої пропорцiйнi проекцiям
ωx, ωy, ωz вектора ω⃗. В загальному випадку вектор ω⃗ i його проекцiї є функцiями часу,
тому положення прямої (84) змiнюється як вiдносно тiла, так i вiдносно нерухомої системи
координат Ox1y1z1.

Пряма (84), в кожнiй точцi якої швидкостi точок тiла в даний момент часу рiвнi нулю,
називається миттєвою вiссю обертання або миттєвою вiссю швидкостей.

Введений нами вектор ω⃗ завжди напрямлений по миттєвiй осi обертання.
Формула (82) спiвпадає за формою з виразом для швидкостей точок твердого тiла,

що обертається навколо нерухомої осi з кутовою швидкiстю ω⃗. Отже, швидкостi точок
твердого тiла при сферичному русi розподiляються так, наче тiло обертається навколо
осi, що спiвпадає в даний момент часу з миттєвою вiссю обертання. Зокрема, модуль
швидкостi точки M в даний момент визначається рiвнiстю

v = ωr sin(ω⃗, r⃗) = ωρ,

де ρ – вiдстань вiд точки M до миттєвої осi обертання. Швидкiсть точки M напрямле-
на перпендикулярно до площини, що проходить через її радiус-вектор r⃗ i миттєву вiсь
обертання (рис. 26).
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Рис. 26

За аналогiєю з обертанням тiла навколо нерухомої осi
назвемо в розглядуваному нами випадку сферичного ру-
ху тiла вектор ω⃗ вектором кутової швидкостi.

Якщо вiдомi напрямки швидкостей двох точок тiла,
то миттєву вiсь обертання можна знайти графiчно. Як
випливає iз картини розподiлу швидкостей точок тiла в
даний момент часу, миттєва вiсь обертання лежить в пло-
щинi, перпендикулярнiй напрямку швидкостi точки тiла,
i проходить через нерухому точку тiла. Отже, якщо через
точки тiла, напрямки швидкостей яких вiдомо, провести
площини, перпендикулярнi цим швидкостям, то лiнiя пе-
ретину цих площин i буде миттєвою вiссю обертання.

Миттєву вiсь обертання можна визначити i у випадку, коли вiдомо одну точку тiла,
швидкiсть якої в даний момент часу дорiвнює нулю. З’єднуючи цю точку з нерухомою
точкою тiла, знайдемо миттєву вiсь обертання.

Положення точки M тiла в нерухомiй системi вiдлiку визначається координатами x1,
y1 i z1, а вектор ω⃗ має проекцiї ωx1 , ωy1 , ωz1 . Тодi, у вiдповiдностi з (82), проекцiї швидкостi
точки M на нерухомi осi координат будуть

vx1 = ωy1z1 − ωz1y1, vy1 = ωz1x1 − ωx1z1, vz1 = ωx1y1 − ωy1x1. (85)

Рiвняння миттєвої осi обертання в нерухомiй системi вiдлiку має вигляд

x1
ωx1

=
y1
ωy1

=
z1
ωz1

. (86)

Геометричне мiсце миттєвих осей обертання, побудованих в нерухомiй системi коорди-
нат, називається нерухомим аксоїдом, а в рухомiй системi координат – рухомим аксоїдом.

6.3 Прискорення точок тiла при сферичному русi

Введемо спочатку поняття кутового прискорення.

Рис. 27

Кутовим прискоренням називається похiдна куто-
вої швидкостi за часом, тобто

ε⃗ =
dω⃗

dt
. (87)

Iз означення видно, що, оскiльки початок вектора ω⃗
завжди нерухомий (точка O), то вектор кутового при-
скорення можна розглядати як швидкiсть кiнця вектора
кутової швидкостi (рис. 27). Кутове прискорення ε⃗ на-
прямлене завжди по дотичнiй до годографа вектора ку-
тової швидкостi (рис. 27), тому його напрямок може бути
будь-яким в залежностi вiд закону змiни вектора ω⃗. Вiд-
мiтимо також, що годограф вектора кутової швидкостi –
крива, що лежить на нерухомому аксоїдi.
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Перейдемо до визначення прискорення довiльної точки тiла. Виходячи iз означення
прискорення w⃗ = dv⃗/dt i використовуючи рiвнiсть (82), отримаємо

w⃗ =
dv⃗

dt
=
d(ω⃗ × r⃗)

dt
=
dω⃗

dt
× r⃗ + ω⃗ × dr⃗

dt
.

Але
dr⃗

dt
= v⃗ = ω⃗ × r⃗, а

dω⃗

dt
= ε⃗,

отже,
w⃗ = ε⃗× r⃗ + ω⃗ × v⃗. (88)

Таким чином, прискорення w⃗ можна подати у виглядi суми двох прискорень:
обертального

w⃗об = ε⃗× r⃗

i доосьового
w⃗доос = ω⃗ × v⃗.

Модуль обертальної складової прискорення рiвний

wоб = εr sin(ε⃗, r⃗) = εh

де h – вiдстань вiд точки M до вектора ε⃗. Напрямлене це прискорення перпендикулярно
до площини векторiв ε⃗ i r⃗ в той бiк, звiдки найкоротший перехiд вiд вектора ε⃗ до вектора r⃗
видно проти ходу годинникової стрiлки. Вiдмiтимо, що внаслiдок розбiжностi в напрямках
кутової швидкостi i кутового прискорення обертальна складова прискорення може бути
напрямлена по вiдношенню до напрямку швидкостi пiд будь-яким кутом, залишаючись
перпендикулярною до вектора r⃗. В цьому суттєва вiдмiннiсть мiж обертанням тiла навколо
нерухомої осi i сферичним рухом тiла.

Рис. 28

Доосьове прискорення напрямлене по перпенди-
куляру до площини векторiв ω⃗ i v⃗, тобто по напрям-
ку вектора d⃗ (рис. 28), який має початок в точцi M
i кiнець в основi перпендикуляра, опущеного з то-
чки M на миттєву вiсь обертання. Модуль доосьово-
го прискорення дорiвнює

wдоос = ωv = ω2d,

оскiльки
v = ωr sinα = ωd.

Отже, можна записати

w⃗доос = ω⃗ × v⃗ = ω2d⃗.

Таким чином, прискорення будь-якої точки твердого тiла при сферичному русi дорiв-
нює сумi обертальної i доосьової складових прискорення

w⃗ = w⃗об + w⃗доос . (89)

Слiд також вiдмiтити, що, на вiдмiну вiд обертального руху, де вектори w⃗об та w⃗доос

завжди перпендикулярнi, в сферичному русi цiєї властивостi, взагалi кажучи, немає.
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6.4 Рух вiльного твердого тiла

Тверде тiло називається вiльним, якщо воно може перемiщуватися в просторi у будь-
якому напрямку.

Рис. 29

Розглянемо рух вiльного твердого тiла.
Введемо, крiм нерухомої системи координат
Ox1y1z1 ще рухому систему координат Ax2y2z2,
що перемiщується поступально вiдносно осей
Ox1y1z1 i пов’язану з тiлом тiльки в однiй точцi
– точцi A, а також рухому систему координат
Axyz, жорстко пов’язану з тiлом (рис. 29). У ру-
хомiй системi координат Ax2y2z2 тiло має одну
закрiплену в нiй точку – точку A, отже, тiло в
цiй системi координат бере участь в розглянуто-
му нами вище сферичному русi. Для того, щоб
задати положення тiла в рухомiй системi коор-
динат Ax2y2z2, можна ввести три кути Ейлера
φ, ψ, θ, а для визначення положення вiдносно
нерухомої системи координат потрiбно, крiм то-
го, задати положення точки A, для чого буде

потрiбно знати ще три величини: x1A, y1A, z1A. Таким чином, положення вiльного твердо-
го тiла визначається шiстьма незалежними параметрами: x1A, y1A, z1A, φ, ψ, θ, а рiвняння

x1A = x1A(t), y1A = y1A(t), z1A = z1A(t), φ = φ(t), ψ = ψ(t), θ = θ(t)

є рiвняннями руху вiльного твердого тiла.
Перейдемо до визначення швидкостей точок вiльного тiла. Швидкiсть довiльної точки

B дорiвнює похiднiй її радiуса-вектора r⃗B за часом. Користуючись рис. 29, знайдемо

r⃗B = r⃗A + ρ⃗.

Отже,

v⃗B =
dr⃗B
dt

=
dr⃗A
dt

+
dρ⃗

dt
. (90)

Зауважимо, що dr⃗A/dt = v⃗A – швидкiсть точки A; крiм того, вектор dρ⃗/dt є швидкiстю
точки B вiдносно рухомої системи координат Ax2y2z2, в якiй тiло має одну закрiплену
точку. Отже, згiдно з формулою (82)

dρ⃗

dt
= ω⃗ × ρ⃗.

Таким чином, формулу (90) можна переписати у виглядi

v⃗B = v⃗A + ω⃗ × ρ⃗. (91)

Тут ω⃗ – кутова швидкiсть обертання тiла вiдносно системи координат Ax2y2z2. (Так само
як i для плоского руху, можна показати, що кутова швидкiсть ω⃗ не залежить вiд вибору
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полюса.) Формулу (91) можна прочитати таким чином: швидкiсть будь-якої точки вiль-
ного твердого тiла геометрично складається зi швидкостi довiльно обраного полюса i
швидкостi цiєї точки в сферичному русi тiла вiдносно полюса.

Визначимо прискорення точок вiльного твердого тiла. Для цього продиференцiюємо
за часом рiвнiсть (91):

w⃗B =
dv⃗B
dt

=
dv⃗A
dt

+
dω⃗

dt
× ρ⃗+ ω⃗ × dρ⃗

dt
. (92)

Помiчаючи, що dv⃗A/dt = w⃗A, dω⃗/dt = ε⃗ – кутове прискорення тiла в рухомiй системi
координат Ax2y2z2, а dρ⃗/dt = ω⃗ × ρ⃗, отримаємо

w⃗B = w⃗A + ε⃗× ρ⃗+ ω⃗ × (ω⃗ × ρ⃗).

Таким чином, прискорення точки вiльного твердого тiла дорiвнює геометричнiй сумi
прискорення полюса i прискорення цiєї точки в сферичному русi тiла вiдносно полюса.
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7 Лекцiя 7. Абсолютний рух точки

7.1 Основнi означення. Абсолютна та вiдносна похiднi
вектор-функцiї

На початку вивчення кiнематики точки ми дослiджували основнi характеристики її руху
вiдносно заданої системи вiдлiку. Однак в деяких випадках доцiльно вивчати рух точки
одночасно вiдносно двох систем координат, одна з яких здiйснює заданий рух вiдносно
iншої (основної), яку умовно приймають за нерухому.

Абсолютним (складним) рухом точки називається її рух вiдносно нерухомої системи
координат.

Вiдносним рухом точки називається її рух вiдносно рухомої системи координат. Тра-
єкторiя, швидкiсть i прискорення точки, розглядуванi вiдносно нерухомої i рухомої систем
координат називаються вiдповiдно абсолютними i вiдносними.

Переносним рухом називається рух рухомої системи вiдлiку вiдносно нерухомої. Вiд-
повiдно швидкостi й прискорення точки, незмiнно зв’язаної з рухомою системою коорди-
нат, в якiй у даний момент часу знаходиться рухома точка, називаються переносними.

Величини, що характеризують абсолютний рух точки, прийнято позначати iндексом
„a” або залишати без iндексу (ми обиратимемо другий варiант), вiдносний рух – iндексом
„r”, а переносний – iндексом „e”.

Встановлення зв’язку мiж абсолютним, вiдносним i переносним рухами дозволить розв’я-
зувати рiзноманiтнi задачi з визначення кiнематичних характеристик абсолютного руху.

В цьому роздiлi ми зустрiнемося з необхiднiстю диференцiювання вектора, визначеного
в системi координат, яка може рухатися довiльним чином. В зв’язку з цим ми введемо
поняття абсолютної i вiдносної похiдних вектор-функцiї.

Нехай дано основну систему координат i рухому систему вiдлiку, що здiйснює довiль-
ний рух. Нехай деякий вектор a⃗ = a⃗(t) визначений в рухомiй системi координат, тобто
проекцiї цього вектора ax, ay, az на осi рухомої системи – заданi функцiї часу. Якщо i⃗, j⃗, k⃗
– одиничнi вектори осей рухомої системи координат, то вектор a⃗ може бути представлений
у виглядi

a⃗ = ax⃗i+ ay j⃗ + azk⃗. (93)

Встановимо тепер правило знаходження похiдної (абсолютної похiдної) цього вектора
в нерухомiй системi вiдлiку. Диференцiюючи обидвi частини рiвностi (93) за часом, мати-
мемо на увазi, що вектори i⃗, j⃗, k⃗ внаслiдок руху рухомої системи змiнюють свiй напрямок,
тобто є функцiями часу.

Таким чином, абсолютна похiдна вектора a⃗ за часом буде рiвна

da⃗

dt
=
dax
dt
i⃗+

day
dt
j⃗ +

daz
dt
k⃗ + ax

d⃗i

dt
+ ay

d⃗j

dt
+ az

dk⃗

dt
. (94)

Сума перших трьох доданкiв являє собою похiдну вектора a⃗ в рухомiй системi коорди-
нат. Справдi, якщо б ми поставили задачу вивчити змiну вектора a⃗ тiльки по вiдношенню
до рухомої системи координат, то ми враховували би при цьому лише змiну проекцiї ве-
ктора на осi цiєї системи координат. Рух же самої системи нас би не цiкавив.
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Назвемо суму перших трьох доданкiв в (94) вiдносною або локальною похiдною i по-
значимо її через d̆a⃗/dt, тобто

d̆a⃗

dt
=
dax
dt
i⃗+

day
dt
j⃗ +

daz
dt
k⃗. (95)

Рис. 30

Введемо нерухому систему коорди-
нат Ox1y1z1, рухому систему координат
Ax2y2z2, що перемiщується поступально
вiдносно осей Ox1y1z1 i пов’язану з тiлом
тiльки в однiй точцi – точцi A, i рухому си-
стему координат Axyz (див. рис. 30). Як
видно з рисунку, одиничнi вектори i⃗, j⃗, k⃗
здiйснюють обертальний рух навколо то-
чки A вiдносно системи Ax2y2z2, тобто змi-
нюються з часом подiбно до радiус-вектора
ρ⃗ точки M твердого тiла (який теж змiнює
напрямок i не змiнює модуль), коли ми роз-
глядали рух вiльного твердого тiла. Замi-
нюючи в формулi для похiдної цього векто-
ра

dρ⃗

dt
= ω⃗ × ρ⃗

вектор ρ⃗ на i⃗, j⃗, k⃗ почергово, отримаємо

d⃗i

dt
= ω⃗ × i⃗,

d⃗j

dt
= ω⃗ × j⃗,

dk⃗

dt
= ω⃗ × k⃗.

Тому сума останнiх трьох доданкiв в (94) може бути подана у виглядi

ax
d⃗i

dt
+ ay

d⃗j

dt
+ az

dk⃗

dt
= ax(ω⃗× i⃗)+ ay(ω⃗× j⃗)+ az(ω⃗× k⃗) = ω⃗× (ax⃗i+ ay j⃗+ azk⃗) = ω⃗× a⃗, (96)

де ω⃗ – кутова швидкiсть рухомої системи координат.
Отже, остаточно

da⃗

dt
=
d̆a⃗

dt
+ ω⃗ × a⃗. (97)

Таким чином, абсолютна похiдна вектора дорiвнює сумi його вiдносної похiдної i ве-
кторного добутку кутової швидкостi рухомої системи на цей вектор.

Дане твердження iнколи ще називають теоремою про абсолютну i локальну похiднi.

7.2 Теорема додавання швидкостей

Якщо радiус-вектор r⃗ = r⃗(t) визначає положення точки M вiдносно системи координат
Ox1y1z1, радiус-вектор r⃗A = r⃗A(t) визначає положення початку системи координат Axyz в
системi Ox1y1z1, а радiус-вектор ρ⃗ = ρ⃗(t) визначає положення точки M в системi вiдлiку
Axyz, то у вiдповiдностi з рис. 31 маємо

r⃗ = r⃗A + ρ⃗. (98)
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Рис. 31

Нехай координати точки в рухомiй си-
стемi координат будуть x, y i z; тодi

ρ⃗ = x⃗i+ yj⃗ + zk⃗,

де i⃗, j⃗, k⃗ – одиничнi вектори осей рухомої
системи координат.

За означенням абсолютна похiдна радiус-
вектора за часом буде абсолютною швидкi-
стю точки. Отже, диференцiюючи рiвнiсть
(98) за часом, знайдемо абсолютну швид-
кiсть точки

v⃗ =
dr⃗

dt
=
dr⃗A
dt

+
dρ⃗

dt
. (99)

Оскiльки вектор ρ⃗ визначений в рухо-
мiй системi координат, то для знаходження

його абсолютної похiдної скористаємось формулою (97):

dρ⃗

dt
=
d̆ρ⃗

dt
+ ω⃗e × ρ⃗, (100)

де ω⃗e – кутова швидкiсть рухомої системи координат, а

d̆ρ⃗

dt
= ẋ⃗i+ ẏj⃗ + żk⃗

є вiдносною похiдною ρ⃗ за часом. Згiдно означення це буде вiдносна швидкiсть точки,
тобто

v⃗r = ẋ⃗i+ ẏj⃗ + żk⃗. (101)

Пiдставляючи вирази (100) i (101) в (99), отримаємо

v⃗ = v⃗A + ω⃗e × ρ⃗+ v⃗r, (102)

де v⃗A = dr⃗A/dt – швидкiсть початку рухомої системи координат по вiдношенню до основ-
ної.

Для визначення переносної швидкостi точки закрiпимо її в рухомiй системi координат,
тобто покладемо в формулi (102) v⃗r = 0, тодi одержимо

v⃗e = v⃗A + ω⃗e × ρ⃗. (103)

Таким чином, маємо
v⃗ = v⃗e + v⃗r, (104)

тобто абсолютна швидкiсть точки при складному русi дорiвнює векторнiй сумi вiдносної
i переносної швидкостей. Дане твердження називають теоремою додавання швидкостей.
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7.3 Теорема додавання прискорень (теорема Корiолiса)

Для того, щоб знайти абсолютне прискорення точки, тобто її прискорення по вiдношенню
до основної системи координат, продиференцiюємо формулу (102) за часом:

w⃗ =
dv⃗

dt
=
dv⃗A
dt

+
dω⃗e

dt
× ρ⃗+ ω⃗e ×

dρ⃗

dt
+
dv⃗r
dt
. (105)

Абсолютну похiдну вектора вiдносної швидкостi v⃗r знайдемо за формулою (97):

dv⃗r
dt

=
d̆v⃗r
dt

+ ω⃗e × v⃗r. (106)

В цьому спiввiдношеннi d̆v⃗r/dt є вiдносна похiдна вектора v⃗r за часом i, отже, являє собою
вiдносне прискорення w⃗r, тобто прискорення точки вiдносно рухомої системи координат

w⃗r =
d̆v⃗r
dt

= ẍ⃗i+ ÿj⃗ + z̈k⃗. (107)

Використовуючи рiвностi (100), (101), (106) i (107), перетворимо формулу (105) до вигляду

w⃗ = w⃗A + ε⃗e × ρ⃗+ ω⃗e × [v⃗r + (ω⃗e × ρ⃗)] + w⃗r + ω⃗e × v⃗r =

= w⃗A + ε⃗e × ρ⃗+ ω⃗e × (ω⃗e × ρ⃗) + w⃗r + 2ω⃗e × v⃗r, (108)

де w⃗A = ˙⃗vA – прискорення початку рухомої системи координат, а ε⃗e = ˙⃗ωe – її кутове
прискорення.

Для того, щоб знайти переносне прискорення w⃗e (прискорення тiєї точки рухомої систе-
ми координат, з якою в даний момент спiвпадає рухома точка), закрiпимо точку в рухомiй
системi координат, тобто покладемо v⃗r = 0, w⃗r = 0.

В цьому випадку згiдно формули (108) матимемо

w⃗e = w⃗A + ε⃗e × ρ⃗+ ω⃗e × (ω⃗e × ρ⃗), (109)

тобто переносне прискорення являє собою прискорення точки вiльного твердого тiла, з
яким жорстко зв’язана рухома система координат. Таким чином, маємо

w⃗ = w⃗e + w⃗r + 2ω⃗e × v⃗r. (110)

Прискорення, яке визначається членом 2ω⃗e× v⃗r, називається додатковим, поворотним
або корiолiсовим прискоренням i позначається w⃗c, тобто

w⃗c = 2ω⃗e × v⃗r. (111)

Отже, маємо
w⃗ = w⃗e + w⃗r + w⃗c. (112)

Дана формула виражає змiст теореми Корiолiса: абсолютне прискорення точки дорiвнює
геометричнiй сумi переносного, вiдносного i корiолiсового прискорень.

При використаннi формули (112) слiд мати на увазi, що переносне прискорення потрi-
бно визначати за правилами прискорення точок твердого тiла. При знаходженнi вiдносно-
го прискорення рухому систему координат слiд вважати нерухомою.
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Рис. 32

Зупинiмося дещо детальнiше на корiолiсовому при-
скореннi w⃗c = 2ω⃗e × v⃗r. Модуль цього прискорення, оче-
видно, рiвний

wc = 2 |ω⃗e| |v⃗r| sin(ω⃗e, v⃗r). (113)

Напрямок корiолiсового прискорення визначається на-
прямком векторного добутку векторiв ω⃗e i v⃗r, тобто корi-
олiсове прискорення буде напрямлене перпендикулярно
площинi, що проходить через вектори ω⃗e i v⃗r, в той бiк,
звiдки найкоротший перехiд вiд ω⃗e до v⃗r видно як рух проти ходу годинникової стрiлки
(рис. 32). Якщо вектори ω⃗e i v⃗r не лежать в однiй площинi, зручно буває подумки пе-
ренести вектор ω⃗e паралельно самому собi в початок вектора швидкостi v⃗r i застосувати
вказане вище правило.

На основi формули (113) можна сказати, що корiолiсове прискорення рiвне нулю в
наступних випадках:

1) ω⃗e = 0, це буде при поступальному перемiщеннi рухомої системи координат;
2) кутова швидкiсть ω⃗e рухомої системи паралельна вiдноснiй швидкостi v⃗r;
3) в момент часу, коли вiдносна швидкiсть v⃗r точки дорiвнює нулю.
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