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1 Лекцiя 1(8). Основнi закони i поняття динамiки то-
чки. Двi основнi задачi динамiки. Способи iнтегрува-
ння найпростiших диференцiальних рiвнянь прямолi-
нiйного руху

1.1 Основнi закони i поняття динамiки точки

1.1.1 Предмет i задачi динамiки

Два попереднi роздiли курсу механiки – статика i кiнематика – по сутi, мало пов’яза-
нi мiж собою. Кожному з них вiдповiдає своє особливе коло понять, задач i методiв їх
розв’язання. У статицi розглядаються задачi про рiвновагу, а також задачi про еквiвален-
тнi перетворення систем сил; при таких перетвореннях навiть не ставиться питання про
те, який рух тiла викликають прикладенi сили. У кiнематицi вивчається рух «сам по собi»,
поза зв’язку з тими силами, пiд дiєю яких вiн вiдбувається.

Iзольований розгляд двох зазначених проблем викликається чисто методичними мiр-
куваннями побудови курсу механiки i, строго кажучи, не випливає iз сутi задач механiки.
Справа в тому, що мiж дiючими силами i рухом iснує глибокий внутрiшнiй зв’язок, який
вiдмiчається вже в самому означеннi поняття сили. Цей зв’язок береться до уваги в дина-
мiцi, предметом якої є вивчення руху з урахуванням дiючих сил.

Серед практичних задач механiки лише невелике число допускає чисто статичне або
чисто кiнематичне дослiдження: в бiльшостi випадкiв необхiдно повне, тобто динамiчне
вивчення тих чи iнших механiчних явищ. При цьому використовуються встановленi в
статицi способи приведення сил, а також розробленi в кiнематицi методи опису i вивчення
руху; тому статику i кiнематику можна розглядати як вступ до динамiки, хоча вони мають
i самостiйне значення.
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1.1.2 Iнерцiальнi системи вiдлiку. Основне рiвняння динамiки точки

В основi динамiки лежать закони, вперше в найбiльш повному i закiнченому виглядi сфор-
мульованi Iсааком Ньютоном в книзi «Математичнi начала натуральної фiлософiї» (1687
р.).

В якостi першого закону Ньютон прийняв принцип (закон) iнерцiї, вiдкритий Галiле-
єм, який можна сформулювати наступним чином: iзольована матерiальна точка знахо-
диться в станi спокою або рiвномiрного i прямолiнiйного руху.

Пiд iзольованою матерiальною точкою розумiється матерiальна точка, яка не взаємо-
дiє з iншими тiлами або коли сили, що дiють на точку, взаємно компенсуються.

Найважливiшою обставиною при вивченнi руху тiл вiдносно одне одного є вибiр систе-
ми вiдлiку, що в свою чергу пов’язано з прийнятим уявленням про простiр i час. Природно
поставити питання: по вiдношенню до якої ж системи вiдлiку справедливий принцип iнер-
цiї?

Ньютон, формулюючи закони динамiки, ввiв в розгляд модель простору i часу, яка
передбачає наявнiсть абсолютного нерухомого евклидового тривимiрного простору i аб-
солютного часу, тобто часу, який однаково протiкає для всiх спостерiгачiв, де б вони не
знаходилися i який би не був їх рух.

Виходячи з цього уявлення про простiр та час, Ньютон i припускав можливiсть iсну-
вання абсолютної, нерухомої системи вiдлiку (системи координат), не пов’язаної з матерi-
альними тiлами; для такої системи вiдлiку вiн i вважав справедливим принцип iнерцiї.

Подальший розвиток уявлень про простiр призвiв до повного заперечення поняття
абсолютного простору. Тому поняття «спокiй», «стала швидкiсть» тощо позбавленi об’-
єктивного сенсу: користуючись цим термiном, необхiдно вказати в якiй системi вiдлiку
розглядається рух. Але рух, що вiдбувається зi сталою швидкiстю в однiй системi вiдлi-
ку, може виявитися прискореним в iншiй системi вiдлiку; тому принцип iнерцiї не володiє
унiверсальнiстю, хоча, як показують спостереження, в деяких системах вiдлiку принцип
iнерцiї виявляється справедливим.

Введемо означення: системи вiдлiку, в яких справедливий принцип iнерцiї, називаються
iнерцiальними системами вiдлiку (iнерцiальними системами координат). Пiдкреслимо,
що про iнерцiальнiсть або неiнерцiальнiсть тiєї чи iншої системи вiдлiку можна судити
тiльки на основi дослiду. Зокрема, встановлено, що гелiоцентрична система координат
(тобто система координат з початком в центрi Сонця i осями, направленими на «нерухомi»
зiрки) дуже близька до iнерцiальної системи.

Легко бачити, що система вiдлiку A1, яка рухається вiдносно системи вiдлiку A0 посту-
пально i початок якої має сталу за модулем i напрямком швидкiсть, також є iнерцiальною.
Це випливає з того, що прискорення точки в системi A1 не вiдрiзняється вiд прискорення
точки в системi A0. У цьому твердженнi полягає принцип вiдносностi Галiлея.

Навпаки, в системах вiдлiку, що рухаються вiдносно iнерцiальної системи вiдлiку не
поступально або не рiвномiрно, принцип iнерцiї не має мiсця; такi системи називаються
неiнерцiальними. Якщо рух деякої системи вiдлiку вiдбувається з вiдносно малими при-
скореннями вiдносно iнерцiальної системи вiдлiку, то при розв’язаннi практичних задач
iнодi можна знехтувати малою неiнерцiальнiстю (наприклад, неiнерцiальнiстю геоцентри-
чної системи, пов’язаної з Землею); при цьому наближено приймають, що принцип iнерцiї
виконується i в такiй системi вiдлiку.
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Розвиток фiзики призвiв до кiнця XIX i початку XX столiття до необхiдностi створе-
ння iнших моделей простору i часу. Так, наприклад, в спецiальнiй теорiї вiдносностi, в
якiй розглядаються тiльки iнерцiальнi системи вiдлiку, моделлю простору i часу є чоти-
ривимiрний простiр-час, тобто простiр i час вже не вважаються незалежними один вiд
одного.

Ще складнiша модель простору i часу використовується в загальнiй теорiї вiдносно-
стi (теорiї тяжiння), в якiй розглядаються неiнерцiйнi системи вiдлiку. Ця модель вже
передбачає залежнiсть простору i часу вiд взаємодiючих мас i полiв.

Висновки як спецiальної, так i загальної теорiї вiдносностi при швидкостях тiл, значно
менших швидкостi свiтла, збiгаються з висновками класичної механiки, а це значить, що
класична механiка (механiка Ньютона) є граничним випадком механiки, заснованої на
принципах теорiї вiдносностi.

Слiд вiдмiтити, що всi закони Ньютона справедливi тiльки в iнерцiальних системах
вiдлiку. Однак, звiдси зовсiм не випливає, що в динамiцi вивчаються рухи, що вiдбуваю-
ться тiльки в iнерцiальних системах. Пiзнiше ми будемо розглядати рух в неiнерцiальних
системах, проте таких, рух яких вiдносно iнерцiальної системи задано (вiдносний рух); на
мовi кiнематики задання зведеться до вираження вiдносних прискорень через абсолютнi
прискорення.

Iз закону iнерцiї випливає, що спонтанна змiна руху матерiальної точки неможлива.
Рух точки може змiнитися лише внаслiдок її взаємодiї з iншими тiлами, причому мiрою
цiєї взаємодiї, як вже вiдмiчалося, є сила. Зв’язок мiж змiною руху i силою дає насту-
пний закон, який називається основний закон динамiки (другий закон Ньютона) i має
фундаментальне значення для всiєї динамiки: в iнерцiальних системах вiдлiку похiдна
кiлькостi руху матерiальної точки дорiвнює силi, що дiє на цю точку::

dL⃗

dt
= F⃗ , (1)

де L⃗ = mv⃗ – кiлькiсть руху матерiальної точки, m – маса матерiальної точки, v⃗ – її
швидкiсть, F⃗ – сила, що дiє на точку.

Якщо вважати масу точки сталою, можна подати рiвняння (1) у виглядi основного
рiвняння динамiки точки

m
dv⃗

dt
= F⃗ або mw⃗ = F⃗ , (2)

де w⃗ – прискорення точки. Звiдси друге формулювання: сила, що дiє на матерiальну
точку, надає їй прискорення, яке в iнерцiальнiй системi вiдлiку пропорцiйне величинi
сили i має напрямок сили.

Вiдмiтимо, що рiвнiсть дiї i протидiї двох матерiальних точок (третiй закон Ньюто-
на), про який вже говорилося на початку курсу, є загальним законом механiки.

Наведемо ще одне фундаментальне положення механiки - закон незалежностi дiї сил
(або принцип суперпозицiї): якщо на матерiальну точку дiє кiлька сил, то прискорення
точки є сумою прискорень, якi мала б точка пiд дiєю кожної з цих сил окремо. Це озна-
чає, що при дiї на матерiальну точку маси m сил F⃗1, F⃗2, ..., F⃗n, кожна з яких надає точцi
вiдповiдно прискорення w⃗1 = F⃗1/m, w⃗2 = F⃗2/m, ..., w⃗n = F⃗n/m, прискорення матерiальної
точки буде

w⃗ = w⃗1 + w⃗2 + . . .+ w⃗n =
F⃗1 + F⃗2 + . . .+ F⃗n

m
=
F⃗

m
,
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де F⃗ = F⃗1 + F⃗2 + . . .+ F⃗n – рiвнодiйна всiх сил, прикладених до точки.
Ще один важливий закон, який сформулював Ньютон у своєму знаменитому трактатi

«Математичнi начала натуральної фiлософiї», це закон всесвiтнього тяжiння: два тiла
притягуються iз силою, що прямо пропорцiйна добутку їх мас i обернено пропорцiйна
квадрату вiдстанi мiж ними:

F⃗ = −Gm1m2

r2
r⃗

r
,

де G ≈ 6, 671̇0−11 Н·м2/кг2 – гравiтацiйна стала, m1,2 – маси тiл, r – вiдстань мiж тiлами.

1.2 Диференцiальнi рiвняння руху матерiальної точки

Положення матерiальної точки M в iнерцiальнiй системi вiдлiку будемо визначати її
радiусом-вектором r⃗. Сила F⃗ , що дiє на точку, може залежати вiд положення точки, тобто
вiд радiуса-вектора r⃗ (наприклад, сила тяжiння), швидкостi v⃗ = dr⃗

dt
точки (наприклад, си-

ла опору) i часу t. Отже, в загальному випадку F⃗ = F⃗ (r⃗, dr⃗
dt
, t) i основне рiвняння динамiки

точки (2) можна записати в такiй формi:

m
d2r⃗

dt2
= F⃗

(
r⃗,
dr⃗

dt
, t

)
, (3)

Цю рiвнiсть, що виражає собою фiзичний закон, який встановлює зв’язок мiж масою
точки, її прискоренням i дiючою на точку силою, можна розглядати одночасно як ди-
ференцiальне рiвняння, в якому радiус-вектор r⃗ є функцiєю, а час t – аргументом. Це
рiвняння називається диференцiальним рiвнянням руху матерiальної точки у векторнiй
формi.

Диференцiальне рiвняння у векторнiй формi, як зазвичай, еквiвалентно трьом скаляр-
ним рiвнянням. Залежно вiд вибору осей координат, на якi проектується основне рiвняння
динамiки (2), можна отримати рiзнi форми скалярних диференцiальних рiвнянь руху ма-
терiальної точки.

Так, наприклад, якщо спроектувати обидвi частини рiвняння (2) на нерухомi осi де-
картових координат, то матимемо

mẍ = Fx(t, x, y, z, ẋ, ẏ, ż), mÿ = Fy(t, x, y, z, ẋ, ẏ, ż), mz̈ = Fz(t, x, y, z, ẋ, ẏ, ż), (4)

де ẍ, ÿ, z̈ – проекцiї прискорення точки на координатнi осi, Fx, Fy, Fz – проекцiї сили,
прикладеної до точки, на тi ж осi.

Якщо користуватися описом руху в натуральнiй формi, то потрiбно спроектувати
основне рiвняння динамiки (2) на осi натурального тригранника; в результатi отримає-
мо спiввiдношення

mwτ = Fτ (t, σ, σ̇), mwn = Fn(t, σ, σ̇), 0 = Fb, (5)

де Fτ , Fn i Fb – проекцiї сили на дотичну, головну нормаль i бiнормаль. Згадуючи вiдомi
з кiнематики вирази для проекцiй прискорення wτ , wn i wb на тi ж напрямки, отримаємо

m
d2σ

dt2
= Fτ (t, σ, σ̇),

m

ρ

(
dσ

dt

)2

= Fn(t, σ, σ̇), 0 = Fb, (6)
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де ρ – радiус кривизни в данiй точцi траєкторiї. З останнього рiвняння випливає, що
сила F⃗ , пiд дiєю якої рухається матерiальна точка, лежить у стичнiй до траєкторiї точки
площинi.

У випадку плоского руху точки, розглядуваного в полярних координатах r, φ, маємо

m(r̈ − rφ̇2) = Fr(t, φ, ṙ, φ̇),
m

r

d

dt

(
r2φ̇

)
= Fφ(t, φ, ṙ, φ̇),

де Fr i Fφ – проекцiї сили на напрямок радiуса-вектора й перпендикулярний до нього
трансверсальний напрямок (у бiк збiльшення полярного кута φ).

Ми обмежилися найбiльш уживаними випадками; аналогiчно можна одержати дифе-
ренцiальнi рiвняння руху матерiальної точки в iнших системах криволiнiйних координат
(цилiндричнiй, сферичнiй тощо).

1.3 Основнi задачi динамiки точки

При дослiдженнi руху матерiальної точки зустрiчаються двi основнi задачi динамiки (пря-
ма i обернена).

Перша (пряма) основна задача динамiки: визначити рiвнодiйну F⃗ сил, що дiють
на матерiальну точку, якщо задано її масу i кiнематичнi рiвняння руху.

Ця задача розв’язується наступним чином.
1. Якщо рух матерiальної точки масою m задано координатним способом

x = x(t), y = y(t), z = z(t)

то, двiчi диференцiюючи цi спiввiдношення за часом i пiдставляючи їх в рiвностi (4),
визначимо проекцiї сили

Fx = m
d2x

dt2
, Fy = m

d2y

dt2
, Fz = m

d2z

dt2
.

Отже, модуль рiвнодiйної сили

F =
√
F 2
x + F 2

y + F 2
z .

Напрям сили визначається напрямними косинусами

cos
(
F⃗ , Ox

)
=
Fx

F
, cos

(
F⃗ , Oy

)
=
Fy

F
, cos

(
F⃗ , Oz

)
=
Fz

F
.

2. Якщо рух матерiальної точки масоюm задано в натуральнiй формi, то за рiвняннями
(6) знайдемо проекцiї рiвнодiйної сил, що дiють на матерiальну точку, на натуральнi осi.
Модуль сили i напрям визначимо за формулами

F =
√
F 2
τ + F 2

n , tgα =
Fτ

Fn

=
wτ

wn

,

де α – кут мiж силою F⃗ i нормальною складовою сили F⃗n.
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Друга (обернена) основна задача динамiки: визначити кiнематичнi рiвняння
руху вiльної матерiальної точки, якщо задано її масу m, прикладену до неї силу i по-
чатковi умови руху. Розв’язання цiєї задачi зводиться до iнтегрування диференцiальних
рiвнянь руху матерiальної точки. Знайдемо проекцiї сили на осi координат, тобто Fx, Fy,
Fz, потiм зiнтегруємо систему диференцiальних рiвнянь (4). Розв’язком цiєї системи бу-
дуть три функцiї:

x = x(t, C1, C2, C3, C4, C5, C6),
y = y(t, C1, C2, C3, C4, C5, C6),
z = z(t, C1, C2, C3, C4, C5, C6).

(7)

Щоб розв’язати конкретну динамiчну задачу, потрiбно задати початковi умови руху
матерiальної точки для визначення сталих iнтегрування C1, C2, C3, C4, C5, C6. Пiд по-
чатковими умовами слiд розумiти значення координат точки i проекцiї її швидкостi в
початковий момент часу t = t0, тобто

x(t0) = x0, y(t0) = y0, z(t0) = z0,
ẋ(t0) = ẋ0, ẏ(t0) = ẏ0, ż(t0) = ż0.

(8)

Аналогiчно початковi умови руху точки можна задати у векторнiй r⃗(t0) = r⃗0, ˙⃗r(t0) = ˙⃗r0 i
в натуральнiй σ(t0) = σ0, σ̇(t0) = σ̇0 формах. Диференцiюючи (7) за часом, знайдемо ще
три спiввiдношення

ẋ = ẋ(t, C1, C2, C3, C4, C5, C6),
ẏ = ẏ(t, C1, C2, C3, C4, C5, C6),
ẋ = ẋ(t, C1, C2, C3, C4, C5, C6),

(9)

що мають сталi iнтегрування. Якщо в (7) i в (9) пiдставити початковi умови руху то-
чки (8), то одержимо систему шести алгебраїчних рiвнянь з шiстьма невiдомими сталими
iнтегрування, розв’язуючи яку, знайдемо

Ci = Ci(t0, x0, y0, z0, ẋ0, ẏ0, ż0), i = 1, 6. (10)

Нарештi, пiдставивши знайденi значення сталих iнтегрування у спiввiдношення (7), одер-
жимо закон руху точки

x = x(t), y = y(t), z = z(t). (11)

Розглядаючи рух у натуральнiй формi для розв’язання оберненої задачi динамiки застосо-
вують рiвняння (6). Початковими умовами в цьому випадку є значення дугової координати
при t = t0 σ(t0) = σ0 i початкової швидкостi σ̇(t0) = σ̇0.

Загальний розв’язок першого з рiвнянь (6) має вигляд σ = σ(t, C1, C2). На основi по-
чаткових умов руху знаходимо сталi iнтегрування Ci = Ci(t0, σ0, σ̇0), i = 1, 2.

Обчислену таким чином дугову координату σ = σ(t) пiдставимо в друге рiвняння (6))
i одержимо значення радiуса кривизни ρ траєкторiї рухомої точки.

1.4 Способи iнтегрування найпростiших диференцiальних рiвнянь
прямолiнiйного руху

Нижче розглядаються деякi задачi про прямолiнiйний рух матерiальної точки, причому у
всiх випадках координатну вiсь x ми будемо сумiщати з прямою, вздовж якої вiдбувається
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рух. У таких завданнях вектор дiючої на точку сили повнiстю визначається його єдиною
проекцiєю Fx.

Розглянемо кiлька випадкiв прямолiнiйного руху матерiальної точки, в яких можна
заздалегiдь вказати методи iнтегрування диференцiальних рiвнянь руху, кожен з випадкiв
вiдноситься до певного характеру дiючої сили.

1. Прямолiнiйний рух матерiальної точки пiд дiєю сили, яка залежить тiльки
вiд часу. Диференцiальне рiвняння руху в цьому випадку має вигляд

mẍ = Fx(t), (12)

звiдки
dẋ

dt
=

1

m
Fx(t).

Iнтегруючи, отримаємо

ẋ =
1

m

∫
Fx(t)dt+ C1,

де пiд
∫
Fx(t)dt розумiється первiсна функцiя. Iнтегруючи далi, будемо мати

x =
1

m

∫ [∫
Fx(t)dt

]
dt+ C1t+ C2.

2. Прямолiнiйний рух матерiальної точки пiд дiєю сили, яка залежить тiльки
вiд положення точки. В цьому випадку диференцiальне рiвняння руху буде

mẍ = Fx(x). (13)

Вводячи vx = ẋ, отримаємо

ẍ =
dvx
dt

=
dvx
dx

dx

dt
= vx

dvx
dx

i, отже, диференцiальне рiвняння набуде вигляду

vxdvx =
1

m
Fx(x)dx.

Пiсля iнтегрування знайдемо

v2x =
2

m

∫
Fx(x)dx+ C1,

звiдки

vx = ±

√
2

m

∫
Fx(x)dx+ C1

або, переходячи до проекцiї швидкостi,

dx

dt
= ±

√
2

m

∫
Fx(x)dx+ C1 =⇒ dt = ± dx√

2
m

∫
Fx(x)dx+ C1

.
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Iнтегруючи це рiвняння, матимемо

t = ±
∫

dx√
2
m

∫
Fx(x)dx+ C1

+ C2 = Φ(x,C1, C2).

Якщо вдається розв’язати це рiвняння вiдносно x, то знайдемо залежнiсть x вiд часу
i сталих iнтегрування:

x = x(t, C1, C2). (14)

Таким чином, задача розв’язується за допомогою двох квадратур.
3. Прямолiнiйний рух точки пiд дiєю сили, залежної тiльки вiд швидкостi

точки. Тут iснує 2 способи iнтегрування диференцiального рiвняння руху.
1 спосiб. Диференцiальне рiвняння руху

mẍ = Fx(ẋ) (15)

за допомогою замiни vx = ẋ перетворюється до вигляду

m
dvx

Fx(vx)
= dt.

Iнтегруючи це рiвняння, отримаємо

t = m

∫
dvx

Fx(vx)
+ C1 = Φ(vx, C1).

Якщо вдається розв’язати це рiвняння вiдносно vx, то знайдемо залежнiсть vx вiд часу i
сталої iнтегрування:

vx =
dx

dt
= f(t, C1),

звiдки

x =

∫
f(t, C1)dt+ C2.

2 спосiб. Ввiвши перетворення

ẍ =
dvx
dt

=
dvx
dx

dx

dt
= vx

dvx
dx

перепишемо диференцiальне рiвняння (15) у виглядi

m
vxdvx
Fx(vx)

= dx,

звiдки

x = m

∫
vxdvx
Fx(vx)

+ C ′
1.

Якщо вдається розв’язати це рiвняння вiдносно vx, то знайдемо залежнiсть vx вiд коор-
динати x i сталої iнтегрування:

vx =
dx

dt
= φ(x,C ′

1)
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i пiсля iнтегрування матимемо

t =

∫
dx

φ(x,C ′
1)

+ C ′
2.

Якщо вдається розв’язати це рiвняння вiдносно x, то знайдемо залежнiсть x вiд часу t i
сталих iнтегрування:

x = x(t, C ′
1, C

′
2).
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2 Лекцiя 2(9). Коливальний рух матерiальної точки
Серед рiзноманiтних сил, якi можуть дiяти на матерiальну точку, особливе мiсце займа-
ють вiдновлювальнi сили, тобто сили, якi намагаються повернути точку в положення
рiвноваги. Такi сили залежать вiд вiдхилення точки вiд положення рiвноваги i напрямленi
до нього.

Як ми побачимо нижче, вiдновлювальнi сили часто надають руху матерiальної точки
коливальний характер.

Однак, крiм вiдновлювальних сил одночасно дiють, як правило, залежнi вiд швидкостi
руху сили опору Rx(ẋ) (наприклад, сила тертя ковзання чи кочення, опiр повiтря, рiдини
тощо), а також збурювальнi сили Qx(t), якi залежать вiд часу.

Даний роздiл присвячено вивченню всiх варiантiв поєднання вказаних типiв сил у ви-
падку прямолiнiйного руху матерiальної точки. Хоча ця задача представляє iнтерес i сама
по собi, але ще бiльш важливо, що її розв’язок можна майже без змiн використовувати
для багатьох випадкiв коливань (коливання вантажу на пружинi, малi коливання мате-
матичного i фiзичного маятника, електромагнiтнi коливання тощо).

Рiч у тiм, що рiзнi за своїм фiзичним змiстом коливальнi явища описуються однакови-
ми диференцiальними рiвняннями, тому висновки, отриманi при вивченнi коливального
руху в якiйсь однiй областi, можуть бути використанi i в iнших областях.

Найбiльш простими для вивчення є тi випадки коливальних рухiв, коли вiдновлюваль-
на сила пропорцiйна вiдхиленню точки вiд положення рiвноваги, а сила опору пропорцiйна
швидкостi точки. Вiдповiдно проекцiї вiдновлювальної сили i сили опору на вiсь x мають
вигляд

Fx = −cx, Rx = −bẋ. (16)

В цих випадках диференцiальнi рiвняння руху лiнiйнi; вiдповiдно такi коливання також
називаються лiнiйними.

В залежностi вiд того, яка комбiнацiя сил Fx(x), Rx(ẋ) i Qx(t) дiє на матерiальну точку,
коливальний рух набуває тих чи iнших типових особливостей.

Можливi i бiльш складнi випадки, коли сила, що дiє на точку, залежить одночасно вiд
координати x i часу t та не може бути зображена у виглядi суми Fx(x) i Qx(t), а також
коли сила залежить вiд координати x i швидкостi ẋ, причому силу не можна подати як
суму Fx(x) i Rx(ẋ). Цi випадки тут не розглядаються.

2.1 Вiльнi коливання

Нехай на матерiальну точку дiє тiльки вiдновлювальна сила, модуль якої пропорцiйний
вiдхиленню вiд положення рiвноваги:

Fx = −cx, (17)

де c – коефiцiєнт пропорцiйностi, а диференцiальне рiвняння руху точки має вигляд

mẍ = −cx.

Поклавши c/m = ω2, отримаємо
ẍ+ ω2x = 0. (18)
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Таким чином, рух матерiальної точки пiд дiєю вiдновлювальної сили описується лiнiйним
однорiдним диференцiальним рiвнянням другого порядку зi сталими коефiцiєнтами.

Характеристичне рiвняння цього диференцiального рiвняння має вигляд

λ2 + ω2 = 0.

Оскiльки його коренi – чисто уявнi числа: λ1,2 = ±iω, то загальним розв’язком диферен-
цiального рiвняння (18) буде

x = C1 cosωt+ C2 sinωt, (19)

де C1 i C2 – сталi iнтегрування.
Для зручностi аналiзу цього рiвняння введемо новi сталi iнтегрування a i ε, поклавши

C1 = a sin ε, C2 = a cos ε. (20)

Тодi сталi a i ε визначаються через C1 i C2 за допомогою формул

a =
√
C2

1 + C2
2 , tg ε = C1/C2,

а розв’язок має вигляд
x = a cos ε sinωt+ a sin ε cosωt

або
x = a sin(ωt+ ε). (21)

Сталi a i ε (або C1 i C2) визначаються заданими початковими умовами – початковим
положенням i початковою швидкiстю рухомої точки.

Таким чином, пiд дiєю вiдновлювальної сили матерiальна точка здiйснює рух за си-
нусоїдальним законом, тобто гармонiчний коливальний рух. Такi коливання називаються
вiльними коливаннями.

З рiвняння (21) видно, що найбiльше вiдхилення матерiальної точки вiд положення
рiвноваги (амплiтуда коливань) дорiвнює a.

Аргумент (ωt+ ε) називається фазою коливань, а величина ε – початковою фазою.
Величина ω називається коловою (кутовою) частотою коливань i визначає число ко-

ливань, якi здiйснює точка за 2π секунд. Надалi величину ω для спрощення будемо нази-
вати просто частотою. Частота коливань ω не залежить вiд початкових умов i визнача-
ється тiльки параметрами системи (величинами c i m). За цiєю ознакою частоту вiльних
коливань називають також власною частотою.

Для визначення амплiтуди й початкової фази коливань скористаємося початковими
умовами, якi повиннi бути заданi (у протилежному випадку коливальний процес не пов-
нiстю визначений). Нехай у початковий момент t = 0 вiдомi початкове положення мате-
рiальної точки x = x0 i початкова швидкiсть ẋ = ẋ0. Тодi, пiдставивши в рiвняння руху
(21) i у вираз для швидкостi

ẋ = aω cos(ωt+ ε) (22)

t = 0, x = x0 i ẋ = ẋ0, одержимо для визначення a i ε два рiвняння:

x0 = a sin ε, ẋ0 = aω cos ε.
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Звiдси знаходимо1

a =

√
x20 +

ẋ20
ω2
, tg ε =

ωx0
ẋ0

,

i закон руху точки визначається наступним рiвнянням:

x =

√
x20 +

ẋ20
ω2

sin

(
ωt+ arctg

ωx0
ẋ0

)
. (23)

Рис. 1

Графiк вiльних коливань матерiальної точки для
випадку x0 > 0, ẋ0 > 0 зображено на рис. 1; тут вка-
зано початкове вiдхилення x0, амплiтуда коливань
a, а також промiжок часу T протягом якого вiдбу-
вається одне повне коливання. Цей найменший про-
мiжок часу, пiсля закiнчення якого рух точки повнi-
стю повторюється, називається перiодом коливань.
Залежнiсть мiж перiодом коливань i частотою ви-
значається з умови перiодичностi руху

ω(t+ T ) + ε = ωt+ ε+ 2π,

звiдки T = 2π/ω, або

T = 2π

√
m

c
. (24)

Таким чином, перiод коливань, так само як i частота, не залежить вiд початкових умов.
Ця властивiсть коливань називається iзохроннiстю. Як видно з (24), перiод i частота коли-
вань визначаються величиною масиm матерiальної точки i коефiцiєнтом пропорцiйностi c,
причому зi збiльшенням маси й зменшенням коефiцiєнта c перiод коливань збiльшується.

2.2 Рух точки пiд дiєю в’язкого опору

Розглянемо прямолiнiйний рух матерiальної точки пiд дiєю лiнiйної вiдновлювальної сили
i лiнiйної сили опору. Виберемо за початок координат положення рiвноваги точки. Про-
екцiя вiдновлювальної сили F⃗ на вiсь x дорiвнює −cx. Оскiльки сила опору R⃗ завжди
напрямлена у бiк, протилежний напрямку швидкостi точки, то проекцiя сили опору на
вiсь x дорiвнює −bẋ, де b – коефiцiєнт пропорцiйностi, що характеризує опiр середовища.

Отже, диференцiальне рiвняння руху точки запишеться наступним чином:

mẍ = −cx− bẋ. (25)

Увiвши позначення c/m = ω2, b/m = 2h, одержимо

ẍ+ 2hẋ+ ω2x = 0. (26)
1Якщо x0 > 0, то при ẋ0 > 0 0 6 ε 6 π/2, а при ẋ0 < 0 π/2 6 ε 6 π. Якщо x0 < 0, то при ẋ0 > 0

3π/2 6 ε 6 2π, а при ẋ0 < 0 π 6 ε 6 3π/2.
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Це – лiнiйне однорiдне диференцiальне рiвняння другого порядку зi сталими коефiцiєнта-
ми. Характеристичне рiвняння має вигляд λ2 + 2hλ+ ω2 = 0, i його коренi рiвнi

λ1 = −h+
√
h2 − ω2, λ2 = −h−

√
h2 − ω2.

Характер руху точки iстотно залежить вiд спiввiдношення величин h i ω. Розглянемо рiзнi
випадки.

2.2.1 Випадок малого опору (h < ω)

Коренi характеристичного рiвняння будуть комплексно спряженi

λ1 = −h+ i
√
ω2 − h2, λ2 = −h− i

√
ω2 − h2.

Загальний розв’язок диференцiального рiвняння (26) має вигляд

x(t) = e−ht (C1 cosω
∗t+ C2 sinω

∗t) , (27)

де ω∗ =
√
ω2 − h2, C1 i C2 – сталi iнтегрування.

Для бiльшої наочностi введемо новi сталi A i ε за допомогою формул (20). Тодi одер-
жимо

x(t) = ae−ht sin(ω∗t+ ε). (28)

Iз цього рiвняння видно, що x→ 0 при t→ ∞ (тому що e−ht → 0), тобто рух є згасаючим.
Цей згасаючий рух носить коливальний характер, тому що, наближаючись (при t→ ∞) до
стану рiвноваги, система буде проходити через цей стан нескiнченне число раз у моменти
часу, рiвнi

tn =
πn− ε

ω∗ ,

де n = 1, 2, 3, ... (рис. 2).

Рис. 2

Рух, описуваний формулою (28), не є перi-
одичним, тому що iз часом послiдовнi макси-
мальнi вiдхилення точки вiд положення рiв-
новаги зменшуються. Однак, промiжок часу
мiж двома будь-якими наступними вiдхилення-
ми (наприклад, у бiк додатного напрямку осi x)
є сталою величиною, рiвною

T ∗ = 2π/ω∗ = 2π/
√
ω2 − h2. (29)

Цю величину умовно називають перiодом згаса-
ючих коливань.

Розглянемо докладнiше графiк руху (див.
рис. 2). На цьому рисунку кривi x = ae−ht i
x = −ae−ht є межами областi, усерединi якої
розташовується графiк руху.

Обчислимо моменти часу, що вiдповiдають максимальним вiдхиленням точки вiд по-
ложення рiвноваги. Iз цiєю метою знайдемо швидкiсть точки

ẋ(t) = −hae−ht sin(ω∗t+ ε) + aω∗e−ht cos(ω∗t+ ε) (30)
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i прирiвняємо її до нуля. Матимемо

tg(ω∗t+ ε) = ω∗/h.

Звiдси випливає, що якщо t′ (найменший корiнь отриманого рiвняння) вiдповiдає пер-
шому максимальному вiдхиленню в додатному напрямку осi x, то наступнi максимальнi
вiдхилення в додатному напрямку осi x будуть досягатися в моменти часу t′n = t′+(n−1)T ∗,
де n = 1, 2, ....

Iз формули (29) видно, що при в’язкому тертi перiод згасаючих коливань T ∗ бiльший
за перiод незатухаючих коливань T = 2π/ω. Максимальнi вiдхилення a0, a1,..., an,..., що
вiдповiдають моментам часу t′, t′ + T ∗, t′ + 2T ∗, ..., t′ + nT ∗, ..., рiвнi

a0 = ae−ht′ sin(ω∗t′ + ε), a1 = ae−h(t′+T ∗) sin(ω∗t′ + ε), ...,
an = ae−h(t′+nT ∗) sin(ω∗t′ + ε), ...

i утворюють спадну геометричну прогресiю. Її знаменник

η =
am
am−1

= e−hT ∗

називається декрементом коливань (або фактором згасань), а модуль натурального ло-
гарифма величини η

Λ = hT ∗

– логарифмiчним декрементом коливань.
Вiдмiтимо, що якщо t = t′′ є додатним коренем рiвняння sin(ω∗t + ε) = 1, то моменти

часу, в якi графiк дотикається кривої x = ae−ht, будуть: t′′, t′′ + T ∗, t′′ + 2T ∗, ...
Декремент коливань можна визначити як вiдношення вiдхилення при t = t′′ + nT ∗ до

вiдхилення при t = t′′ + (n− 1)T ∗.
Для визначення сталих iнтегрування використаємо початковi умови: x = x0, ẋ = ẋ0

при t = 0.
Пiдставляючи цi умови в рiвняння (28) i (30), одержимо рiвняння для визначення

сталих a i ε:
x0 = a sin ε, ẋ0 = −ha sin ε+ aω∗ cos ε,

звiдки

a =

√
x20 +

(ẋ0 + hx0)2

ω∗2 , tg ε =
ω∗x0

ẋ0 + hx0
.

2.2.2 Граничний випадок (h = ω)

Коренi характеристичного рiвняння в цьому випадку будуть дiйсними й кратними: λ1 =
λ2 = −h i, отже, загальний розв’язок рiвняння руху (26) має вигляд

x = e−ht(C1 + C2t), (31)

де C1 i C2 – сталi iнтегрування. Беручи до уваги, що ẋ = −he−ht(C1 +C2t) +C2e
−ht, одер-

жимо при початкових умовах x = x0, ẋ = ẋ0 при t = 0 наступнi рiвняння для визначення
сталих iнтегрування C1 i C2: x0 = C1, ẋ0 = −hC1 + C2. Звiдси C1 = x0, C2 = ẋ0 + hx0.
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Рис. 3

Таким чином, для заданих початкових умов рiвняння ру-
ху точки запишеться у виглядi

x = e−ht[x0 + (ẋ0 + hx0)t]. (32)

Iз цiєї залежностi випливає, що в розглянутому випадку
рух точки вже не носить коливальний характер, але залиша-
ється згасаючим рухом, тому що x→ 0 при t→ ∞.

Такий рух називається аперiодичним (див. рис. 3).

2.2.3 Випадок великого опору (h > ω)

У цьому випадку коренi характеристичного рiвняння

λ1 = −h+
√
h2 − ω2, λ2 = −h−

√
h2 − ω2

є дiйсними i вiд’ємними. Загальний розв’язок рiвняння руху
(26) має вигляд

x = C1e
λ1t + C2e

λ2t. (33)

Оскiльки ẋ = λ1C1e
λ1t + λ2C2e

λ2t, то при початкових умовах: x = x0, ẋ = ẋ0, при t = 0
рiвняння для визначення сталих iнтегрування будуть x0 = C1 + C2, ẋ0 = λ1C1 + λ2C2.
Знайшовши звiдси

C1 =
λ2x0 − ẋ0
λ2 − λ1

, C2 =
ẋ0 − λ1x0
λ2 − λ1

та пiдставивши цi C1 i C2 у вираз (33), одержимо

x =
λ2x0 − ẋ0
λ2 − λ1

eλ1t +
ẋ0 − λ1x0
λ2 − λ1

eλ2t. (34)

Це рiвняння теж описує аперiодичний згасаючий рух (x→ 0 при t→ ∞, оскiльки λ1 i
λ2 вiд’ємнi). Графiки такого руху будуть подiбнi до тих, що зображенi на рис. 3.

2.3 Змушенi коливання

Розглянемо прямолiнiйний рух матерiальної точки пiд дiєю вiдновлювальної сили i зовнi-
шньої збурювальної сили. Збурювальна сила може бути довiльною функцiєю часу, однак
ми обмежимося найпростiшим, але вельми важливим з практичної точки зору випадком,
коли сила змiнюється за гармонiчним законом. Нехай проекцiя збурювальної сили на вiсь
х дорiвнює Qx(t) = H0 sin(pt+ δ), де H0 – амплiтуда i p – частота збурювальної сили, δ –
початкова фаза. Тодi диференцiальне рiвняння руху матерiальної точки уздовж осi x має
вигляд

mẍ = −cx+H0 sin(pt+ δ),

або
ẍ+ ω2x = H sin(pt+ δ), (35)

де
ω2 = c/m, H = H0/m.
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Розв’язавши диференцiальне рiвняння (35), ми визначимо закон руху матерiальної то-
чки. Загальний розв’язок неоднорiдного лiнiйного диференцiального рiвняння (35) дорiв-
нює сумi частинного розв’язку рiвняння (35) i загального розв’язку однорiдного рiвняння

ẍ+ ω2x = 0.

Загальний розв’язок останнього рiвняння ми вже знаємо:

xз.о. = a sin(ωt+ ε),

де a i ε – сталi iнтегрування. Якщо p ̸= ω, то частинний розв’язок рiвняння (35) будемо
шукати у виглядi

xч.н. = A sin(pt+ δ),

де A – невiдома стала. Для її визначення пiдставимо вираз для xч.н. в рiвняння (35):

−Ap2 sin(pt+ δ) + Aω2 sin(pt+ δ) = H sin(pt+ δ).

Для тотожного виконання цiєї рiвностi повинно бути, щоб

A =
H

ω2 − p2
.

Частинний розв’язок має вигляд

xч.н. =
H

ω2 − p2
sin(pt+ δ). (36)

Отже, загальний розв’язок рiвняння (35) запишеться у формi

x = a sin(ωt+ ε) +
H

ω2 − p2
sin(pt+ δ). (37)

Сталi a i ε залежать вiд початкових умов. Таким чином, шуканий рух матерiальної
точки є сумою гармонiчних коливань, що вiдбуваються iз власною частотою ω, i гармо-
нiчних коливань, що вiдбуваються iз частотою збурювальної сили p. Докладно вивчимо
другий доданок в (37), що описує чисто змушенi коливання й не залежить вiд початкових
умов.

Амплiтуда чисто змушених коливань дорiвнює

A∗ =
H

|ω2 − p2|
. (38)

Перепишемо розв’язок (36), використовуючи формулу (38):

xч.н. = A∗ sin(pt+ δ) (p < ω),
xч.н. = −A∗ sin(pt+ δ) = A∗ sin(pt+ δ − π) (p > ω).

З отриманих спiввiдношень випливає, що при p < ω фаза змушених коливань збiгається
з фазою збурювальної сили; при p > ω змушенi коливання зсунутi по фазi вiд збурювальної
сили на π.

Прослiдкуємо залежнiсть амплiтуди змушених коливань вiд вiдношення частот p/ω.
Для цього перетворимо вираз амплiтуди змушених коливань

A∗ =
H

|ω2 − p2|
=

H

c |1− p2/ω2|
=

xст
|1− p2/ω2|

,
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Рис. 4

де xст = H/c – величина статичного вiдхилення2 вiд поло-
ження рiвноваги при дiї сили, яка дорiвнює максимальному
значенню збурювальної сили. Позначимо

µ =
A∗

xст
=

1

|1− p2/ω2|
.

Величина µ являє собою коефiцiєнт динамiчностi, який по-
казує в скiльки разiв амплiтуда коливань переважає статичне
вiдхилення. Iз графiка (рис. 4) видно, що при p/ω → 1 кое-
фiцiєнт динамiчностi рiзко зростає.

Повернемося тепер до загального розв’язку (37). Записав-
ши його у виглядi

x = C1 cosωt+ C2 sinωt+
H

ω2 − p2
sin(pt+ δ), (39)

визначимо сталi iнтегрування, якщо x = x0, ẋ = ẋ0 при t = 0.
Пiдставивши початковi умови в рiвняння (39) i у вираз для швидкостi руху

ẋ = −ωC1 sinωt+ ωC2 cosωt+
pH

ω2 − p2
cos(pt+ δ), (40)

одержимо

C1 = x0 −
H

ω2 − p2
sin δ, C2 =

ẋ0
ω

− p

ω

H

ω2 − p2
cos δ.

Пiдставляючи C1 i C2 у спiввiдношення (39), матимемо

x = x0 cosωt+
ẋ0
ω

sinωt− H

ω2 − p2

(
sin δ cosωt+

p

ω
cos δ sinωt

)
+

H

ω2 − p2
sin(pt+ δ). (41)

Такий запис розв’язку дозволяє встановити, що навiть при нульових початкових умовах
(x = x0, ẋ = ẋ0) точка буде здiйснювати коливання, що вiдбуваються iз власною частотою
i визначаються членом −H(ω2 − p2)−1 [sin δ cosωt+ (p/ω) cos δ sinωt], причому амплiтуда
цих коливань не залежить вiд початкових умов.

При частотi p, близькiй до власної частоти ω, завдяки додаванню двох коливань близь-
кої частоти, однакової амплiтуди й протилежних за фазою, наступає своєрiдне явище, яке
називається биттям.

Нехай p ≈ ω, тодi вираз (41) при x0 = 0 i ẋ0 = 0 матиме вигляд (приблизно вважаємо,
що p/ω = 1, але ω2 − p2 ̸= 0)

x ≈ H

ω2 − p2
[sin(pt+ δ)− sin(ωt+ δ)]

або
x ≈ 2H

ω2 − p2
sin

p− ω

2
t cos(pt+ δ).

Графiк цього руху зображений на рис. 5.
2У випадку руху матерiальної точки пiд дiєю сили пружностi цю величину ще називають статичною

деформацiєю.
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Рис. 5

Показанi тут биття являють собою ко-
ливання, що вiдбуваються iз частотою p
збурювальної сили, причому амплiтуда цих
коливань повiльно змiнюється також за пе-
рiодичним законом.

Розглянемо тепер випадок, коли власна
частота збiгається iз частотою збурюваль-
ної сили, тобто p = ω. Частинний розв’я-
зок рiвняння (35) у цьому випадку потрiбно
шукати у виглядi

xч.н. = At sin(pt+ γ). (42)

Пiдставивши вираз (42) у диференцiальне рiвняння (35), одержимо

2Ap cos(pt+ γ) = H sin(pt+ δ).

Увiвши позначення φ = pt+ γ, перепишемо це спiввiдношення у виглядi

2Ap cosφ = H sinφ cos(δ − γ) +H cosφ sin(δ − γ).

Цю рiвнiсть можна тотожно задовольнити, якщо взяти

H cos(δ − γ) = 0, H sin(δ − γ) = 2Ap.

Звiдси A = H/(2p), γ = δ − π/2 i, отже,

xч.н. =
Ht

2p
sin

(
pt+ γ − π

2

)
= −Ht

2p
cos (pt+ γ) .

Рис. 6

Загальний розв’язок має вигляд

x = a sin (ωt+ ε)− Ht

2p
cos (pt+ γ) .

При початкових умовах x(0) = x0, ẋ(0) = ẋ0 маємо3

x = x0 cosωt+
ẋ0
ω

sinωt+
H

2p2
[cos δ sin pt− pt cos (pt+ δ)] .

(43)
На рис. 6 показано графiк функцiї xч.н.. Як видно, при

p = ω вiдбувається необмежене зростання амплiтуди коли-
вань, причому зростання амплiтуди лiнiйне за часом. Це
явище називається резонансом.

3Цей розв’язок можна отримати iз (41), розкриваючи невизначенiсть, яка виникає при p→ ω.
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2.4 Змушенi коливання при наявностi в’язкого опору

Розглянемо рух матерiальної точки уздовж осi x пiд дiєю лiнiйної вiдновлювальної сили,
в’язкої сили опору i збурювальної сили, проекцiя якої на вiсь x дорiвнює H0 sin(pt+ δ).

Диференцiальне рiвняння руху має вигляд

mẍ = −cx− bẋ+H0 sin(pt+ δ).

Поклавши c/m = ω2, b/m = 2h, H0/m = H, одержимо

ẍ+ 2hẋ+ ω2x = H sin(pt+ δ). (44)

Розв’язок диференцiального рiвняння (44) складається iз двох розв’язкiв: загального
розв’язку xз.о. вiдповiдного однорiдного рiвняння i частинного розв’язку xч.н. рiвняння
(44).

Як показано в пiдроздiлi 2.2.1, при h < ω розв’язок загальний однорiдного рiвняння
записується у виглядi

xз.о. = e−ht (C1 cosω
∗t+ C2 sinω

∗t) ,

де C1 i C2 – сталi iнтегрування, a ω∗ =
√
ω2 − h2. Частинний розв’язок рiвняння (44)

будемо шукати у виглядi
xч.н. = A sin(pt+ γ),

де A i γ – невизначенi сталi величини. Таким чином, ми припускаємо, що частинний
розв’язок описує коливання сталої амплiтуди, що вiдбуваються iз частотою збурювальної
сили.

Знаходячи ẋч.н. = pA cos(pt+γ) i ẍч.н. = −p2A sin(pt+γ) i пiдставляючи значення xч.н.,
ẋч.н. i ẍч.н. у рiвняння (44), одержимо

−p2A sin(pt+ γ) + 2hpA cos(pt+ γ) + ω2A sin(pt+ γ) = H sin(pt+ δ).

Поклавши pt+ γ = φ i скориставшись спiввiдношенням

sin(pt+ δ) = sin(φ+ δ − γ) = sinφ cos(δ − γ) + cosφ sin(δ − γ),

для визначення A i γ матимемо наступнi рiвняння:

A(ω2 − p2) = H cos(δ − γ), 2phA = H sin(δ − γ),

звiдки

A =
H√

(ω2 − p2)2 + 4h2p2
, tg(δ − γ) =

2hp

ω2 − p2
. (45)

Пiдставивши знайденi значення A i γ у частинний розв’язок, одержимо

xч.н. =
H√

(ω2 − p2)2 + 4h2p2
sin(pt+ δ + γ′),

де γ′ = γ − δ.
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Таким чином, загальний розв’язок диференцiального рiвняння (44) має наступний ви-
гляд:

x = e−ht (C1 cosω
∗t+ C2 sinω

∗t) +
H√

(ω2 − p2)2 + 4h2p2
sin(pt+ δ + γ′). (46)

Для визначення закону руху матерiальної точки потрiбно знайти сталi C1 i C2. Користу-
ючись початковими умовами: x = x0, ẋ = ẋ0 при t = 0, одержимо значення сталих

C1 = x0 − A sin(δ + γ′), C2 =
1

ω∗ [ẋ0 + hx0 − hA sin(δ + γ′)− Ap cos(δ + γ′)] ,

де A – амплiтуда змушених коливань.
Пiдставивши значення C1 i C2 в рiвняння (46), знайдемо закон руху матерiальної точки

в розглядуваному випадку:

x =e−ht

[
x0 cosω

∗t+
ẋ0 + hx0

ω∗ sinω∗t

]
−

− e−ht

{
A sin(δ + γ′) cosω∗t+

A

ω∗ [h sin(δ + γ′) + p cos(δ + γ′)] sinω∗t

}
+

+ A sin(pt+ δ + γ′).

Отже, рух матерiальної точки складається: з вiльних згасаючих коливань (перший
доданок), обумовлених початковими умовами, зi згасаючих коливань (другий доданок), що
мають власну частоту, але викликанi дiєю збурювальної сили, i чисто змушених коливань
(третiй доданок). Оскiльки першi два рухи iз часом згасають, то основним коливанням,
що визначає характер руху матерiальної точки, є чисто змушене коливання з амплiтудою
А i частотою p. Варто помiтити, що при наявностi опору змушенi коливання зсунутi по
фазi вiдносно збурювальної сили на γ′.
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3 Лекцiя 3(10). Основнi теореми динамiки матерiальної
точки

3.1 Теорема про змiну кiлькостi руху матерiальної точки

При iнтегруваннi диференцiальних рiвнянь руху в конкретних задачах цi рiвняння пiдда-
ються рiзним однотипним перетворенням, що залежать вiд характеру дiючих сил. Тому
доцiльно проробити такi перетворення в загальному виглядi. Загальнi теореми динамiки
точки i являють собою перетворення диференцiальних рiвнянь руху, причому в рiзних
теоремах видiленi й пов’язанi мiж собою тi чи iншi характеристики рухiв. У результатi
отримуються зручнi залежностi, якi широко використовуються для розв’язання конкре-
тних задач динамiки.

З основного закону динамiки
d(mv⃗)

dt
= F⃗

випливає, що
d(mv⃗) = F⃗ dt. (47)

Вектор Q⃗ = mv⃗, який дорiвнює добутку маси точки на її швидкiсть, називається кiль-
кiстю руху матерiальної точки.

Добуток сили на елементарний промiжок часу її дiї, тобто F⃗ dt, називається елемен-
тарним iмпульсом сили.

Рiвняння (47) виражає теорему про змiну кiлькостi руху матерiальної точки в ди-
ференцiальнiй формi: елементарна змiна кiлькостi руху матерiальної точки дорiвнює
елементарному iмпульсу сили, прикладеної до цiєї точки.

Розглянемо тепер рух матерiальної точки на скiнченому промiжку часу. Нехай у мо-
мент t = t0 швидкiсть точки дорiвнює v⃗0, а в момент t дорiвнює v⃗. Тодi, iнтегруючи
рiвняння (47), можна записати

mv⃗ −mv⃗0 =

t∫
t0

F⃗ dt. (48)

Iнтеграл S⃗ =
t∫

t0

F⃗ dt, що входить у праву частину цього спiввiдношення, називається iм-

пульсом сили за промiжок часу [t0, t]. Таким чином, ми отримали формулювання теореми
про змiну кiлькостi руху в iнтегральнiй формi: змiна кiлькостi руху матерiальної точки
за скiнчений промiжок часу дорiвнює iмпульсу сили, прикладеної до точки, за той же
промiжок часу.

Якщо скористатися декартовою системою координат, то матимемо

mẋ−mẋ0 =

t∫
t0

Fxdt, mẏ −mẏ0 =

t∫
t0

Fydt, mż −mż0 =

t∫
t0

Fzdt, (49)

де ẋ, ẏ, ż – проекцiї швидкостi матерiальної точки на осi координат у момент часу t, ẋ0,
ẏ0, ż0 – тi ж проекцiї в момент t0, Fx, Fy, Fz – проекцiї сили F⃗ .
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Як вiдмiчалося в лекцiї 8, у загальному випадку сила F⃗ (а, отже, i її проекцiї) може
бути функцiєю часу, координат точки i швидкостi:

Fx = Fx(t, x, y, z, ẋ, ẏ, ż),
Fy = Fy(t, x, y, z, ẋ, ẏ, ż),
Fz = Fz(t, x, y, z, ẋ, ẏ, ż).

(50)

Тому для фактичного обчислення iнтегралiв у правих частинах рiвнянь (49) потрiбно
знати координати матерiальної точки як функцiї часу. Але визначення x, y i z як функцiй
часу i є те, до чого ми прагнемо, розв’язуючи другу задачу динамiки. Якщо цi функцiї
звiдкись вiдомi, то вiдпадає необхiднiсть користуватися рiвняннями (49). Таким чином, у
загальному випадку теорема про змiну кiлькостi руху нових можливостей для розв’язання
оберненої задачi динамiки не вiдкриває.

Однак, якщо сила є функцiєю тiльки часу, iнтеграли в правих частинах рiвнянь (49)
можуть бути обчисленi й можна знайти ẋ, ẏ, ż, а зiнтегрувавши ще раз – рiвняння руху
x(t), y(t), z(t).

3.2 Теорема про змiну моменту кiлькостi руху матерiальної точки

Знову повернемося до основного рiвняння динамiки, записаного тепер у виглядi mw⃗ =
F⃗ , i помножимо його векторно злiва на радiус-вектор точки r⃗, що визначає положення
матерiальної точки вiдносно деякої точки O, яку будемо називати центром:

r⃗ ×mw⃗ = r⃗ × F⃗ . (51)

Беручи до уваги, що w⃗ = dv⃗/dt, перетворимо лiву частину цього рiвняння в наступним
чином:

r⃗ ×mw⃗ = r⃗ ×m
dv⃗

dt
=

d

dt
(r⃗ ×mv⃗)− dr⃗

dt
×mv⃗. (52)

Але dr⃗/dt = v⃗, i векторний добуток паралельних векторiв v⃗×mv⃗ дорiвнює нулю. Тому
r⃗ ×mw⃗ = d (r⃗ ×mv⃗) /dt i рiвняння (51) можна записати у виглядi

d

dt
(r⃗ ×mv⃗) = r⃗ × F⃗ . (53)

Вектор K⃗O = r⃗×mv⃗ називається моментом кiлькостi руху матерiальної точки вiдносно
центра (точки O), а вектор M⃗O = r⃗× F⃗ – моментом сили, прикладеної до точки, вiдносно
центра.

Таким чином,
dK⃗O

dt
= M⃗O. (54)

Це рiвняння виражає собою теорему про змiну моменту кiлькостi руху матерiальної то-
чки: похiдна за часом вiд моменту кiлькостi руху матерiальної точки вiдносно деякого
центра дорiвнює моменту сили, прикладеної до точки, вiдносно того ж центра.

Векторне рiвняння (54) еквiвалентно трьом скалярним рiвностям.
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Приймаючи точку O за початок системи координат Oxyz i записуючи векторнi добутки
у виглядi визначникiв третього порядку, замiсть (54) одержуємо

d

dt

∣∣∣∣∣∣
i⃗ j⃗ k⃗
x y z
mẋ mẏ mż

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
i⃗ j⃗ k⃗
x y z
Fx Fy Fz

∣∣∣∣∣∣ , (55)

звiдки

m
d

dt
(yż − zẏ) = yFz − zFy,

m
d

dt
(zẋ− xż) = zFx − xFz,

m
d

dt
(xẏ − yẋ) = xFy − yFx.

(56)

Отриманий результат можна сформулювати в такий спосiб: похiдна за часом вiд момен-
ту кiлькостi руху матерiальної точки вiдносно якої-небудь осi дорiвнює моменту сили,
прикладеної до точки, вiдносно тiєї ж самої осi.

Як видно з рiвнянь (56), при їхньому iнтегруваннi необхiдне обчислення iнтегралiв вiд
правих частин. Однак обчислення цих iнтегралiв можливо тiльки тодi, коли x, y i z вiдомi
як функцiї часу, але тодi вiдпадає взагалi потреба в застосуваннi рiвностей (56).

Проте iснують випадки, коли теорема про змiну моменту кiлькостi руху дає можливiсть
ефективно розв’язувати задачi динамiки.

До них належить, насамперед, випадок дiї центральної сили, яка буде розглянута нами
на наступнiй лекцiї. Цим термiном ми будемо користуватися стосовно будь-якої сили, лiнiя
дiї якої проходить через деяку фiксовану точку простору (полюс). Так, наприклад, при
вивченнi руху Землi в Сонячнiй системi на Землю дiє сила притягання Сонця, увесь час
спрямована до центра Сонця.

Вивчимо дiю центральної сили. Момент сили вiдносно точки, через яку проходить
лiнiя дiї, тотожно дорiвнює нулю. Отже, вiдповiдно до рiвностi (56) момент кiлькостi руху
матерiальної точки вiдносно полюса є сталою величиною:

K⃗O = r⃗ ×mv⃗ =
−−−→
const. (57)

Таким чином, ми одержимо вiдразу три перших iнтеграли руху:

m (yż − zẏ) = C1, m (zẋ− xż) = C2, m (xẏ − yẋ) = C3. (58)

На пiдставi цих результатiв можна зробити деякi загальнi висновки про характер руху
матерiальної точки.

Якщо порiвняти вираз для для K⃗O = r⃗ ×mv⃗ з виразом введеного в лекцiї 3 вектора
секторної швидкостi

v⃗S =
1

2
r⃗ × v⃗, (59)

то можна написати iнтеграл (57) в наступнiй формi:

K⃗O = 2mv⃗S =
−−−→
const. (60)

23



Отже, у випадку центральної сили секторна швидкiсть є сталою величиною, тобто
радiус-вектор точки описує рiвнi площi за однаковi промiжки часу. Цей результат нази-
вається законом площ. Крiм того, iз (60) випливає, що траєкторiя точки є плоскою кривою.
Справдi, вектор v⃗S зберiгає сталий напрямок в просторi, тому на основi формули (59) мо-
жна стверджувати, що вектор r⃗ увесь час розташований в площинi, перпендикулярнiй до
вектора v⃗S, тобто траєкторiя точки лежить в цiй площинi.

3.3 Теорема про змiну кiнетичної енергiї матерiальної точки

Знайдемо зв’язок мiж роботою сил, прикладених до матерiальної точки, i змiною швид-
костi точки. Для цього скористаємося основним рiвнянням динамiки

m
dv⃗

dt
= F⃗ ,

де F⃗ – рiвнодiйна всiх сил, прикладених до матерiальної точки. Помножимо обидвi частини
цiєї рiвностi скалярно на диференцiал радiуса-вектора dr⃗

m
dv⃗

dt
· dr⃗ = F⃗ · dr⃗. (61)

У правiй частинi знаходиться елементарна робота4 d′A = F⃗ · dr⃗ рiвнодiйної всiх сил,
прикладених до матерiальної точки; лiву частину можна представити в наступнiй формi:

m
dv⃗

dt
· dr⃗ = m

dr⃗

dt
· dv⃗ = mv⃗ · dv⃗ = d

(
mv2

2

)
;

при цьому враховано, що скалярний квадрат вектора дорiвнює квадрату його модуля
(v⃗ · v⃗ = v2). Тепер рiвнiсть (61) матиме вигляд

d

(
mv2

2

)
= d′A. (62)

Половина добутку маси точки на квадрат її швидкостi називається кiнетичною енер-
гiєю матерiальної точки

T =
mv2

2
. (63)

Рiвняння (62) дає диференцiальний зв’язок мiж кiнетичною енергiєю й елементарною
роботою: повний диференцiал кiнетичної енергiї матерiальної точки дорiвнює елемен-
тарнiй роботi всiх сил, що дiють на цю точку.

Нехай тепер матерiальна точка M перемiщується по кривiй BC вiд положення M1 до
положення M2 (див. рис. 7).

4Штрих означає, що F⃗ ·dr⃗ не є, як правило, повним диференцiалом деякої функцiї координат A(x, y, z).
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Рис. 7

Робота сили на скiнченому перемiщеннi M1M2 визначається
як сума вiдповiдних елементарних робiт, тобто як криволiнiйний

iнтеграл вiд елементарної роботи, взятий вздовж дуги
︸ ︸
M1M2 тра-

єкторiї:

A =

∫
M1M2

d′A =

∫
M1M2

F⃗ · dr⃗. (64)

Позначимо через v⃗1 i v⃗2 швидкiсть точки M у положеннях M1 i
M2 вiдповiдно та зiнтегруємо обидвi частини рiвностi (62) по дузi︸ ︸
M1M2: ∫

M1M2

d

(
mv2

2

)
=

∫
M1M2

d′A.

Права частина цiєї рiвностi дорiвнює роботi AM1M2 сили F⃗ на шляху M1M2; при об-
численнi лiвої частини варто мати на увазi, що криволiнiйний iнтеграл вiд повного дифе-
ренцiала деякої функцiї дорiвнює самiй функцiї. Таким чином, матимемо

mv22
2

− mv21
2

= AM1M2 , (65)

тобто змiна кiнетичної енергiї матерiальної точки при її скiнченому перемiщеннi дорiв-
нює сумi робiт на цьому перемiщеннi всiх сил, прикладених до точки.

За допомогою тiльки що доведеної теореми про змiну кiнетичної енергiї можна розв’я-
зувати наступнi двi задачi. У першiй визначається швидкiсть матерiальної точки напри-
кiнцi або на початку руху. Розв’язання цiєї задачi за допомогою рiвностi (65) має сенс,
звичайно, тiльки в тому випадку, якщо роботу всiх сил, прикладених до матерiальної то-
чки, можна обчислити, не знаючи закону руху, тобто не iнтегруючи рiвняння руху. До
задач другого типу належить обчислення роботи сили за заданою швидкiстю. Використа-
ння формули (65) для розв’язання задач такого роду особливо корисно в тих випадках,
коли iснують труднощi, пов’язанi з визначенням закону руху й обчисленням iнтеграла
(64), або коли невiдома аналiтична залежнiсть сили.

3.4 Робота сили. Потужнiсть

Елементарна робота сили є скалярною мiрою дiї сили, що дорiвнює скалярному добутку
d′A = F⃗ ·dr⃗ сили на елементарне перемiщення точки її прикладення. У випадку натураль-
ного задання руху dr⃗ = τ⃗ dσ. Тодi елементарна робота визначатиметься з виразу

d′A = F⃗ · τ⃗ dσ = F cos

(̂⃗
F, τ⃗

)
dσ = F cosα dσ.

Повна робота при цьому задаватиметься криволiнiйним iнтегралом першого роду по дузi︸ ︸
M1M2

A =

∫
M1M2

F cosα dσ. (66)
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При координатному способi задання руху вираз (66) для повної роботи має вигляд

A =

∫
M1M2

F⃗ · dr⃗ =
∫

M1M2

Fxdx+ Fydy + Fzdz. (67)

Права частина цiєї рiвностi є криволiнiйним iнтегралом другого роду (всi функцiї Fx,
Fy, Fz обчислюються на кривiй M1M2, а диференцiали координат dx, dy, dz пов’язанi мiж
собою через її рiвняння).

Якщо сила F⃗ залежить тiльки вiд положення точки, тобто вiд координат x, y, z точки
M прикладення сили, то робота обчислюється безпосередньо за формулою (67) i при цьому
зовсiм не потрiбно знати закон руху точки M по кривiй. Якщо ж сила F⃗ залежить не
тiльки вiд координат точки прикладення, але й вiд її швидкостi i часу t, то для обчислення
роботи слiд знати рiвняння руху точки

x = x(t), y = y(t), z = z(t).

Якщо врахувати, що dx = ẋdt, dy = ẏdt, dz = żdt, тодi вiд криволiнiйного iнтеграла (67)
можна перейти до визначеного iнтеграла

A =

t2∫
t1

(Fxẋ+ Fyẏ + Fz ż) dt, (68)

де t1 i t2 – моменти часу, в якi точка M проходить положення M1 i M2 вiдповiдно.
Якщо на матерiальну точку M дiє кiлька сил F⃗1, F⃗2 ,..., F⃗n, то легко показати, що

робота рiвнодiйної цих сил на деякому перемiщеннi дорiвнює сумi робiт складових сил
на цьому ж перемiщеннi

A = A1 + A2 + ...+ An.

Поряд з поняттям роботи вводять також поняття потужностi сили:

N = F⃗ · v⃗ = Fxẋ+ Fyẏ + Fz ż.

Обчислимо роботу сили F⃗ вiд деякої фiксованої точки M1 до точки M (див. рис. 7),
яку точка досягає в момент часу t:

A(t) =

t∫
t1

(Fxẋ+ Fyẏ + Fz ż) dt.

Якщо продиференцiювати останню рiвнiсть за часом, то одержимо, що N = dA/dt.
Отже, потужнiсть характеризує швидкiсть виконання роботи силою, яка прикладена
до матерiальної точки.

Одиницею вимiрювання роботи в системi СI є джоуль (1 Дж = 1 Н·м), в CGS – ерг,
у МКГСС – кiлограм-сили-метр (кгс·м). Для вимiрювання потужностi в цих системах
використовують вiдповiдно ват (1 Вт = Дж/с = 1 Н·м/с ≈ 0, 102 кгс·м/с), ерг за секунду
(ерг/с), кiлограм-сили-метр за секунду (кгс·м/с). У технiцi за одиницю роботи беруть
кiловат-годину (1 кВт·год = 3600 Дж), за одиницю потужностi – 1 кВт = 1000 Вт, а також
так звану кiнську силу (1 к.с. = 75 кгс·м/с =736 Вт).

26



3.5 Потенцiальнi сили

3.5.1 Умови потенцiальностi сили

Сила, для якої iснує двiчi неперервно диференцiйовна функцiя U(x, y, z) така, що F⃗ dr⃗ =
dU , називається потенцiальною, а U(x, y, z) – потенцiальною (силовою) функцiєю.

З означення випливає, що dU = Fxdx+Fydy+Fzdz. З iншого боку, повний диференцiал
функцiї трьох змiнних (x, y, z) рiвний

dU =
∂U

∂x
dx+

∂U

∂y
dy +

∂U

∂z
dz.

Прирiвнюючи цi двi формули, отримаємо спiввiдношення

Fx =
∂U

∂x
, Fy =

∂U

∂y
, Fz =

∂U

∂z
, (69)

якi ще можна записати коротко у векторнiй формi

F⃗ = gradU = ∇⃗U, ∇⃗ =
∂

∂x
i⃗+

∂

∂y
j⃗ +

∂

∂z
k⃗.

Продиференцiюємо першу з рiвностей (69) по y, а другу – по x. В результатi отримає-
мо,що

∂Fx

∂y
=

∂2U

∂y∂x
,

∂Fy

∂x
=

∂2U

∂x∂y
. (70)

Оскiльки функцiя U – двiчi неперервно диференцiйовна, то в її мiшаних похiдних можна
змiнювати порядок диференцiювання. Тодi правi частини рiвностей (70) будуть рiвнi, а це
означає, що

∂Fx

∂y
=
∂Fy

∂x
. (71)

Аналогiчним чином можна показати на основi рiвностей (69), що

∂Fx

∂z
=
∂Fz

∂x

∂Fy

∂z
=
∂Fz

∂y
. (72)

Формули (71), (72), якi ми отримали, виражають собою умови потенцiальностi сили F⃗ .
Цi умови можна подати однiєю векторною рiвнiстю. Для цього обчислимо rot F⃗ :

rot F⃗ =

∣∣∣∣∣∣
i⃗ j⃗ k⃗
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

Fx Fy Fz

∣∣∣∣∣∣ =
(
∂Fz

∂y
− ∂Fy

∂z

)
i⃗+

(
∂Fx

∂z
− ∂Fz

∂x

)
j⃗ +

(
∂Fy

∂x
− ∂Fx

∂y

)
k⃗ = 0.

Таким чином, маємо умову потенцiальностi rot F⃗ = 0.
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3.5.2 Робота потенцiальної сили. Потенцiальна енергiя

Обчислимо роботу потенцiальної сили:

AM1M2 =

∫
M1M2

F⃗ · dr⃗ =
∫

M1M2

dU = UM2 − UM1 , UM =

∫
M0M

F⃗ · dr⃗, (73)

де M0 – довiльна точка. Отже, робота потенцiальної сили дорiвнює рiзницi значень силової
функцiї в кiнцевiй та початковiй точках i не залежить вiд вигляду траєкторiї точки. Якщо
перемiщення вiдбувається по замкнутому контуру, то робота на ньому буде рiвна

A =

∮
F⃗ · dr⃗ = 0.

Поверхня U(x, y, z) = const називається еквiпотенцiальною або поверхнею рiвня. Запас
роботи V , яку може виконати сила при перемiщеннi точки iз даного положення M на
якусь поверхню рiвняM0, яка умовно приймається за нульову, називається потенцiальною
енергiєю. Згiдно означення та виразу для роботи потенцiальної сили (73) потенцiальна
енергiя рiвна

V ≡ VM = −UM =

∫
MM0

F⃗ · dr⃗, де VM0 = 0. (74)

Враховуючи (74), формулу (73) можна записати у виглядi

AM1M2 = VM1 − VM2 . (75)

3.5.3 Обчислення роботи деяких потенцiальних сил

Обчислимо роботу, виконувану деякими конкретними потенцiальними силами.
Робота сили тяжiння (ваги). Нехай матерiальна точка M маси m рухається по

деякiй траєкторiї з положення M1 в положення M2 (див. рис. 8). На неї дiє напрямлена
вертикально вниз сила ваги P⃗ = mg⃗, проекцiї якої на координатнi осi запишемо у виглядi

Рис. 8

Fx = 0, Fy = 0, Fz = −mg.

Згiдно (74) потенцiальна енергiя сили тяжiння дорiвнює

V =

z0∫
z

Fzdz =

z0∫
z

(−mg)dz = mgz.

Тут z0 = 0 задає площину xOy, у будь-якiй точцi M0(x0, y0, z0)
якої потенцiальна енергiя рiвна нулю (VM0 = 0).

Тодi згiдно (75) робота, виконана силою ваги пiдчас перемiще-
ння точки M iз положення M1(x1, y1, z1) в положення M2(x2, y2, z2), дорiвнює

A = VM1 − VM2 = mg(z1 − z2).
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Отже, робота сили ваги дорiвнює добутку сили ваги P на рiзницю висот початкового
i кiнцевого положень та, як i для будь-якої iншої потенцiальної сили, не залежить вiд
форми траєкторiї точки.

Оскiльки рiзниця z1 − z2 може бути як додатною, так i вiд’ємною, то, позначивши
z1 − z2 = ±h (h > 0), дiстанемо

A = ±Ph = ±mgh. (76)

Робота буде додатною (A = mgh), якщо точка зменшує свою висоту пiдчас руху (саме цей
випадок зображено на рис. 8), i, навпаки, вiд’ємною (A = −mgh), якщо збiльшує її.

Робота сили пружностi. Обчислимо роботу, здiйснену силою F⃗ , що прикладена до
точки M пружини при її деформацiї вздовж осi Ox. Початкове положення точки x = 0
вiдповiдає недеформованiй пружинi. За законом Гука сила пружностi (як при розтягненнi,
так i при стисненнi) пропорцiйна змiщенню x кiнця пружини вiдносно положення рiвно-
ваги:

Fx = −cx,

де c > 0 – коефiцiєнт жорсткостi пружини.
Згiдно (74) потенцiальна енергiя сили пружностi дорiвнює

V =

x0∫
x

Fxdx = −c
x0∫
x

xdx = − c
2

(
x2 − x20

)
= −cx

2

2
.

Тут положення рiвноваги x0 = 0 вiдiграє роль точки M0, в якiй потенцiальна енергiя рiвна
нулю (VM0 = 0).

Тодi згiдно (75) робота при переходi точки з положення M1 в положення M2 дорiвнює

A = − c
2
(x21 − x22) =

c

2
(x22 − x21). (77)

Якщо положення рiвноваги знаходиться в точцi x0 ̸= 0, то у всiх виразах слiд зробити
замiну x→ x− x0. Зокрема, формула (77) набуде тодi наступного вигляду (див. рис. 9):

A =
c

2

[
(x2 − x0)

2 − (x1 − x0)
2
]
= − c

2

[
(∆x2)

2 − (∆x1)
2] . (78)

Рис. 9

Як видно з формули (77) сила пружностi виконуватиме додатну роботу при зменшеннi
деформацiї пружини (|∆x2| < |∆x1|) i вiд’ємну – при збiльшеннi деформацiї (|∆x2| >
|∆x1|).
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Робота центральних сил. Якщо центр сили вибрати в якостi початку координат, то
всi центральнi сили можна представити у виглядi

F⃗ = Fr(r)
r⃗

r
,

причому всi вони – потенцiальнi. Знайдемо їх потенцiальну енергiю. Диференцiюючи вираз
r⃗ 2 = r2 злiва i справа, отримаємо 2r⃗ · dr⃗ = 2rdr або r⃗ · dr⃗ = rdr. Тодi

F⃗ · dr⃗ = Fr
r⃗ · dr⃗
r

= Fr
rdr

r
= Frdr.

Вiдповiдно, потенцiальна енергiя буде рiвна

V (r) =

∫
MM0

F⃗ · dr⃗ =
r0∫
r

Frdr,

де r0 – стала така, що V (r0) = 0.
Робота гравiтацiйної сили. Прикладом центральних сил гравiтацiйна сила притя-

гання, для якої згiдно закону всесвiтнього тяжiння

Fr = −GmM
r2

.

Її потенцiальна енергiя рiвна

V = −GmM
r0∫
r

dr

r2
= GmM

(
1

r0
− 1

r

)
= −GmM

r
.

Тут r0 = ∞, тобто поверхнею нульового рiвня є сфера нескiнченного радiуса.
Робота гравiтацiйної сили при перемiщеннi зi сфери радiуса r1 на сферу радiус r2 буде

мати вигляд:

A = −GmM
(

1

r1
− 1

r2

)
= GmM

(
1

r2
− 1

r1

)
.

Це означає, що при наближеннi точки до силового центра (r1 > r2) сила виконує додатну
роботу, а при вiддаленнi (r1 < r2) – вiд’ємну.

3.6 Закон збереження та розсiювання повної механiчної енергiї

Нехай на точку дiють тiльки потенцiальнi сили з рiвнодiйною F⃗ , якiй вiдповiдає потенцi-
альна енергiя V . Тодi за теоремою про змiну кiнетичної енергiї у диференцiальнiй формi
(62)

d

(
mv2

2

)
= −dV. (79)

Переносячи −dV з правої частини рiвняння в лiву i iнтегруючи, отримаємо

mv2

2
+ V = E = const. (80)
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Суму кiнетичної T = mv2/2 i потенцiальної V енергiй називають повною механiчною
енергiєю. Формула (80) виражає собою закон збереження повної механiчної енергiї, який
формулюється наступним чином: при дiї на точку потенцiальних сил повна механiчна
енергiя зберiгається.

Припустимо, що серед сил є хоча б одна не потенцiальна (дисипативна). Тодi

d

(
mv2

2

)
= dT = F⃗pot · dr⃗ + F⃗dis · dr⃗ = −dV + F⃗dis · dr⃗.

Подiлимо це рiвняння на dt:

d(T + V )

dt
= F⃗dis ·

dr⃗

dt
= F⃗dis · v⃗.

Як вiдомо дисипативнi сили (сили тертя, в’язкого опору, тощо) напрямленi завжди проти
руху, тому для них F⃗dis · v⃗ = −Fdisv < 0. Таким чином маємо, що

d(T + V )

dt
< 0, (81)

а це означає, що в цьому випадку має мiсце закон розсiювання повної механiчної енергiї :
за наявностi хоча б одної дисипативної сили повна механiчна енергiя точки розсiюється
(тобто зменшується з часом).

31



4 Лекцiя 4(11). Рух матерiальної точки в полi централь-
ної сили

4.1 Основнi властивостi руху точки пiд дiєю центральної сили

Сила, яка дiє на матерiальну точку, називається центральною, якщо лiнiя її дiї прохо-
дить через деяку нерухому точку простору – центр сили.

Якщо центр сили вибрати в якостi початку координат, то всi центральнi сили можна
представити у виглядi

F⃗ = Fr(r)
r⃗

r
, (82)

причому при Fr < 0 сила буде притягуюча, а при Fr > 0 – вiдштовхувальна.
Як вже вiдмiчалося на попереднiй лекцiї, момент центральної сили вiдносно точки O

рiвний M⃗O = r⃗× F⃗ = 0, звiдки за теоремою про змiну момента кiлькостi руху ми знайшли,
що момент кiлькостi руху точки пiд дiєю сили (82) K⃗O = r⃗×mv⃗ =

−−−→
const, звiдки (m = const)

r⃗ × v⃗ = C⃗ = 2v⃗S =
−−−→
const, (83)

де, нагадуємо, v⃗S – секторна швидкiсть, а сталий вектор C⃗ визначається iз початкових
умов. З рiвностi (83) випливають два важливi наслiдки.

1. Вектори r⃗ i v⃗ лежать в деякiй нерухомiй площинi, а, значить, i траєкторiя руху точки
є плоскою кривою.

2. Оскiльки секторна швидкiсть vS = dS/dt = C/2 стала (C = ±|C⃗| = const), то,
iнтегруючи, знаходимо, що

S = vSt+ S0. (84)

Формула (84) виражає собою так званий закон площ, який формулюється наступним чи-
ном: при русi матерiальної точки пiд дiєю центральної сили за однаковi промiжки часу
радiус-вектор описує (або, ще кажуть, “замiтає”) однаковi площi.

З iншого боку, вiдомо, що vS = r2φ̇/2 = C/2, звiдки отримуємо ще одне важливе
спiввiдношення:

r2φ̇ = C, (85)

де стала C називається iнтегралом площ.

4.2 Диференцiальне рiвняння траєкторiї точки у полi
центральної сили. Формули Бiне

Оскiльки, як ми показали, траєкторiя точки пiд дiєю центральної сили – плоска крива,
то її рух зручно описувати в полярнiй системi координат з полюсом в центрi силового
поля. Спроектувавши диференцiальне рiвняння руху на радiальний r⃗0 i трансверсальний
p⃗0 напрямки, отримаємо два рiвняння

mwr = Fr(r), mwp = 0, (86)

де

wr = r̈ − r(φ̇)2, wp = 2ṙφ̇+ rφ̈ =
1

r

d

dt

(
r2φ̇

)
(87)
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– радiальне та трансверсальне прискорення (див. лекцiю 3). Якщо в трансверсальне при-
скорення пiдставити (85), то отримаємо wp = 0. Це означає. що ми тiльки пiдтвердили
друге з рiвнянь (86).

Розглянемо тепер перше з рiвнянь (86), яке з урахуванням (87) запишеться у виглядi:

m(r̈ − r(φ̇)2) = Fr(r). (88)

Перерахуємо в ньому похiднi ṙ та r̈, враховуючи рiвнiсть φ̇ = C/r2, яка випливає з
iнтеграла площ (85):

ṙ =
dr

dt
=
dr

dφ

dφ

dt
=
C

r2
dr

dφ
= −C d

dφ

(
1

r

)
, (89)

r̈ =
d2r

dt2
=
dṙ

dt
=
dṙ

dφ

dφ

dt
= −C

2

r2
d2

dφ2

(
1

r

)
. (90)

Пiдставляючи отриманi вирази в рiвняння (88), отримуємо другу формулу Бiне

Fr(r) = −mC
2

r2

[
d2

dφ2

(
1

r

)
+

1

r

]
, (91)

яка дозволяє знайти силу F⃗ (r), якщо вiдоме рiвняння траєкторiї r = r(φ).
Якщо ввести невiдому функцiю u(φ) = 1/r, то формулу (91) можна записати у виглядi

диференцiального рiвняння другого порядку:

d2u

dφ2
+ u = −

Fr

(
1
r

)
mC2u2

. (92)

Рiвняння (92) є диференцiальним рiвнянням траєкторiї матерiальної точки, що рухає-
ться пiд дiєю центральної сили, яке ще називають рiвнянням Бiне.

Знайдемо тепер квадрат швидкостi точки, яка має теж радiальну vr = ṙ i трансвер-
сальну vp = rφ̇ складовi:

v2 = v2r + v2p = ṙ2 + r2φ̇2 = C2

{[
d

dφ

(
1

r

)]2
+

1

r2

}
. (93)

Формулу (93) називають першою формулою Бiне.
Розглянемо два частиннi випадки центральних сил i застосуємо до них отриманi фор-

мули Бiне.

4.2.1 Рух точки по колу

Розглянемо рух точки по колу радiуса R = const. Рiвнянням траєкторiї такого руху вiдоме
i має вигляд r = R. Знайдемо силу, пiд дiєю якої такий рух вiдбувається. Для цього
врахуємо рiвняння траєкторiї r = R у формулах (91) i (93):

v2 =
C2

R2
⇒ C2 = v2R2, Fr = −mC

2

R3
.
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Поєднуючи останнi двi формули, отримаємо добре вiдомий вираз для доцентрової (про це
свiдчить знак мiнус) сили:

Fr = −mv
2

R
. (94)

Це означає, що рух по колу може вiдбуватися тiльки пiд дiєю доцентрової сили, рiвної
mv2/R.

4.2.2 Рух точки пiд дiєю сили гравiтацiйного притягання

В цiй задачi навпаки, сила, яка дiє на точку, вiдома i рiвна згiдно закону всесвiтнього
тяжiння

F⃗ = −GmM
r2

r⃗

r
, (95)

де, нагадаємо, G – гравiтацiйна стала, m – маса матерiальної точки, M – маса планети, r
– вiдстань вiд точки до центра планети.

Можна позбутися добутку GM , якщо вiдомо силу тяжiння на поверхнi планети, тобто
при r = R, де R – радiус планети. Для Землi ця сила притягання рiвна mg, де g – приско-
рення вiльного падiння вiдносно нерухомої Землi. Аналогiчно визначається g i для iнших
планет чи зiрок.

Таким чином, при r = R з рiвностi (95) отримаємо

mg =
GmM

R2
, GM = gR2,

пiсля чого (95) набуває вигляду

F⃗ = −mgR
2

r2
r⃗

r
. (96)

Отже, в даному випадку

Fr(r) = Fr

(
1

u

)
= −mgR2u2.

При русi точки поза межами земної атмосфери, але в достатнiй близькостi до її по-
верхнi, можна знехтувати дiєю гравiтацiйних сил з боку iнших небесних тiл i вважати, що
на точку дiє тiльки сила (96). В цьому випадку диференцiальне рiвняння траєкторiї (92)
набуде вигляду

d2u

dφ2
+ u =

1

p
, p =

C2

gR2
= const. (97)

4.3 Види траєкторiй. Колова та параболiчна швидкостi

Дослiдимо розв’язок рiвняння (97), яке є лiнiйним неоднорiдним диференцiальним рiв-
нянням 2-го порядку зi сталими коефiцiєнтами. Вiдповiдне однорiдне рiвняння нагадує
диференцiальне рiвняння вiльних гармонiчних коливань з одиничною власною частотою,
загальний розв’язок якого можна подати у виглядi

uз.о. = a cos(φ− ε),
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де a та ε – довiльнi сталi. Частинний розв’язок лiнiйного неоднорiдного рiвняння буде:

uч.н. = A = const,

якbq при пiдстановцi в рiвняння дає A = 1/p. Таким чином, загальний розв’язок рiвняння
(97) має вигляд:

u = a cos(φ− ε) +
1

p
. (98)

Згадуючи, що u = 1/r, перепишемо рiвняння (98) у виглядi

r =
p

1 + e cos(φ− ε)
, (99)

де e = ap –стала величина.
Рiвняння (99) визначає траєкторiю матерiальної точки, що рухається пiд дiєю ньюто-

нiвської сили тяжiння. Для спрощення аналiзу введемо нову змiнну ψ = φ− ε. Очевидно,
що тепер кут ψ буде вiдраховуватися не вiд початково взятого фiксованого напрямку,
а вiд деякого нового напрямку Ox1, повернутого вiдносно першого на кут ε (рис. 10).
Звичайно, вигляд траєкторiї вiд такої формальної замiни змiнних не може змiнитися.

Рис. 10

Тепер рiвняння (99) набуде вигляду

r =
p

1 + e cosψ
. (100)

Таким чином, вигляд траєкторiї визначається
єдиним чином через сталi p та e. Трохи далi буде
показано, як визначити цi сталi за початковими умо-
вами.

З курсу аналiтичної геометрiї вiдомо, що кривi
(100) являють собою конiчнi перерiзи5.

Тип траєкторiї визначається значенням величини e, яку називають ексцентриситетом
конiчного перерiзу.

При e = 0 r = p = const, що вiдповiдає коловiй орбiтi.
Надалi приймемо, що e > 0; це вiдповiдає вибору додатного напряму полярної осi Ox1

(ψ = 0) вiд центра O на найближчу до O точку траєкторiї, яка називається перицентром
(для земних супутникiв – перигеєм).

Якщо e < 1, то знаменник у правiй частинi (100) нiколи не обертається в нуль, отже,
крива другого порядку не має нескiнченно вiддалених точок. Це може бути тiльки елiпс.
В частинному випадку, коли e = 0 елiпс перетворюється в коло.

При e = 1 знаменник обертається в нуль при ψ = π. Кривою другого порядку, що має
нескiнченно вiддалену точку тiльки при одному значеннi полярного кута ψ, є парабола.

Якщо e > 1, то з’являються нескiнченно вiддаленi точки при двох значеннях кута ψ,
отриманих з рiвняння

1 + e cosψ = 0,

5У декартовiй системi координат, для якої x1 = r cosψ, y1 = r sinψ, рiвняння (100) приводиться до
вигляду x21 + y21 = (p− ex1)

2, тобто всi траєкторiї можуть бути тiльки кривими другого порядку.
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тобто при

ψ = ± arccos

(
−1

e

)
.

Такою властивiстю володiє тiльки гiпербола.

Рис. 11

На рис. 11 зображено можливi траєкторiї
при e > 0 i однаковiй для всiх траєкторiй вiдста-
нi вiд центра O до перицентра. Ця вiдстань вiд-
повiдно до рiвняння (100) рiвна rmin = r0 =

p
1+e

.
Встановивши, що тип траєкторiї визначає-

ться значенням ексцентриситету e, знайдемо за-
лежнiсть ексцентриситету вiд початкових умов.

Спочатку зробимо це, вiднiсши початковi
умови до того моменту часу, коли точка пере-
тинає вiсь x1 (див. рис. 10), тобто при ψ = 0.

Вiдповiдно до формули (100) маємо

dr

dψ
=

pe sinψ

(1 + e cosψ)2
.

Отже, при ψ = 0 полярний радiус r досягає
мiнiмуму (dr/dψ = 0). Це означає, що при ψ = 0
i будь-якому e радiальна швидкiсть vr = ṙ ∼
dr/dψ = 0 i швидкiсть точки перпендикулярна

до радiуса-вектора r⃗0, який визначає положення точки.
Маючи на увазi, що φ̇ = ψ̇ i поперечна швидкiсть vp = rψ̇, перепишемо iнтеграл площ

у виглядi
rvp = C.

Нехай тепер r = r0, v = v0 при ψ = 0. Для цих початкових умов вiдповiдно до рiвняння
(100) буде

r0 =
p

1 + e
.

Звiдси знаходимо
e =

p

r0
− 1. (101)

Так як для розглянутих початкових умов vp = v0, то C = r0v0 i, з огляду на те, що
p = C2/gR2, отримаємо

e =
r0v

2
0

gR2
− 1. (102)

Це спiввiдношення є основним i дозволяє знайти iнтервали швидкостей, яким вiдповiдають
тi чи iншi види траєкторiй.

Зокрема, якщо e = 0, то траєкторiєю буде коло; при цьому початкова швидкiсть v0 має
значення

v0 = vкол =

√
gR2

r0
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i називається коловою швидкiстю. Колова швидкiсть, обчислена з умов руху поблизу Зем-
лi (r0 = R), називається першою космiчною швидкiстю:

vкол = v1 =
√
gR ≈ 7, 9 км/с.

Елiптичнi траєкторiї (e < 1) визначаються нерiвнiстю

v0 <

√
2gR2

r0
.

Параболiчнiй траєкторiї вiдповiдає значення e = 1, тобто за формулою (102) швидкiсть

v0 = vпар =

√
2gR2

r0
.

Знайдене значення швидкостi називається параболiчної швидкiстю. Якщо початкова швид-
кiсть задана поблизу Землi, то параболiчна швидкiсть

vпар = v2 =
√

2gR ≈ 11, 2 км/с.

називається другою космiчною швидкiстю.
При наданнi такої початкової швидкостi точка необмежено вiддалялася б вiд Землi.
Гiперболiчнi траєкторiї характеризуються нерiвнiстю e > 1, якому вiдповiдають поча-

тковi швидкостi

v0 >

√
2gR2

r0
.

4.4 Закони Кеплера

На основi отриманих у попереднiх пiдроздiлах теоретичних вiдомостей можна сформулю-
вати три вiдомi закони Кеплера, якi були отриманi ним на основi астрономiчних спосте-
режень за планетами Сонячної системи. Насправдi ж, цi закони мають, як ми побачимо
нижче, значно ширшу область застосування, нiж Сонячна система.

Перший закон Кеплера. Планети рухаються по елiптичних орбiтах, в одному з
фокусiв, яких знаходиться Сонце.

Дiйсно, як ми показали вище, при 0 < e < 1 планета (яку тут можна вважати мате-
рiальною точкою) рухатиметься у силовому полi Сонця (тут ми вважаємо, що Сонце є
нерухомим, оскiльки MC ≫ mпл) по елiптичнiй траєкторiї

r =
p

1 + e cosψ
,

де e – ексцентриситет елiпса, p = b2/a – параметр елiпса, a i b – тут велика i мала пiвосi
елiпса, вiдповiдно.

Другий закон Кеплера. За однаковi промiжки часу радiус-вектор планети “замi-
тає” однаковi площi.
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Насправдi, ми довели загальнiший закон площ, справедливий для будь-якої централь-
ної сили, а не тiльки для гравiтацiйної сили. Тобто другий закон Кеплера є тiльки частин-
ним випадком закону площ.

Третiй закон Кеплера. Вiдношення кубiв великих пiвосей орбiт до квадратiв перi-
одiв обертання для всiх планет однаковi:

a3

T 2
= const.

Доведемо це. Площа елiпса, як вiдомо, S = πab. Тодi iнтеграл площ

C = 2vS =
2S

T
=

2πab

T
,

де T – перiод обертання планети, тобто час, за який планета робить один повний оберт
навколо Сонця. Пiдносячи останню формулу до квадрату i враховуючи, що b2 = pa, маємо

C2 =
4π2a2b2

T 2
=

4π2pa3

T 2
.

Складаємо спiввiдношення a3/T 2, враховуючи рiвнiсть C2 = pgCR
2
C , де gC – прискорення

вiльного падiння на поверхнi Сонця, RC – радiус Сонця:

a3

T 2
=

C2

4π2p
=
gCR

2
C

4π2
= const.
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5 Лекцiя 5(12). Невiльний рух матерiальної точки

5.1 Означення невiльного руху. В’язi. Принцип звiльнення вiд в’я-
зей

До цього часу ми, розглядаючи динамiку рiзних видiв руху точки, припускали, що на
її рух не накладено жодних обмежень, тобто всi її три координати можуть змiнюватися
будь-яким чином. Певним вибором закону змiни сили F⃗ та початкових умов можна за-
ставити матерiальну точку рухатися по будь-якiй траєкторiї (прикладом може служити
рух керованого космiчного корабля). В таких випадках матерiальна точка називається
вiльною, а її рух – вiльним рухом.

Рис. 12

В iнших випадках на рух можуть бути накладенi тi
чи iншi обмеження. Розглянемо, наприклад, матерiальну
точку, що знаходиться на кiнцi нерозтяжного стрижня
довжини l, iнший кiнець якого за допомогою шарнiра за-
крiплений в нерухомiй точцi O (рис. 12). При будь-яких
силах, прикладених до матерiальної точцi, вона здiйснює
рух по поверхнi сфери, радiус якої дорiвнює довжинi
стрижня. Координати точки не будуть незалежними, так
як вони повиннi задовольняти рiвняння сфери

x2 + y2 + z2 = l2. (103)

З цього рiвняння одна з координат, наприклад координата x, може бути виражена
через iншi двi:

x = ±
√
l2 − y2 − z2. (104)

Швидкiсть точки завжди розташовується в дотичнiй площинi, проведенiй до сфери в то-
чцi, де знаходиться в даний момент матерiальна точка.

Таким чином, в розглянутому прикладi початковi умови не можуть бути обранi до-
вiльно, так як координати початкового положення повиннi задовольняти рiвнянню (103),
а початкова швидкiсть повинна бути розташована в дотичнiй площинi, проведенiй до сфе-
ри в точцi початкового положення матерiальної точки.

Отже, iснують випадки руху матерiальної точки, коли деякi обмеження змушують
точку здiйснювати рух по строго фiксованiй поверхнi (в розглянутому прикладi таким
обмеженням є стрижень). Можна навести приклади, коли обмеження примушують ма-
терiальну точку рухатися по строго визначенiй лiнiї (наприклад, кiльце, насаджене на
вигнутий дрiт, буде рухатися тiльки вздовж дроту). Обмеження також змушують мате-
рiальну точку рухатися лише в деякiй частинi простору. У всiх цих випадках незалежно
вiд дiючих сил координати точки певним чином пов’язанi мiж собою i вибiр початкових
умов не може бути довiльним.

Будемо називати матерiальну точку невiльною, якщо вона не може займати довiльне
положення в просторi. Рух такої точки називається невiльним рухом. Обмеження, завдяки
яким матерiальна точка змушена здiйснювати невiльний рух, називаються в’язями.

В механiцi приймають наступне положення, яке має назву принципу звiльнення вiд
в’язей: будь-яку невiльне тiло можна розглядати як вiльне, якщо дiю в’язей замiнити
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їх реакцiями, що прикладенi до даного тiла. Якщо позначити через F⃗ рiвнодiйну всiх
активних сил, прикладених до точки, а через N⃗ – рiвнодiйну всiх реакцiй в’язей, то основне
рiвняння динамiки набуде вигляду

mw⃗ = F⃗ + N⃗ . (105)

Слiд мати на увазi, що реакцiя в’язi невiдома i може виникнути задача про визначення
цiєї сили.

У проекцiях на осi системи координат Oxyz вiдповiдно до рiвнянням (105) отримаємо

mẍ = Fx +Nx, mÿ = Fy +Ny, mz̈ = Fz +Nz. (106)

Цi рiвняння дозволяють розв’язувати задачi, коли задано рух i активнi сили i потрiбно
визначити реакцiї в’язей, а також коли задано активнi сили i потрiбно визначити закон
руху i реакцiї в’язей.

5.2 Рiвняння в’язей. Класифiкацiя в’язей

Незалежно вiд фактичної реалiзацiї тих чи iнших в’язей, накладених на матерiальну то-
чку, вони можуть бути заданi аналiтично за допомогою рiвнянь в’язей. У загальному ви-
падку цi рiвняння встановлюють зв’язки мiж координатами точки, проекцiями швидкостi
i часом.

Класифiкацiя в’язей

1. В’язь називають утримуючою, якщо вона обмежує рух як у певному напрямi, так i
в протилежному; її рiвняння має вигляд рiвностi (рiвностей), наприклад

f(t, x, y, z, ẋ, ẏ, ż) = 0. (107)

2. В’язь називають неутримуючою, якщо вона обмежує рух в певному напрямi, але не
обмежує в протилежному. Така в’язь визначається нерiвнiстю (строгою чи нестро-
гою), наприклад,

f(t, x, y, z, ẋ, ẏ, ż) 6 0. (108)

3. Якщо в рiвняння в’язi явно час не входить, то в’язь називають стацiонарною (скле-
рономною):

f(x, y, z, ẋ, ẏ, ż) = 0, f(x, y, z, ẋ, ẏ, ż) 6 0.

4. Якщо в рiвняння в’язi явно час входить, то в’язь називають нестацiонарною (рео-
номною) (див. (107), (108)).
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5. Якщо в’язь не накладає обмеження на швидкiсть точки:

f(t, x, y, z) = 0, f(t, x, y, z) > 0,

то вона називається геометричною.

6. Якщо в’язь накладає обмеження на її швидкiсть точки, то її називають кiнемати-
чною (див. (107), (108)).

7. Голономними (iнтегрованими) називають кiнематичнi в’язi, рiвняння яких можуть
бути зiнтегрованi за часом.

8. Неголономними, або неiнтегрованими, називають кiнематичнi в’язi, у диференцi-
альнi рiвняння яких входять похiднi за часом або диференцiали координат так, що
для них не iснує iнтегрувального множника.

9. Для точки iдеальними в’язями будемо називати в’язi без тертя, реакцiї яких не ма-
ють дотичних складових6. Всi iншi, вiдповiдно, називають неiдеальними.

5.3 Рух точки по гладкiй нерухомiй поверхнi

Для вивчення руху матерiальної точки по поверхнi використаємо рiвняння (106). Цi три
рiвняння мiстять шiсть невiдомих: три координати точки x(t), y(t), z(t) i три невiдомi
проекцiї Rx, Ry, Rz реакцiї в’язi. Але, як ми бачили, координати точки повиннi також
задовольняти рiвняння поверхнi, по якiй рухається точка. Це дає четверте рiвняння

f(x, y, z) = 0. (109)

Звичайно, чотирьох рiвнянь для визначення шести невiдомих недостатньо. Для отримання
двох вiдсутнiх рiвнянь використаємо умову iдеальностi в’язi.

Так як поверхня, по якiй рухається точка, iдеально гладка, то реакцiя напрямлена
по нормалi до поверхнi. Тодi, як вiдомо з диференцiальної геометрiї, напрямнi косинуси
вектора N⃗ матимуть вигляд:

cos(N⃗ , x) =
1

∆f

∂f

∂x
, cos(N⃗ , y) =

1

∆f

∂f

∂y
, cos(N⃗ , z) =

1

∆f

∂f

∂z
,

де

∆f =

√(
∂f

∂x

)2

+

(
∂f

∂y

)2

+

(
∂f

∂y

)2

.

У цьому випадку проекцiї реакцiї в’язi на осi координат декартової системи можна подати
у виглядi

Nx = N cos(N⃗ , x) =
N

∆f

∂f

∂x
, Ny = N cos(N⃗ , y) =

N

∆f

∂f

∂y
, Nz = N cos(N⃗ , x) =

N

∆f

∂f

∂z
,

(110)
6Строгiше означення iдеальних в’язей дається за допомогою вiртуальних перемiщень (див., наприклад,

[1, 5]).
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де
N =

√
N2

x +N2
y +N2

z .

Як видно з виразiв (110), в усi три проекцiї входить коефiцiєнт

λ =
N

∆f
,

який називають множником Лагранжа.
Пiдставляючи формули (110) в рiвняння (106), отримаємо систему диференцiальних

рiвнянь

mẍ = Fx + λ
∂f

∂x
, mÿ = Fy + λ

∂f

∂y
, mz̈ = Fz + λ

∂f

∂z
, (111)

якi називають рiвняннями Лагранжа 1-го роду. Разом з рiвнянням поверхнi (109) вони
визначають 4 невiдомi функцiї: x(t), y(t), z(t) та λ(t).

5.4 Рух точки по гладкiй нерухомiй кривiй

При русi матерiальної точки по кривiй рiвняння в’язей мають вигляд

f1(x, y, z) = 0, f2(x, y, z) = 0, (112)

де f1(x, y, z) = 0 та f2(x, y, z) = 0 – рiвняння поверхонь, лiнiя перетину яких є траєкторiєю
точки (рис. 13).

Рис. 13

В цьому випадку в рiвняннi
(105) реакцiю N⃗ слiд розглядати
як суму реакцiй, тобто

N⃗ = N⃗1 + N⃗2, (113)

де N⃗1 i N⃗2 – реакцiї, що замi-
нюють дiю вiдповiдно першої та
другої в’язей, рiвняння яких ма-
ють вигляд (112). Тому диферен-
цiальнi рiвняння руху запишу-
ться у виглядi

mẍ = Fx +N1x +N2x,
mÿ = Fy +N1y +N2y,
mz̈ = Fz +N1z +N2z.

(114)

Цi рiвняння мiстять дев’ять невiдомих: три координати i шiсть проекцiй реакцiй.
Напрямнi косинуси векторiв N⃗1,2 матимуть вигляд:

cos(N⃗1,2, x) =
1

∆f1,2

∂f1,2
∂x

, cos(N⃗1,2, y) =
1

∆f1,2

∂f1,2
∂y

, cos(N⃗1,2, z) =
1

∆f1,2

∂f1,2
∂z

,
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де

∆f1,2 =

√(
∂f1,2
∂x

)2

+

(
∂f1,2
∂y

)2

+

(
∂f1,2
∂z

)2

.

Тодi проекцiї реакцiй в’язей на осi координат декартової системи можна подати у виглядi

N1x = N1 cos(N⃗1, x) =
N1

∆f1

∂f1
∂x

,

N1y = N1 cos(N⃗1, y) =
N1

∆f1

∂f1
∂y

,

N1z = N1 cos(N⃗1, x) =
N1

∆f1

∂f1
∂z

,

(115)

N2x = N2 cos(N⃗2, x) =
N2

∆f2

∂f2
∂x

,

N2y = N2 cos(N⃗2, y) =
N2

∆f2

∂f2
∂y

,

N2z = N2 cos(N⃗2, x) =
N2

∆f2

∂f2
∂z

,

(116)

де
N1 =

√
N2

1x +N2
1y +N2

1z, N2 =
√
N2

2x +N2
2y +N2

2z.

У вирази (115), (116) входять два множники Лагранжа

λ1 =
N1

∆f1
, λ2 =

N2

∆f2
.

Пiдставляючи формули (115), (116) в рiвняння (114), отримаємо рiвняннями Лагранжа
1-го роду у випадку руху по гладкiй нерухомiй кривiй

mẍ = Fx + λ1
∂f1
∂x

+ λ2
∂f2
∂x

, mÿ = Fy + λ1
∂f1
∂y

+ λ2
∂f2
∂y

, mz̈ = Fz + λ1
∂f1
∂z

+ λ2
∂f2
∂z

. (117)

Разом з рiвняннями кривої (112) вони визначають 5 невiдомих функцiй: x(t), y(t), z(t),
λ1(t) та λ2(t).

5.5 Натуральнi рiвняння руху точки. Математичний маятник

При вивченнi невiльного руху матерiальної точки по нерухомiй кривiй iнодi зручно вико-
ристовувати рiвняння (105) в проекцiях на осi натурального тригранника.

Цi рiвняння мають вигляд

mwτ = Fτ +Nτ , mwn = Fn +Nn, mwb = Fb +Nb. (118)

Пiдставляючи сюди проекцiї прискорення

wτ =
dvτ
dt
, wn =

v2

ρ
, wb = 0,
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отримаємо

m
dvτ
dt

= Fτ +Nτ , m
v2

ρ
= Fn +Nn, 0 = Fb +Nb. (119)

Рiвняння (119) називаються натуральними рiвняннями руху. З третього рiвняння ви-
пливає, що бiнормальна складова реакцiї визначається статично через бiнормальну скла-
дову активної сили i вiд закону руху точки не залежить.

При заданих активних силах i вiдомих рiвняннях в’язей рiвняння (119) дозволяють
визначити закон руху точки i реакцiї в’язей. Зауважимо, що мiж проекцiями реакцiї Nτ ,
Nn, Nb зазвичай iснує простий зв’язок.

Застосуємо тепер першi два рiвняння (119) до вивчення руху математичного маятника.
Математичним маятником називається матерiальна точка, яка рухається пiд дiєю

сили тяжiння по колу, розташованому у вертикальнiй площинi. Практично це можна здiй-
снити, наприклад пiдвiсивши матерiальну точку до невагомої нерозтяжної нитки, iнший
кiнець якої закрiплений. При цьому початкова швидкiсть пiдвiшеної точки повинна роз-
ташовуватися у вертикальнiй площинi перпендикулярно до радiуса.

Рис. 14

Положення точки будемо визначати кутом φ, утвореним ни-
ткою з вертикаллю (рис. 14). Якщо m – маса точки, то дiюча
на точку сила тяжiння дорiвнює mg. Нехай довжина нитки до-
рiвнює l.

Оскiльки

vτ = lφ̇, Fτ = −mg sinφ, Fn = −mg cosφ,

то рiвняння (119) матимуть вигляд

mlφ̈ = −mg sinφ, mlφ̇2 = −mg cosφ+Nn, (120)

при цьому враховано, що реакцiя спрямована уздовж нитки i,
отже, Nτ = 0, а також, що ρ = l.

Перепишемо цi рiвняння в наступнiй формi:

φ̈+
g

l
sinφ = 0, (121)

Nn = mlφ̇2 +mg cosφ. (122)

Рiвняння (121) служить для визначення закону руху маятника, а рiвняння (122) – для
визначення реакцiї нитки.

Нехай в початковий момент (t = 0) нитка вiдхилена вiд вертикалi на кут φ = φ0 i
вiдпущена з початковою кутовою швидкiстю φ̇ = φ̇0. Визначимо реакцiю в залежностi вiд
кута φ, а також i закон руху точки φ = φ(t).

Вiдповiдно до рiвняння (122) для визначення Nn в залежностi вiд кута φ потрiбно
виразити величину φ̇2 через цей кут.

Представивши φ̈ в рiвняння (121) у виглядi

φ̈ =
dφ̇

dφ

dφ

dt
= φ̇

dφ̇

dφ
=

1

2

dφ̇2

dφ
,
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отримаємо
1

2
ldφ̇2 = −g sinφdφ.

Згадуючи, що при φ = φ0 φ̇ = φ̇0, можемо записати так:

1

2
l

φ̇∫
φ̇0

dφ̇2 = −g
φ∫

φ0

sinφdφ,

звiдки
lφ̇2 = 2g(cosφ− cosφ0) + lφ̇2

0. (123)

Пiдставляючи цей результат в рiвняння (122), отримаємо

Nn = mlφ̇2
0 +mg(3 cosφ− 2 cosφ0).

Нехай v0 = lφ̇0 – початкова швидкiсть точки, тодi

Nn =
mv20
l

+mg(3 cosφ− 2 cosφ0). (124)

Розглянемо далi двi задачi на застосування отриманих формул.

Задача 1. При якому мiнiмальному кутi φ нитка втратить натяг?
Нитка втратить натяг, якщо в’язь перестане бути утримуючою, тобто при Nn = 0:

mv20
l

+mg(3 cosφ1 − 2 cosφ0) = 0.

Звiдси випливає, що

cosφ1 =
1

3

(
2 cosφ0 −

v20
gl

)
. (125)

Задача 2. При якiй мiнiмальнiй початковiй швидкостi v0 нитка не втратить натяг
навiть при φ = π?

Пiдставляючи φ1 = π в формулу (125), знаходимо

v0 =
√

(3 + 2 cosφ0)gl,

при цьому маятник буде здiйснювати коловий рух.
Перейдемо до визначення закону руху маятника. Вводячи позначення ω2 = g/l, пере-

пишемо рiвняння (121) у виглядi

φ̈+ ω2 sinφ = 0, (126)

Розглянемо випадок малих вiдхилень, коли можна прийняти sinφ ≈ φ. В цьому випадку
диференцiальне рiвняння руху

φ̈+ ω2φ = 0,
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спiвпадає за формою з диференцiальним рiвнянням вiльних гармонiчних коливань (див.
лекцiю 9). Отже, кут φ змiнюється за законом

φ = a sin(ωt+ ε), a =

√
φ2
0 +

φ̇2
0

ω2
, ε = arctg

ωφ0

φ̇0

.

Перiод малих коливань маятника рiвний

T =
2π

ω
= 2π

√
l

g
,

тобто при малих кутах перiод не залежить вiд початкового вiдхилення φ0 (коливання
маятника iзохроннi).

У випадку довiльних кутiв φ iнтегрування нелiнiйного диференцiального рiвняння
(121) приводить до елiптичного iнтегралу першого роду.
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6 Лекцiя 6(13). Динамiка вiдносного руху матерiальної
точки

6.1 Переносна i корiолiсова сили iнерцiї

До тепер ми користувалися основним рiвнянням динамiки точки (другим законом Нью-
тона), яке справедливе тiльки в iнерцiальних системах вiдлiку. Нагадаємо, що iнерцiаль-
ною називається така система вiдлiку, у якiй виконується принцип iнерцiї (перший закон
Ньютона). У багатьох випадках задачi динамiки зводяться до дослiдження руху в тiй чи
iншiй неiнерцiальнiй системi. По сутi, неiнерцiальною є й звична для нас система вiдлiку,
пов’язана iз Землею. Втiм, тiльки досить тонкi дослiди (наприклад, спостереження за вiд-
хиленням падаючих тiл до сходу, за обертанням площини коливання маятника) можуть
виявити неiнерцiальнiсть геоцентричної системи вiдлiку. У бiльшостi застосувань систему
координат, жорстко зв’язану iз Землею, можна вважати iнерцiальною.

Значно помiтнiше проявляється неiнерцiальнiсть систем вiдлiку, пов’язаних iз технi-
чними об’єктами, якi рухаються прискорено – вiд лiфта, що прискорено пiднiмається, до
штучного супутника або космiчного корабля, який злiтає iз поверхнi Землi. Якщо пов’яза-
ти систему вiдлiку з кораблем, автомобiлем або лiтаком, що рухаються по криволiнiйних
траєкторiях або тим бiльше з ротором швидкiсної турбiни, то неiнерцiальнiсть буде на-
стiльки сильною, що основне рiвняння динамiки виявиться невiрним.

Дана лекцiя присвячена вивченню руху матерiальної точки в неiнерцiальних системах
вiдлiку. Нижче буде дано метод побудови рiвнянь руху матерiальної точки в неiнерцiальнiй
системi вiдлiку.

Припустимо, що вiдомо сили, якi дiють на матерiальну точку, а також задано рух
рухомої системи координат вiдносно деякої iнерцiальної системи (надалi будемо називати
її нерухомою системою).

Рис. 15

Поставимо своїм завданням знайти вiдносний рух то-
чки, тобто рух у неiнерцiальнiй системi вiдлiку.

Нагадаємо, що задати рух рухомої системи координат
можна за допомогою трьох координат її початку (рис. 15):
xO(t), yO(t), zO(t) i трьох кутiв Ейлера: ψ, θ, φ.

У нерухомiй системi справедливе основне рiвняння ди-
намiки

mw⃗ = F⃗ + N⃗ . (127)

Тут, як завжди, F⃗ – рiвнодiйна всiх активних сил, N⃗ –
рiвнодiйна реакцiй в’язей, m – маса матерiальної точки, w⃗
– її прискорення.

Використаємо тепер теорему Корiолiса (див. лекцiю 7) i виразимо абсолютне приско-
рення через вiдносне, переносне й корiолiсове:

w⃗ = w⃗r + w⃗e + w⃗c. (128)

Пiдставляючи (128) в (127), одержимо

mw⃗r +mw⃗e +mw⃗c = F⃗ + N⃗ .
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Переносячи частину членiв у праву частину, прийдемо до векторного рiвняння

mw⃗r = F⃗ + N⃗ + (−mw⃗e) + (−mw⃗c). (129)

Звiдси видно, що добуток маси матерiальної точки на її вiдносне прискорення не до-
рiвнює сумi рiвнодiючої всiх активних сил, що дiють на неї, i рiвнодiйної реакцiй в’язей.

Останнi два вектори в правiй частинi рiвняння (129) повинен увести спостерiгач, що
перебуває в неiнерцiальної системi вiдлiку, для того, щоб у цiй системi вiдлiку основне
рiвняння динамiки зберегло форму другого закону Ньютона.

Вектори −mw⃗e та −mw⃗c називаються силами iнерцiї. Перший називається переносною
силою iнерцiї, а другий – корiолiсовою силою iнерцiї.

Будемо надалi користуватися позначеннями

Φ⃗e = −mw⃗e, Φ⃗c = −mw⃗c = −2m(ω⃗e × v⃗r), (130)

де ω⃗e – кутова швидкiсть переносного руху.
Таким чином, рiвняння (129) набуває звичної форми основного рiвняння динамiки

(другого закону Ньютона):
mw⃗r = F⃗ + N⃗ + Φ⃗e + Φ⃗c. (131)

Ми одержали наступне правило: для того, щоб скласти диференцiальне рiвняння руху
матерiальної точки в неiнерцiальнiй системi координат у формi другого закону Нью-
тона, необхiдно до дiючих на точку активних сил i реакцiй в’язей додати переносну та
корiолiсову сили iнерцiї.

У неiнерцiальнiй системi координат сили iнерцiї проявляють себе як звичайнi сили, з
якими ми маємо справу в iнерцiальнiй системi вiдлiку. Переносна й корiолiсова сили iнерцiї
викликають вiдносне прискорення, вони можуть деформувати тiло й навiть руйнувати
його, вони виконують роботу тощо. Разом з тим необхiдно пам’ятати, що, на вiдмiну вiд
звичайних сил, наприклад сили тяжiння, величина й напрямок яких залежать тiльки вiд
характеру взаємодiї тiл i не залежать вiд вибору неiнерцiальної системи вiдлiку, переносна
й корiолiсова сили iнерцiї визначаються вибором неiнерцiальної системи координат.

Крiм того, ми не можемо вказати усерединi Сонячної системи, з якою пов’язана ге-
лiоцентрична iнерцiальна система, тiла, у результатi взаємодiї з якими виникають сили
iнерцiї.

У загальнiй теорiї вiдносностi вiдповiдно до принципу еквiвалентностi, висунутому
А. Ейнштейном, природа сил тяжiння й масових сил iнерцiї у вiдносному русi тотожна.

Зупинiмося на способах визначення сил iнерцiї й нагадаємо правила обчислення вiдпо-
вiдних прискорень.

Для того, щоб знайти переносне прискорення, необхiдно знати рух рухомої системи
координат. Формула для визначення переносного прискорення має вигляд (див. лекцiю 7)

w⃗e = w⃗O + ε⃗e × ρ⃗+ ω⃗e × (ω⃗e × ρ⃗). (132)

Тут ω⃗e, ε⃗e – кутова швидкiсть i кутове прискорення рухомої системи координат, w⃗O –
прискорення її початку, ρ⃗ – радiус-вектор точки в рухомiй системi координат (див. рис. 15).

У всiх випадках обчислення переносного прискорення й переносної сили iнерцiї кори-
сно представляти переносне прискорення як абсолютне прискорення точки, закрiпленої в
рухомiй системi координат.
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Для визначення корiолiсового прискорення щоразу необхiдно перемножувати два ве-
ктори ω⃗e i v⃗r, оскiльки

w⃗c = 2ω⃗e × v⃗r.

При складаннi рiвнянь руху матерiальної точки вiдносно систем вiдлiку, що посту-
пально рухаються, варто мати на увазi, що корiолiсовi сили iнерцiї вiдсутнi (ω⃗e = 0); а
переноснi сили iнерцiї не залежать вiд положення, яке займає точка в рухомiй системi
вiдлiку.

6.2 Частиннi випадки вiдносного руху

6.2.1 Вiдносний рух за iнерцiєю

Вiдносний рух за iнерцiєю вiдбувається, коли точка рухається вiдносно рухомої системи
рiвномiрно i прямолiнiйно, тобто коли вiдносне прискорення wr = 0. Рiвняння вiдносного
руху (131) набуває вигляду умови для сил:

F⃗ + N⃗ + Φ⃗e + Φ⃗c = 0. (133)

6.2.2 Вiдносна рiвновага

У цьому випадку точка буде нерухома вiдносно рухомої системи вiдлiку, вiдносна швид-
кiсть i вiдносне прискорення точки дорiвнюють нулю (vr = 0, wr = 0), отже, i корiолiсова
сила iнерцiї обертається в нуль (оскiльки vr = 0). Рiвняння вiдносного спокою має вигляд

F⃗ + N⃗ + Φ⃗e = 0. (134)

Тут варто вiдмiтити, що якщо виконується умова рiвноваги (134), то звiдси зовсiм не
випливає, що пiсля надання матерiальнiй точцi початкової швидкостi вона буде рухатися
рiвномiрно й прямолiнiйно (тобто здiйснювати вiдносний рух за iнерцiєю, розглянутий
вище), як це має мiсце в iнерцiальних системах. Справа в тому, що при наданнi точцi
вiдносної швидкостi, по-перше, з’являється корiолiсове прискорення Φ⃗c = −2m(ω⃗e×v⃗r) ̸= 0
i, по-друге, може змiнитися переносне прискорення (воно залежить вiд положення точки
в рухомiй системi вiдлiку) i, отже, змiниться переносна сила iнерцiї.

6.2.3 Рух в iнерцiальних системах вiдлiку

З рiвняння (131) можна вивести ще один наслiдок. Знайдемо такi системи координат, в
яких виконується перший закон Ньютона. Для цього досить вимагати, щоб при вiдсутностi
сил точка рухалася рiвномiрно й прямолiнiйно. З (131) випливає, що

Φ⃗e + Φ⃗c = 0. (135)

Звiдси зрозумiло, що умова (135) буде виконуватися, якщо переносна сила iнерцiї в будь-
якiй точцi дорiвнює нулю:

Φ⃗e = −mw⃗e = 0.
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Дiйсно, у цьому випадку рухома система вiдлiку повинна рухатися поступально рiв-
номiрно й прямолiнiйно, але тодi її кутова швидкiсть дорiвнює нулю i корiолiсова сила
iнерцiї також обертається в нуль. Рiвняння (135) виконується.

Iнакше кажучи, для того, щоб рухома система координат була iнерцiальною, досить,
щоб її початок рухався зi сталою швидкiстю, а кутова швидкiсть системи увесь час
дорiвнювала нулю: w⃗O = 0, ω⃗e = 0.

У цьому випадку завжди дорiвнюють нулю обидвi сили iнерцiї й основне рiвняння (131)
набуває вигляду

mw⃗r = F⃗ + N⃗ .

Отже, у цьому випадку справджується i другий закон Ньютона.
Таким чином, якщо iснує хоча б одна система вiдлiку, у якiй виконуються закони

Ньютона, то iснує нескiнчена множина таких систем. Всi вони рухаються одна вiдно-
сно iншої поступально рiвномiрно й прямолiнiйно. Такi системи, згiдно принципу вiдно-
сностi Галiлея-Ньютона, називаються iнерцiальними, а рiвняння руху в них – однаковi.

6.3 Рух точки вiдносно Землi

Земля не є iнерцiальною системою вiдлiку, оскiльки вiдносно зiрок вона здiйснює обер-
тання навколо своєї осi i рухається непрямолiнiйно навколо Сонця. Однак останнiй рух
для промiжкiв часу, набагато менших одного року, мало вiдрiзняється вiд рiвномiрного i
прямолiнiйного. Тому ми розглянемо лише вплив добового обертання Землi навколо своєї
осi на рух тiл, що знаходяться поблизу земної поверхнi. Це порiвняно повiльне обертан-
ня вiдбувається (вiдносно зiрок) зi швидкiстю 1 оберт за 23 години 56 хвилин 4 секунди,
тобто з кутовою швидкiстю

ωe =
2π

86 164
≈ 7 · 10−5 c−1.

Розглянемо рiзнi випадки руху точки поблизу поверхнi Землi.

6.3.1 Розмивання берегiв рiчок

Помiчено, що в пiвнiчнiй пiвкулi правi береги рiчок обривистi, а лiвi пологi. Це явище
може бути пояснено за допомогою так званого правила Бера, змiст якого в наступному.

Рис. 16

На деякий об’єм води, розташований мiж двома перерiза-
ми рiчки, що тече з пiвдня на пiвнiч (рис. 16), дiють три сили:
сила тяжiння P⃗ , реакцiя дна N⃗ , реакцiя берега F⃗ . Для запису
рiвняння динамiки в неiнерцiальнiй геоцентрической системi
координат, яка рiвномiрно обертається з кутовою швидкiстю
ωe (один оборот в добу), необхiдно ввести в рiвняння пере-
носну i корiолiсову сили iнерцiї. Тодi згiдно (131) отримаємо
рiвняння руху

mw⃗r = F⃗ + P⃗ + N⃗ + Φ⃗e + Φ⃗c. (136)

Переносне прискорення напрямлено до осi обертання Зем-
лi. Отже, переносна сила iнерцiї напрямлена в протилежний
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бiк. Корiолiсове прискорення знаходиться за правилом векторного добутку 2ω⃗e× v⃗r i тому
напрямлено по паралелi на захiд. Корiолiсова сила iнерцiї напрямлена в протилежний бiк
– на схiд.

Якщо спроектувати (136) на напрямлену на захiд дотичну до паралелi, то отримаємо

F − Φc = 0. (137)

Тут ми скористалися тим, що вiдносне прискорення розташоване в площинi меридiана.
Воно напрямлене при рiвномiрнiй течiї (vr = const) до центру Землi.

З (137) отримаємо (див. рис. 16)

F = 2mωevr sinφ, (138)

де φ – геоцентрична широта мiсця (кут мiж радiусом i екваторiальною площиною).
Отже, реакцiя берега спрямована влiво, якщо дивитися за течiєю рiчки. Значить, сила

тиску води на берег за третiм законом Ньютона повинна бути напрямлена протилежно,
тобто вона дiє на правий берег рiчки.

Зауважимо, що це правило справедливо для всiх рiчок, що течуть у пiвнiчнiй пiвкулi.
Це пояснюється тим, що в пiвнiчнiй пiвкулi при будь-якому русi точки по поверхнi Землi
горизонтальна складова корiолiсового прискорення завжди напрямлена влiво вiд вiдносної
швидкостi.

У пiвденнiй пiвкулi розмиваються лiвi береги рiчок.

6.3.2 Вiдхилення падаючих тiл до Сходу

Рис. 17

Розглянемо матерiальну точку M , яка вiльно падає на земну
поверхню з невеликою (у порiвняннi з радiусом Землi) висо-
ти. Дiючу на точку силу тяжiння P будемо вважати сталою,
а опором повiтря знехтуємо. Сили iнерцiї матимуть тут такi
ж напрямки, як i в попередньому випадку: переносна сила
iнерцiї напрямлена в протилежний бiк вiд осi обертання Зем-
лi, корiолiсова сила iнерцiї напрямлена по паралелi на схiд
(див. рис. 17) i рiвна Φc = 2mωevr sinφ.

Якщо знехтувати впливом переносної сили iнерцiї, яка дає
вклад у вiдхилення траєкторiї вiд напрямку на центр Землi
порядку ω2

e (нагадуємо, що, як було показано вище, ωe ≈ 7 ·
10−5 c−1), у порiвняннi з корiолiсовою силою iнерцiї, яка дає
вклад ∼ ωe, то розрахунки показують, що, наприклад, на

широтi φ = 45◦ при падiннi з висоти 100 м вiдхилення складе всього 1.4 см. Зi збiльшенням
висоти h вiдхилення росте пропорцiйно h3/2 [2].
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