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ЗОБРАЖЕННЯ ФОРМАЛЬНИМИ МАТРИЦЯМИ ЕЛЕМЕНТIВ
МАТРИЧНИХ ГРУП НАД АСОЦIАТИВНИМИ КIЛЬЦЯМИ

В роботi обґрунтовується зображення формальними матрицями деяких елемен-
тiв лiнiйних груп над асоцiативними кiльцями шляхом використання властивостей
лишкових i нерухомих модулiв. Показано вигляд образiв елементiв лiнiйних груп вiд-
носно їх гомоморфiзмiв у групу автоморфiзмiв модулiв над асоцiативними кiльцями
з 1, в яких елементи 2 або 3 є оборотними.

За допомогою даного пiдходу авторами були описанi гомоморфiзми з умовою (*)
матричних груп над асоцiативними кiльцями з 1. Зокрема, iзоморфiзми матричних
груп над асоцiативними кiльцями є гомоморфiзмами з умовою (*).

Ключовi слова: нерухомi та лишковi модулi, розклад модулiв, iдемпотенти, фор-
мальнi матрицi, трансвекцiї, комутатори, гомоморфiзми лiнiйних груп над кiльцями.

1. Вступ. Використання зображень елементiв лiнiйних груп формальними
матрицями до опису гомоморфiзмiв матричних груп вперше було застосовано
одним з авторiв в [1].

Зображення автоморфiзмiв модулiв над асоцiативними кiльцями формаль-
ними матрицями у загальному випадку є теоретично вiдомим i описаним у кла-
сичнiй лiтературi, зокрема, в [2].

У данiй статтi обґрунтовується зображення формальними матрицями де-
яких елементiв лiнiйних груп над асоцiативними кiльцями шляхом використа-
ння властивостей лишкових i нерухомих модулiв. Показано вигляд образiв еле-
ментiв лiнiйних груп вiдносно їх гомоморфiзмiв у групу автоморфiзмiв модулiв
над асоцiативними кiльцями з 1, в яких елементи 2 або 3 є оборотними, а також
поглиблюються i розширюються окремi твердження [3 – 4].

За допомогою даного пiдходу авторами були описанi гомоморфiзми з умовою
(*) матричних груп над асоцiативними кiльцями [3 – 4]. Як вiдомо, iзоморфi-
зми матричних груп над асоцiативними кiльцями є гомоморфiзмами з умовою
(*) i були описанi в [5].
Можливостi опису гомоморфiзмiв шляхом використання зображення елемен-

тiв формальними матрицями далеко не вичерпанi. Тому розвиток технiки, яка
дозволяє вивчати гомоморфiзми матричних груп над асоцiативними кiльцями
є актуальним.

Iншi пiдходи до вивчення матричних груп можна знайти в [6 – 8].

Роздiл 1: Математика i статистика
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2. Нерухомi та лишковi модулi. Нехай V – довiльний R-модуль над
асоцiативним кiльцем R з 1, σ –довiльний ендоморфiзм модуля V .

Нерухомими та лишковими пiдмодулями модуля V ендоморфiзма σ : V → V
будемо називати пiдмодулi R (σ) = (σ − 1)V i P (σ) = ker (σ − 1) вiдповiдно.

Тодi
R (σ) = {(σ − 1) v | v ∈ V } i P (σ) = {v ∈ V | σv = v} ,

а також R (1− σ) = σV i P (1− σ) = ker σ.
Якщо σ – автоморфiзм модуля V, то iз рiвностi σ−1 − 1 = (σ − 1) (−σ−1)

випливає, що

R
(
σ−1
)

= R (σ) i P
(
σ−1
)

= P (σ) .

Якщо W – пiдмодуль модуля V, то

σW = (σ − 1 + 1)W ⊆ R (σ) +W, σ−1W ⊆ R
(
σ−1
)

+W = R (σ) +W.

Зокрема, якщо R (σ) ⊆ W , то σ±1W ⊆ W i, як наслiдок, σW = W .
Якщо g – довiльний ендоморфiзм модуля V такий, що має мiсце один з

випадкiв gσ = σ±1g, то вiдповiдно g (σ − 1) = (σ±1 − 1) g i (σ − 1) g = g(σ±1−1).
Тому

gR (σ) ⊆ R
(
σ±1
)

= R (σ) i gP (σ) ⊆ P
(
σ±1
)

= P (σ) .

Зокрема, якщо g – автоморфiзм модуля V такий, що gσg−1 = σ±1, то

gR (σ) = R (σ) i gP (σ) = P (σ) .

Цей же результат слiдує також iз загальних формул

gR (σ) = R
(
gσg−1

)
i gP (σ) = P

(
gσg−1

)
,

якi iз-за рiвностi gσg−1− 1 = g (σ − 1) g−1 вiрнi для будь-якого ендоморфiзма σ
i будь-якого автоморфiзма g модуля V.

Мають мiсце включення

R (σ1σ2) ⊆ R (σ1) +R (σ2) , P (σ1σ2) ⊇ P (σ1) ∩ P (σ2) ,

якi випливають iз рiвностей σ1σ2− 1 = (σ1 − 1)σ2 +σ2− 1 = σ1 (σ2 − 1) +σ1− 1.
Очевидно, що σ1 i σ2 комутують тодi i тiльки тодi, коли комутують σ1 − 1

i σ2 − 1. Бiльше того, (σ1 − 1) (σ2 − 1) = (σ2 − 1) (σ1 − 1) = 0 тодi i тiльки тодi,
коли має мiсце система {

R (σ1) ⊆ P (σ2),
R (σ2) ⊆ P (σ1).

Зрозумiло, що iз даної системи включень випливає комутативнiсть σ1 i σ2.
Навпаки не завжди вiрно.

Виявляється, що нерухомi i лишковi пiдмодулi елементiв скiнченного поряд-
ку, який є оборотним в кiльцi, спiвпадають з пiрсовим розкладом iдемпотентiв,
якi вони визначають.

Наук. вiсник Ужгород. ун-ту, 2020, вип. 36, № 1 ISSN 2616-7700
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Лема 1. Нехай R – асоцiативне кiльце з 1, V – лiвий R-модуль (не обо-
в’язково вiльний), σ ∈ GL (V ), σm = 1, m ∈ R∗, e = (1 + σ + · · ·+ σm−1)m−1.
Тодi e2 = e – iдемпотент i V = R (σ)⊕ P (σ), де

P (σ) = {v ∈ V |(σ − 1) v = 0} = eV i

R (σ) =
{
v ∈ V

∣∣(1 + σ + · · ·+ σm−1
)
v = 0

}
= (1− e)V.

Доведення. Оскiльки eσi = σie = e для всiх i ≥ 0, то
e2 = e (1 + σ + · · ·+ σm−1)m−1 = e – iдемпотент i має мiсце пiрсовий розклад

V = eV ⊕ (1− e)V, де v = ev + (1− e) v, v ∈ V.

З цього розкладу випливає, що

eV = {v ∈ V |(1− e) v = 0} = ker (1− e) i (1− e)V = {v ∈ V |ev = 0} = ker e.

Оскiльки e (1− σ) = (1− σ) e = 0 i 1 − e = (1− σ) t, де t ∈ EndV i σt = tσ,
то

eV ⊆ P (σ) ⊆ ker (1− e) ⊆ eV i (1− e)V ⊆ R (σ) ⊆ ker e ⊆ (1− e)V.

Тим самим доведено, що

P (σ) = eV = ker (1− e) = {v ∈ V |(σ − 1) v = 0} ,

R (σ) = (1− e)V = ker e =
{
v ∈ V

∣∣(1 + σ + · · ·+ σm−1
)
v = 0

}
.

Лема 2. Нехай K – асоцiативне кiльце з 1, m ∈ K∗, a, b ∈ EndV , am =
bm = 1, ab = ba. Тодi

P (a) ∩ P (ab) = P (a) ∩ P (b) = P (b) ∩ P (ab) , P (a) ∩R (ab) = P (a) ∩R (b) ,

P (b) ∩R (ab) = P (b) ∩R (a) , R (a) ∩ P (ab) ⊆ R (a) ∩R (b) ,

R (b) ∩ P (ab) ⊆ R (b) ∩R (a) .

Зокрема, якщо m = 2 ∈ K∗, то R (a)∩R (b) = R (a)∩P (ab) = R (b)∩P (ab).
Якщо m = 3 ∈ K∗, то b = a на R (a) ∩ R (b) ∩ R (ab) i b = a2 на R (a) ∩ R (b) ∩
∩ P (ab).

Доведення. З властивостей нерухомих i лишкових пiдмодулiв елементiв
скiнченного порядку випливають рiвностi{

P (a) ∩ P (ab) = P (a) ∩ P (b)
P (b) ∩ P (ab) = P (a) ∩ P (b)

,

{
P (a) ∩R (ab) = P (a) ∩R (b)
P (b) ∩R (ab) = P (b) ∩R (a)

.

Нехай v ∈ P (ab). Тодi abv = v i av = b−1v , bv = a−1v . За iндукцiєю
alv = b−lv, blv = a−lv для всiх l ≥ 0. Тому R (a) ∩ P (ab) ⊆ R (a) ∩ R (b), R (b) ∩
P (ab) ⊆ R (b) ∩R (a).

Якщо m = 2 ∈ K∗, то включення леми перетворюються в рiвностi. Адже, в
цьому випадку

R (a) ∩R (b) = {v ∈ V |av = −v, bv = −v} ⊆ {v ∈ V |abv = v} ⊆ P (ab) .

Роздiл 1: Математика i статистика
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Тому R (a) ∩R (b) = R (a) ∩ P (ab) = R (b) ∩ P (ab). Зокрема,

R (a) ∩R (b) ∩R (ab) = 0, R (a) ∩R (b) ∩ P (ab) = R (a) ∩R (b) .

У випадку m = 3 ∈ K∗ виявляється, що bv = av, якщо v ∈ R(a)∩R(b)∩R(ab)
i bv = a2v, якщо v ∈ R(a) ∩R(b) ∩ P (ab).

Дiйсно, якщо v ∈ R(a) ∩R(b) ∩R(ab), то(
a2 + a+ 1

)
v = (b2 + b+ 1)v =

(
(ab)2 + ab+ 1

)
v = 0.

В такому разi(
a2 + ab+ a

)
(a− b) v = a (a+ b+ 1) (a− b) v = a

(
a2 − b2 + a− b

)
v = 0.

З отриманих рiвностей випливає, що (ab− 1)(a− b) v = 0. Оскiльки 0 =(
(ab)2 + ab+ 1

)
(a− b) v = 3 (a− b) v, то bv = av. Якщо v ∈ R(a) ∩ R(b) ∩ P (ab),

то abv = v i bv = a2v.
3. Зображення ендоморфiзмiв формальними матрицями (загаль-

ний випадок). Нехай V = V1⊕ . . .⊕ Vn – розклад лiвого R-модуля V в пряму
суму своїх пiдмодулiв V1, . . . , Vn. Це означає, що будь-який елемент v ∈ V одно-
значно зображається у виглядi суми v = v1 + . . .+vn, де vi ∈ Vi. Iз однозначностi
розкладу модуля V випливає, що iснує вiдображення ei модуля V на модуль
Vi, яке кожному елементу v модуля V ставить у вiдповiднiсть його i-ту компо-
ненту розкладу vi. Отже, vi = eiv. Насправдi ei – ендоморфiзм модуля V , який
називають проектором модуля V на пiдмодуль Vi.

Адже, якщо v = v1 + . . .+ vn i v′ = v′1 + . . .+ v′n – довiльнi елементи модуля
V , а r ∈ R, то v + v′ = v1 + v′1 + . . .+ vn + v′n, rv = rv1 + . . .+ rvn.

Тому мають мiсце рiвностi

ei (v + v′) = vi + v′i = eiv + eiv
′, ei (rv) = rvi = r (eiv) .

Бiльше того, eivj = δijvi, eiejv = eivj = δijvj = δijejv.
Накiнець, (e1 + . . .+ en) v = v для всiх v ∈ V .
Таким чином виконуються спiввiдношення

eiej = δijej, 1 = e1 + . . .+ en,

де δij – символ Кронекера.
Тим самим доведено, що елементи e1, . . . , en утворюють повну систему iдем-

потентiв кiльця EndV . В такому разi виникає розклад

EndV = ⊕
i,j
eiEndV ej.

Цей розклад називається пiрсовим розкладом кiльця EndV . Компоненти
пiрсового розкладу взагалi-то уже не є нi правими, нi лiвими iдеалами. Але
цей розклад дає зручну iнтерпретацiю кiльця ендоморфiзмв EndV модуля V
у виглядi формальних матриць. Дiйсно, нехай σ – довiльний елемент EndV .
Позначимо через Aσ = (σij) формальну матрицю, де σij = eiσej – гомоморфiзми
Vj → Vi.

Наук. вiсник Ужгород. ун-ту, 2020, вип. 36, № 1 ISSN 2616-7700
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Якщо σ i σ′ – довiльнi елементи кiльця EndV , то

Aσ+σ′ = (ei (σ + σ′) ej) =Aσ+Aσ′ ,

Aσσ′ = (ei (σσ
′) ej) = (eiσ1 · 1σ′ej) = (

∑
k

eiσek · ekσ′ej) = AσAσ′ .

Якщо V = V1 ⊕ · · · ⊕ Vn, ei : V → Vi, то 1 = e1 + · · · + en, eiej = δijej
i вiдображення σ → Aσ є кiльцевим гомоморфiзмом кiльця EndV у кiльце
формальних n× n матриць iз елементами σij = eiσej.

Дiю ендоморфiзма σ : V → V на пiдмодулях V1, . . . , Vn можна визначити
матрицею (aij) де aij – гомоморфiзми Vj → Vi за правилом:

σvi =
∑
k

aki (vi), viεVi, aki ∈ Hom(Vi, Vk).

Тодi σijvj = eiσejvj = eiσvj = ei(
∑

k akj(vj)) = aij(vj), σij = aij.
Це означає, що Aσ є формальною матрицею елемента σ на пiдмодулях

V1, . . . , Vn. Матриця Aσ будується аналогiчно до того, як будуються матрицi ен-
доморфiзмiв у фiксованiй базi шляхом запису у стовпцi коефiцiєнтiв розкладу
образiв елементiв бази вiдносно ендоморфiзма σ. Таким чином, можна вважа-
ти, що пiдмодулi V1, . . . , Vn виконують роль своєрiдних базисних елементiв, а
елементами формальної матрицi Aσ є гомоморфiзми мiж ними.

Зокрема, якщо V1, . . . , Vn вiльнi одномiрнi пiдмодулi, то елементи формаль-
ної матрицi Aσ ототожнюються з елементами кiльця R. У цьому випадку фор-
мальнi матрицi є звичайними матрицями над кiльцем R.

Якщо V1 = · · · = Vn=V0, то EndV ≡ (EndV0)n, GL(V ) ≡ GL(n,EndV0).
Це означає, що кiльце EndV можна ототожнювати з кiльцем n×n матриць,

а GL(V ) з повною лiнiйною (матричною) групою над кiльцем EndV0 шляхом
ототожнення σ з Aσ. При цьому тотожнi гомоморфiзми зручно позначати 1, а
нульовi 0.

Якщо модулi V1, . . . , Vn R-iзоморфнi з деяким лiвим R−модулем L i

g : V1 ⊕ · · · ⊕ Vn → L⊕ · · · ⊕ L(n раз)

вiдповiдний iзоморфiзм, то має мiсце внутрiшнiй iзоморфiзм

ig : EndV →M(n,EndL) за правилом ig : σ → gσg−1,

який дає можливiсть кiльце ендоморфiзмiв EndV модуля V ототожнювати з
кiльцем квадратних n × n матриць M(n,EndL) ≡ (EndL)n, а групу GL(V ) з
групою GL(n,EndL) над кiльцем ендоморфiзмiв EndL.

Зокрема, якщо V = L⊕ σL, де σ ∈ GL(V ), то iзоморфiзми

g : L⊕ σL→ L⊕ L i g−1 : L⊕ L→ L⊕ σL

задаються за правилом: g (l1 + σl2) = l1 + l2 (витирання σ), g−1 (l1 + l2) = l1 +
σl2 (дописування σ), де l1, l2 елементи L. Тому ig : GL(V )→ GL(L⊕ L),

igσl1 = gσg−1 (l1 + 0) = gσ (l1 + 0) = g (σl1 + 0) = g (0 + σl1) = 0 · l1 + 1 · l1.
Роздiл 1: Математика i статистика
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Це означає, що igσ =

(
0 ∗
1 ∗

)
.

Нехай eij – стандартна матрична одиниця у якої на мiсцi (i, j) знаходиться
1, а на рештi мiсць знаходяться нулi. Матрицi tij (r) = 1 + reij, де 0 6= r ∈ R
будемо називати елементарними трансвекцiями,

tij = tij (−1) tji (1) tij (−1) = tji(1)tij(−1)tji(1).

У довiльнiй групi G елемент [g1, g2] = g1g2g
−1
1 g−1

2 будемо називати комута-
тором елементiв g1, g2, а елемент [g1, . . . , gt] = [[g1, . . . , gt−1] , gt] – комутатором
довжини t елементiв g1, . . . , gt групи G, де t > 2.

Мають мiсце матричнi комутаторнi формули

[tik (r1) , tlj (r2)] = tij (δklr1r2) ,

де 1 ≤ k 6= i, i 6= j, l 6= j ≤ n – довiльнi числа, δkl – символ Кронекера, r1, r2 –
довiльнi елементи кiльця R. Зокрема, [tik (r) , tkj (1)] = tij (r), де 1 ≤ i, j, k ≤ n
– попарно рiзнi довiльнi числа, r ∈ R.

4. Зображення ендоморфiзмiв формальними матрицями (випадок,
коли 2 – оборотний елемент). Нехай K – асоцiативне кiльце з 1, W – лiвий
K -модуль, EndW – кiльце ендоморфiзмiв модуля W , GL (W ) = EndW ∗– група
автоморфiзмом модуля W .

Скористаємося розкладом модуля W у суму пiдмодулiв, якi породженi не-
рухомими i лишковими пiдмодулями.

Лема 3. Нехай K – асоцiативне кiльце з 1, 2 ∈ K∗, W – лiвий K – модуль,
a, b, c, d – елементи групи GL(W ) такi, що a2 = b2 = 1, ab = ba, ca = ac,
cbc−1 = ab, db = bd, dad−1 = ab, a 6= 1. Тодi iснують лiвi K – модулi L i
P та iзоморфiзм модулiв g : W → Wg, Wg = L ⊕ L ⊕ L ⊕ P , який iндукує
iзоморфiзм Λg : GL(W ) → GL(Wg) такий, що елементи Λga, Λgb, Λgc, Λgd
можна зобразити формальними матрицями

Λga = diag(−1,−1, 1, 1),Λgb = diag(1,−1,−1, 1), Λgc = diag(

(
0 α
1 0

)
, β, γ),

Λgd = diag(β1,

(
0 α1

1 0

)
, γ1)

де α, β, α1, β1 ∈ EndL, γ, γ1 ∈ EndP .

Доведення. За умовою R (a) 6= 0, bR (a) = R (a), bP (a) = P (a). Тому має
мiсце розклад

W = R (a)⊕ P (a) = R(a) ∩R(b)⊕R(a) ∩ P (b)⊕ P (a) ∩R(b)⊕ P (a) ∩ P (b).

Позначимо L = R (a) ∩ P (b) , P = P (a) ∩ P (b). Тодi cL = R (a) ∩ P (ab) =
R(a) ∩R(b) i dcL = R (ab) ∩R (b) = P (a) ∩R(b).

Оскiльки R (a) = L ⊕ cL 6= 0, то L 6= 0 i W = L ⊕ cL ⊕ dcL ⊕ P , де Wg =
L ⊕ L ⊕ L ⊕ P . Розглянемо iзоморфiзм модулiв g : W → Wg, який визначений
за правилом g (l1 + cl2 + dcl3 + p) = l1 + l2 + l3 + p, де li ∈ L, 1 ≤ i ≤ 3, p ∈ P
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i iндукований ним внутрiшнiй iзоморфiзм Λg : GL(W ) → GL(Wg), де Λgσ =
= gσg−1 для всiх σ ∈ GL(W ).

Будемо зображати елементи кiльця End(Wg) формальними 4×4 матрицями,
записуючи дiю елементiв кiльця End(Wg) на модулi Wg у стовпчики. Зокрема
отримаємо, що

Λga = diag(−1,−1, 1, 1),Λgb = diag(1,−1,−1, 1),

де 1 – одиниця кiльця EndL або кiльця EndP вiдповiдно.
Адже, дiя Λga на довiльнi елементи l1, l2, l3 модуля L i довiльний елемент

p модуля P визначається рiвностями (Λga)l1 = gag−1l1 = gal1 = g(−l1) = −l1,
(Λga)l2 = gag−1l2 = gacl2 = g (−cl2) = −l2, (Λga)l3 = gadcl3 = gdcl3 = l3,
(Λga)p = gap = gp = p.

Аналогiчно визначається дiя Λgb на довiльнi елементи l1, l2, l3 модуля L i
довiльний елемент p модуля P

(Λgb)l1 = gbg−1l1 = gbl1 = gl1 = l1, (Λgb)l2 = gbcl2 = g (−cl2) = −l2,

(Λgb)l3 = gbg−1l3 = gbdcl3 = g(−dcl3) = −l3, (Λgb)p = gbp = gp = p.

Окрiм цього, c2L = cR (a) ∩ R (b) = R (a) ∩ R (ab) = L, cdcL = cdR (a) ∩ R (b) =
P (a) ∩R (ab) = dcL, cP = P (a) ∩ P (ab) = P, (Λgc)l1 = gcl1 = l1. Тому

Λgc = diag(

(
0 α
1 0

)
, β, γ),

де α, β ∈ EndL, γ ∈ EndP .
Аналогiчно доводиться, що dcL = cL, d2L = L, dP = P, (Λgd)l2 = gdcl2 = l2,

Λgd = diag(β1

(
0 α1

1 0

)
, γ1),

де α1, β1 ∈ EndL, γ1 ∈ EndP .
Зокрема, якщо c2 = a, то α = −1, β2 = 1, γ2 = 1. Якщо c2 = 1, то α = 1, β2 =

1, γ2 = 1.
В якостi елементiв a, b, c, d, якi визначенi у лемi 3, можна вибрати образи

iнволюцiй i елементiв четвертого порядку.

Теорема 1. Нехай R i K – асоцiативнi кiльця з 1, 2 ∈ K∗, E (n,R) ⊆ G ⊆
GL (n,R) , n ≥ 3, W−лiвий K−модуль, гомоморфiзм Λ : G→ GL (W )− довiль-
ний неодиничний гомоморфiзм групи E(n,R). Тодi в групi GL (W ) в якостi
елементiв a, b, c, d, якi визначенi у лемi 3, за умови Λt2ij 6= 1 можна вибрати

a = Λdiag(−1,−1, 1, . . . , 1), b = Λdiag(1,−1,−1, 1, . . . , 1),

c = Λdiag(

(
0 −1
1 0

)
, 1, . . . , 1), d = Λdiag(1,

(
0 −1
1 0

)
, 1, . . . , 1).

При цьому c2 = a, d2 = b.
Якщо Λt2ij = 1 для деяких, а значить i для всiх 1 ≤ i 6= j ≤ n, то в якостi

елементiв a, b, c, d, можуть бути вибранi елементи

a = Λt12 (1) , b = Λt13 (1) , c = Λt32 (−1) , d = Λt23(−1).

При цьому c2 = 1, d2 = 1.
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Доведення. Нехай Λt2ij 6= 1. Безпосередньою перевiркою встановлюється,
що елементи a, b, c, d, якi заданi в умовi теореми, задовольняють спiввiдношення
леми 3 a2 = b2 = 1 ,ab = ba, ca = ac, cbc−1 = ab, db = bd, dad−1 = ab, a =
Λdiag (−1,−1, 1, . . . , 1) = Λt212 6= 1.

Якщо Λt2ij = 1, то з рiвностi [tij (1) , t2ik] = tij (2) для рiзних чисел 1 ≤ i, j, k ≤
n випливає, що Λtij (2) = 1 i елементи a, b, c, d, якi заданi в умовi теореми,
також задовольняють спiввiдношення леми 3 a2 = b2 = 1, ab = ba, ca = ac,
cbc−1 = ab, db = bd, dad−1 = ab. Якщо при цьому a = Λtij (1) = 1, то з рiвностi
[tij (1) , tjk (r)] = tik (r) для рiзних чисел 1 ≤ i, j, k ≤ n , r ∈ R випливає, що
Λ : G → GL (W )− одиничний гомоморфiзм на групi E(n,R). Це протирiчить
припущенню. Тому a = Λtij (1) 6= 1.

Вiдмiтимо, що якщо Λ – гомоморфiзм з умовою (*), то в теоремi 1 другий
випадок не має мiсця.

5. Зображення ендоморфiзмiв формальними матрицями (випадок,
коли 3 – оборотний елемент). У довiльному асоцiативному кiльцi з 1 ма-
ють мiсце спiввiдношення, використання яких у матричних кiльцях дозволяє
зображати ендоморфмiзми модулiв формальними матрицями.

Лема 4. Нехай a, b – елементи деякого асоцiативного кiльця K з 1, 3 ∈ K∗,
такi, що b2 = 1, a2 + a + 1 = 0, bab−1 = a2, e = (1− a) (1 − b)3−1, e1 = e − ab.
Тодi e2 = e, eae = (1− e) a2 (1− e) = 0 i e2 = e1, e1ae1 = (1− e1) a2 (1− e1) = 0,
(a− b) e1 = 0.

Доведення. За умовою мають мiсце рiвностi b (1− b) = −(1− b),

(1− b)2 = 2(1− b),

(1− b) a (1− b) =
(
a− a2b

)
(1− b) =

(
a+ a2

)
(1− b) = −(1− b),

(1− b) a2 (1− b) =
(
a2 − ab

)
(1− b) =

(
a2 + a

)
(1− b) = −(1− b).

Безпосередньою перевiркою отримуємо, що e2 = e. Адже,

9e2 = (3e)2 = (1− a) (1− b) (1− a) (1− b) = (1− a)
(
(1− b)2 + 1− b

)
= 9e.

Також eae = 0. Адже,

9eae = (1− a) (1− b) a (1− a) (1− b) = (1− a) (1− b)
(
a− a2

)
(1− b) =

= (1− a) (−1 + 1) = 0.

Тому ea2e = −e2 − eae = −e.
З другого боку, виконуються рiвностi

ab+ ba = ab+ a2b = −b, a2b+ ba2 = a2b+ ab = −b.

Неважко перевiрити, що мають мiсце рiвностi

3 (ea+ ae) = (1− a) ((1− b) a+ a (1− b)) = (1− a)(2a+ b),

3
(
ea2 + a2e

)
= (1− a)

(
(1− b) a2 + a2 (1− b)

)
= (1− a)(2a2 + b),

3 (eab+ abe) = (1− a) (1− b) ab+ ab (1− a) (1− b) =
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= (1− a− b+ ab) ab+ ab (1− a− b+ ab) =

= ab− a2b− a2 + 1 + ab− b− a+ 1 = 3 (1 + ab) .

З останньої рiвностi випливає, що eab+ abe = 1 + ab.
Як i вище доводиться, що (1− e) a2 (1− e) = 0. Адже,

3 (1− e) a2 (1− e) = 3
(
a2 −

(
ea2 + a2e

)
+ ea2e

)
=

= 3a2 − (1− a)
(
2a2 + b

)
− 3e = a2 − b+ 2 + ab− 3e =

= 1− a− b+ ab− 3e = 3e− 3e = 0.

Нехай e1 = e− ab. З вищеотриманих рiвностей слiдує, що

e1
2 = (e− ab)2 = e− (eab+ abe) + abab = e− (1 + ab) + 1 = e− ab = e1.

Окрiм цього, має мiсце рiвнiсть e1ae1 = 0. Дiйсно,

3e1ae1 = 3 (e− ab) a (e− ab) = 3 (ea− b) (e− ab) = 3
(
−ea2b− be+ a2

)
=

= − (1− a− b+ ab) a2b− b((1− a− b+ ab) + 3a2 =

= −a2b+ b+ a− a2 − b+ a2b+ 1− a2 + 3a2 = a2 + a+ 1 = 0.

Аналогiчно доводиться, що (1− e1)a2(1− e1) = 0, (a− b) e1 = 0.
З леми 4 випливає, що ae = (1− e) ae, a2 (1− e) = ea2 (1− e), ae1 = (1− e1) ·

· ae1 i a2 (1− e1) = e1a
2 (1− e1) .

Лема 5. Нехай K – асоцiативне кiльце з 1, 3 ∈ K∗, W – лiвий K− модуль,
a, b – елементи GL(W ) такi, що a3 = b2 = 1, bab−1 = a−1, a 6= 1. Тодi iснує
iзоморфiзм модулiв g : W → Wg,Wg = L ⊕ L ⊕ P , i iзоморфiзм Λg такi, що
елементи Λga, Λgb можна зобразити формальними матрицями

Λga =

 0 −1 0
1 −1 0
0 0 1

 , Λgb =

 0 1 0
1 0 0
0 0 γ

 ,

де γ ∈ EndP, γ2 = 1.
Зокрема, якщо W = R(a), то

Λga =

(
0 −1
1 −1

)
, Λgb =

(
0 1
1 0

)
.

Доведення. Нехай R (a) = (a− 1)W i P (a) = ker (a− 1). Оскiльки елемен-
ти a i b комутують, то пiдмодулi R (a) i P (a) є iнварiантними вiдносно a i b. Як
було зазначено вище

R (a) =
{
v ∈ W

∣∣ (a2 + a+ 1
)
v = 0

}
, P (a) = {v ∈ W | av = v} ,W = R(a)⊕P (a).

Тому a2 + a+ 1 = 0 на пiдмодулi R (a) i a = 1 на пiдмодулi P (a).
Нехай e = (1− a)(1− b)3−1, e1 = e− ab, де 1 означає одиницю групи GL(W ).
ПiдмодулiR (a) i P (a) є iнварiантними вiдносно e, e1, eP (a) ⊆ (1− a)P (a) =

= 0. Згiдно з лемою 4 e, e1 – iдемпотенти на R (a) i e = 0 на P (a).
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Iдемпотент e1 кiльця EndW визначає розклад модуля W .

W = R (a)⊕ P (a) = e1R (a)⊕ (1− e1)R (a)⊕ P (a),

де R (a) = e1R (a)⊕ (1− e1)R (a).
Позначимо L = e1R (a), P = P (a). Оскiльки a 6= 1, то R (a) 6= 0. Вiдповiдно

до леми 4 ae1R (a) ⊆ (1 − e1)R (a) i a2(1 − e1)R (a) ⊆ e1R (a), (1 − e1)R (a) ⊆
ae1R (a). Отже, (1− e1)R (a) = ae1R (a) = aL.

Тим самим, доведено, що R (a) = L⊕ aL, L 6= 0, W = L⊕ aL⊕ P .
Нехай Wg = L⊕L⊕P i g : W → Wg− iзоморфiзм модулiв, який визначений

за правилом g (l1 + al2 + p) = l1 + l2 + p, де li ∈ L, 1 ≤ i ≤ 2, p ∈ P , а
Λg : GL (W )→ GL (Wg)− iндукований g груповий iзоморфiзм.

Це означає, що елементи кiльця End (Wg) можна зобразити формальними
3× 3 матрицями

Λga =

 0 a1 0
1 a2 0
0 0 1

 , Λgb =

 0 b1 0
1 b2 0
0 0 γ

 .

Враховуючи рiвнiсть (1 + a+ a2)R (a) = 0 отримаємо, що a1 = a2 = −1. З
рiвностi b2 = 1 отримаємо, що b1 = 1, b2 = 0.

В якостi елементiв a, b якi визначенi у лемi 5, можна вибрати образи iнво-
люцiй i елементiв третього порядку.

Теорема 2. Нехай R i K – асоцiативнi кiльця з 1, 3 ∈ K∗, E (n,R) ⊆ G ⊆
GL (n,R) , n ≥ 3, W− лiвий K− модуль, гомоморфiзм Λ : G → GL (W )− до-
вiльний неодиничний гомоморфiзм групи E(n,R). Тодi в групi GL (W ) в якостi
елементiв a, b якi визначенi у лемi 5, можна вибрати

a = Λdiag(

(
0 −1
1 −1

)
, 1, . . . , 1), b = Λdiag(

(
0 1
1 0

)
,−1, 1 . . . , 1), при n ≥ 3

або у випадку n ≥ 4

a = Λdiag

((
0 −1
1 −1

)
, 1, . . . , 1

)
, b = Λdiag(

(
0 1
1 0

)
,

(
0 1
1 0

)
, 1 . . . , 1),

або у випадку n ≥ 5

a = Λdiag

((
0 −1
1 −1

)
, 1, . . . , 1

)
, b = Λdiag(

(
0 1
1 0

)
, 1, 1,−1, . . . , 1).

Доведення. Безпосередньою перевiркою встановлюється, що мають мiсце
спiввiдношення a3 = b2 = 1, bab−1 = a−1.

З формули [tijtij (−1) , tjk (1) , tji(r)] = tik (−r), де 1 ≤ i, j, k ≤ n попарно рiзнi
числа i Λ : G → GL (W )− неодиничний гомоморфiзм групи E(n,R) випливає,
що має мiсце нерiвнiсть a 6= 1.

Згiдно з теоремою 2 неодиничний елемент a групи GL (W ) , що задовольняє
рiвнiсть a2 +a+1 = 0, при iснуваннi елемента b, b2 = 1, bab−1 = a2, з точнiстю до

iзоморфiзма Λg, можна зобразити формальною матрицею diag

((
0 −1
1 −1

)
, E

)
.

Лема 6. Нехай K− асоцiативне кiльце з 1, 3 ∈ K∗, W− лiвий K− модуль,
a, b – елементи GL (W ) такi, що a, b ∈ GL (W ) , a3 = b3 = 1, ab = ba. Тодi
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iснує розклад модуля W в пряму суму пiдмодулiв, iзоморфiзм модулiв g : W →
Wg,Wg = W i iзоморфiзм Λg такий, що елементи Λga,Λgb можна зобразити
формальними матрицями

Λga = diag (z, E, x, y, E) , Λgb = diag
(
E, z1, x, y

2, E
)
,

де x2 + x+ 1 = 0, y2 + y + 1 = 0, z2 + z + 1 = 0, z2
1 + z1 + 1 = 0.

Доведення. Пiдмодулi R (a), R (b), P (a), P (b) є iнварiантними вiдносно
елементiв a i b i мають мiсце розклади W = R (a)⊕P (a), R (a) = R (a)∩R (b)⊕
R (a)∩ P (b) , P (a) = P (a)∩R (b)⊕ P (a)∩ P (b). Оскiльки (ab)3 = 1, то також
має мiсце розклад

R (a) ∩R (b) = R (a) ∩R (b) ∩R (ab)⊕R (a) ∩R (b) ∩ P (ab) .

Це означає, що має мiсце розклад модуля W в пряму суму пiдмодулiв (деякi з
яких можуть бути нульовими)

W = R (a) ∩ P (b)⊕ P (a) ∩R (b)⊕R (a) ∩R (b) ∩R (ab)⊕R (a) ∩R (b)∩

∩P (ab)⊕ P (a) ∩ P (b) .

Тим самим доведено, що елементи a i b мають вигляд вказаний в лемi 6.
Вiдмiтимо, що оскiльки (x− 1) (x+ 2) = −3 = (x2−1)(x+1), то x−1, x2−1

i аналогiчно y− 1, y2− 1, z− 1, z2− 1, z1− 1, z2
1 − 1 є оборотними на вiдповiдних

ненульових пiдмодулях.

Лема 7. Нехай K – асоцiативне кiльце з 1, 3 ∈ K∗, W− лiвий K− мо-
дуль, a, b, c, d – елементи групи GL (W ) такi, що a3 = b3 = 1, ab = ba, cac−1 =
a−1, cbc−1 = b−1, c2 = 1, dad−1 = b, d2 = 1, dc = cd.

Якщо R(a) ∩ P (b) 6= 0, то iснують лiвi K− модулi L i P та iзоморфiзм
модулiв g : W → Wg,Wg = L⊕L⊕L⊕L⊕P , який iндукує iзоморфiзм групи Λg :
GL (W ) → GL (Wg) такий, що елементи Λga,Λgb,Λgc,Λgd можна зобразити
формальними матрицями

Λga = diag(

(
0 −1
1 −1

)
, 1, 1, α), Λgb = diag

(
1, 1,

(
0 −1
1 −1

)
, β

)
,

Λgc = diag(

(
0 1
1 0

)
,

(
0 1
1 0

)
, γ),Λgd = diag(

(
0 E
E 0

)
, δ),

де α, β, γ, δ ∈ EndP, α2 = β2 = 1, γ2 = δ2 = 1, αβ = βα, γα = α2γ, γβ =
β2γ, δα = βδ, E = diag(1, 1), 1− одиниця EndL або EndP .

Якщо R (a) ∩ P (b) = 0, то iснує iзоморфiзм групи Λg : GL (W ) → GL (Wg)
такий, що елементи Λga,Λgb,Λgc можна зобразити формальними матриця-
ми

Λga = diag(

(
0 −1
1 −1

)
, E), Λgb = diag

((
α −1− 2α

1 + 2α −1− α

)
, E

)
,

Λgc = diag(

(
0 1
1 0

)
, γ), Λgd = diag

((
β γ
γ β

)
, δ

)
,

де α, β, γ ∈ EndL, α + α2 = 0, l, δ ∈ EndP, l2 = δ 2 = 1, αβ = (α + 1) γ = 0,
β2 + γ2 = 1, α = −γ2, βγ = γβ = 0, 1 – одиниця EndL, E – одиниця EndP .
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Доведення. НехайR(a)∩P (b) 6= 0. Як i в лемi 5 позначимо e = (1− a) (1− c)·
· 3−1 − ac, f = (1− b) (1− c) 3−1 − bc. Тодi e2 = e, eae = 0, f 2 = f , fbf = 0,
ded−1 = f , dfd−1 = e.

W = R (a) ∩ P (b)⊕R (b) ∩ P (a)⊕R (a) ∩R (b)⊕ P (a) ∩ P (b) ,

R (a) = eR (a)⊕ (1− e)R (a) , R (b) = fR (b)⊕ (1− f)R (b) .

Як i в лемi 5 eR (a) = (1− e)R (a) , cfR (b) = (1− f)R (b) . За умовою dR (a)∩
P (b) = R (b) ∩ P (a).

Позначимо L = eR (a) ∩ P (b), P = R (a) ∩ R (b) ⊕ P (a) ∩ P (b). Тодi R (a) ∩
P (b) = L⊕ cL, L 6= 0 , dL = fR (b)∩ P (a) R (b)∩ P (a) = dL⊕ dcL . Тим самим
доведенo, що W = L⊕ cL⊕ dL⊕ dcL⊕ P .

Нехай Wg = L ⊕ L ⊕ L ⊕ L ⊕ P, g : W → Wg− iзоморфiзм модулiв, який
визначений за правилом g (l1 + cl2 + dl3 + dcl4 + p) = l1 + l2 + l3 + l4 + p, де
li ∈ L, 1 ≤ i ≤ 4, p ∈ P , i Λg : GL (W )→ GL (Wg)− iндукований ним груповий
гомоморфiзм.

Зобразимо елементи кiльця End (Wg) формальними 5× 5 матрицями

Λga = diag(

(
0 −1
1 −1

)
, 1, 1, α), Λgb = diag

(
1, 1,

(
0 −1
1 −1

)
, β

)
,

Λgc = diag(

(
0 1
1 0

)
,

(
0 1
1 0

)
, γ),Λgd = diag

((
0 A−1

A 0

)
, δ

)
,

де α, β, γ, δ ∈ EndP i A ∈ (EndL)2− формальна 2 × 2 матриця, яка комутує

з формальними 2 × 2 матрицями
(

0 −1
1 −1

)
i
(

0 1
1 0

)
, 1 ∈ EndL. Тому, з

точнiстю до спряження, формальною матрицею diag(A, 1, 1) можна вважати,
що A = 1.

Якщо R (a) ∩ P (b) = 0, то R (b) ∩ P (a) = d(R(a) ∩ P (b)) = 0. Тому W =
R (a) ∩R (b)⊕ P (a) ∩ P (b) . Як наслiдок,

W = R (a) ∩R (b) ∩R (ab)⊕R (a) ∩R (b) ∩ P (ab)⊕ P (a) ∩ P (b) .

Формули [tijtij (−1) , tjk (1) , tji(r)] = tik(−r), де 1 ≤ i, j, k ≤ n попарно рiзнi
числа, показують, що має мiсце нерiвнiсть b 6= a2 i, як наслiдок, виконується
нерiвнiсть R (a) ∩R (b) ∩R (ab) 6= 0.

Зауважимо, що згiдно з теоремою 2 можна вважати, що x =

(
0 −1
1 −1

)
.

Зобразимо елементи a i b формальними матрицями a = diag (x, y, E), b =
diag (x, y2, E), ab = diag (x2, E, E), ab2 = diag(E, y2, E), де x2 + x + 1 = 0, y2 +
y + 1 = 0.

Неважко бачити, що R (a) = R (b) i P (a) = P (b). За лемою 5 iснує iзомор-
фiзм групи Λg : GL (W ) → GL (Wg) такий, що елементи Λga,Λgb,Λgc можна
зобразити формальними матрицями

Λga = diag(

(
0 −1
1 −1

)
, E),Λgc = diag(

(
0 1
1 0

)
, l).
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Оскiльки ab = ba, cbc−1 = b−1, b2 + b+ 1 = 0 на R (b) = R (a), то

Λgb = diag

((
α −1− 2α

1 + 2α −1− α

)
, E

)
, Λgd = diag

((
β γ
γ β

)
, δ

)
,

де α, β, γ ∈ EndL, α + α2 = 0, l, δ ∈ EndP, l2 = δ 2 = 1, αβ = (α + 1) γ = 0,
β2 + γ2 = 1, α = −γ2, βγ = γβ = 0, 1 – одиниця EndL, E – одиниця EndP .

Вiдмiтимо, що якщо Λ – гомоморфiзм з умовою (*), то в лемi 7 другий
випадок не має мiсця.

В якостi елементiв a, b, c, d якi визначенi у лемi 7, можна вибрати образи
iнволюцiй i елементiв третього порядку.

Теорема 3. Нехай R i K – асоцiативнi кiльця з 1, 3 ∈ K∗, E (n,R) ⊆
G ⊆ GL (n,R) , n ≥ 3, W− лiвий K− модуль, гомоморфiзм Λ : G → GL (W )−
довiльний неодиничний гомоморфiзм групи E(n,R). Тодi в якостi елементiв
a, b, c, d якi визначенi у лемi 6, можна вибрати

a = Λdiag(

(
0 −1
1 −1

)
, 1, . . . , 1), b = Λdiag(

(
0 1
1 0

)
,−1, 1 . . . , 1), при n ≥ 3

або у випадку n ≥ 4

a = Λdiag

((
0 −1
1 −1

)
, 1, . . . , 1

)
, b = Λdiag(1, 1,

(
0 −1
1 −1

)
, 1 . . . , 1),

c = Λdiag

((
0 1
1 0

)
,

(
0 1
1 0

)
, 1, . . . , 1

)
, d = Λdiag

((
0 E
E 0

)
, 1, . . . , 1

)
,

де E = diag (1, 1)− одинична 2× 2 матриця.

Доведення. Безпосередньою перевiркою встановлюється, що мають мiсце
спiввiдношення a3 = b3 = 1, ab = ba, cac−1 = a−1, cbc−1 = b−1, c2 = 1, dad−1 =
b, d2 = 1, dc = cd . Тому до перерахованих в теоремi 3 елементiв можна застосо-
вувати лему 7.

6. Висновки. У данiй статтi знайдено вигляд образiв деяких елементiв
матричних груп над асоцiативними кiльцями вiдносно неодиничних гомомор-
фiзмiв у групу автоморфiзмiв модулiв над асоцiативними кiльцями в яких еле-
менти 2 або 3 є оборотними елементами шляхом зображення їх формальними
матрицями.

7. Перспективи подальших дослiджень. Знаходження умов, подiбних
до умови (*) при яких гомоморфiзми матричних груп над кiльцями допускають
стандартний опис.
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