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IСНУВАННЯ L-ГО МОМЕНТУ РОЗВ’ЯЗКУ СТОХАСТИЧНИХ
ДИНАМIЧНИХ СИСТЕМ IТО-СКОРОХОДА ВИПАДКОВОЇ

СТРУКТУРИ З ЗОВНIШНIМИ ЗБУРЕННЯМИ ТА
НЕСКIНЧЕННОЮ ПIСЛЯДIЄЮ

В статтi дано означення сильного розв’язку стохастичної динамiчної системи Iто-
Скорохода випадкової структури з зовнiшнiми збуреннями i всiєю передiсторiєю, до-
веденi основнi нерiвностi, використання яких необхiдне для встановлення умов iснува-
ння i єдиностi розв’язку. Доведена глобальна теорема iснування та єдиностi розв’язку
таких динамiчних систем.

Ключовi слова: iнтеграл за вiнеровим процесом, iнтеграл за пуассоновою мiрою,
стохастичнi динамiчнi системи Iто-Скорокода, стохастична динамiчна система випад-
кової структури, марковськi перемикання.

1. Постановка задачi.
Нехай Rn – n-вимiрний дiйсний евклiдовий простiр i 1 ≤ p <∞. X є просто-

ром iсторiї, тобто простiр Rn×Dp
ρ, де Dp

ρ – простiр Скорохода локально обмеже-
них неперервних справа, що мають лiвостороннi границi, функцiй ϕ : R+ → Rn

таких, що

‖ϕ‖pρ ≡
∞∫

0

|ϕ(s)|pρ(s)ds <∞.

Норма в просторi X вводиться наступним чином

‖ϕ‖X ≡
(
|ϕ(0)|p + ‖ϕ‖pρ

)1/p

, ‖ϕ‖pρ <∞, 1 ≤ p <∞.

Означення 1. Функцiя ρ : R+ → R+ називаєтья функцiєю iз згладжуючою
властивiстю, якщо вона задовольняє таким умовам [2]:

1. ρ – сумовна в R+;
2. для ∀z ≥ 0 справедливi нерiвностi

K̄(z) ≡ ess sup
s∈R+

ρ(s+ z)

ρ(s)
≤ ¯̄K <∞;

K(z) ≡ ess sup
s∈R+

ρ(s)

ρ(s+ z)
<∞;

(1)
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3. ρ – обмежена в R+;
4. ρ > 0 – строго додатня на s ∈ (0,∞);
5. sρ(s)→ 0 коли s→∞.

Наприклад, в якостi ρ(s) можна розглянути функцiю e−s.
Нехай (Ω,F,F ≡ {Ft ⊂ F, t ≥ 0} ,P) – ймовiрнiсний базис [1]; {ξ(t), t ≥ 0} –

марковський процес iз значеннями в метричному просторi Y = {y1, .., yn} з пере-
хiдною ймовiрнiстю P(s, y, A), A ∈ BY ; {ηk, k ≥ 0} – ланцюг Маркова в метри-
чному просторi з перехiдною ймовiрнiстю на k-му кроцi Pk(h,G); {w(t), t ≥ 0}
– Rn-значний вiнерiв процес, узгоджений з потоком σ-алгебр {Ft, t ≥ 0}, а
{ν̃(dθ, dt) ≡ ν(dθ, dt)− tΠ(dθ)} незалежна вiд нього центрована пуассонова мiра
на (Θ×R+, Z×B+), для якої E {ν̃2(dθ × dt)} = Π(dθ)dt, де Π – деяка σ-скiнченна
мiра на Z.

Розглянемо стохастичну динамiчну систему випадкової структури iз зовнi-
шнiми збуреннями та усiєю передiсторiєю

dx(t) = f1(γ1)a(t, xt, ξ(t))dt+ f2(γ2)b(t, xt, ξ(t))dw(t)+

+f3(γ3)

∫
Θ

c(t, xt−, θ, ξ(t))ν̃(dθ, dt), ∀t ≥ t0; (2)

з марковськими перемиканнями

∆x|t=tk = x(tk)− x(tk−) = g
(
tk−, xtk−, ξ(tk), ηk

)
, (3)

tk ∈ S ≡ {tn ↑, n ∈ N} , lim
n→∞

tn = +∞

i початковими умовами

ξ(t0) = y ∈ Y, xt0 = ϕ ∈ X, ηk0 = h. (4)

Тут γ1, γ2 – випадковi величини, з функцiями розподiлу Fγ1(·), Fγ2(·) вiдпо-
вiдно, незалежнi вiд ξ(t) i приростiв {w(s)− w(t0), s ≥ t0}, {ν̃(s, A)− ν̃(t0, A),
s ≥ t0, A ∈ Z}; f1(·), f2(·) – деякi борелевi функцiї; векторнозначний функцiонал
{a(t, ϕ, y)} : R×X×Y → Rn, матричнозначний функцiонал {b(t, ϕ, y)} : R×X×
Y →Mn

n (Rn) та векторнозначний функцiонал {c(t, ϕ, θ, y)} : R×X×Θ×Y → Rn

– вимiрнi за сукупнiстю змiнних i при кожному ϕ ∈ X локально обмеженi по t,
а процес xt = (x(t), xtρ), де

xtρ(s) ≡
{
x(t− s), t0 ≤ s ≤ t;
ϕ(s− t), s > t.

Крiм того, ϕt0 ∈ X з ймовiрнiстю 1 i ϕ(t) не залежить вiд приростiв вiнерового
процесу {w(s)− w(t), s ≥ t ≥ t0}, центрованої пуассонової мiри {ν̃(s, A)− ν̃(t0, A),
s ≥ t0, A ∈ Z} при кожному t та випадкових величин γ1, γ2.

Означення 2. Стохастичний процес {x(t) ≡ x(t, ω), t ∈ (−∞, T ]} назвемо
сильним розв’язком задачi (2)-(4), якщо x(t) прогресивно вимiрний вiдносно
Ft при t ≤ T , вiдрiзки траєкторiй процесу xt ∈ X при t ∈ [t0, T ], xt0 = ϕ з
ймовiрнiстю 1 i рiвнiсть

x(t) = x(s) + f1(γ1)
t∫
s

a(s, xs, ξ(t))ds+ f2(γ2)
t∫
s

b(s, xs, ξ(t))dw(s)+

+f3(γ3)
t∫
s

∫
Θ

c(s, xs, θ, ξ(t))ν̃(dθ, ds)

(5)
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виконується з ймовiрнiстю 1 для всiх s ∈ [tk, tk+1), t ∈ (s, tk+1) i при tk ≥ t0:

x(tk) = x(tk−) + g(tk−, xtk , ξ(tk), ηk). (6)

Для спрощення викладок вважатимемо, що ξ(t) – однорiдний ланцюг Мар-
кова зi скiнченною кiлькiстю станiв. Згiдно [1] {xt(s), ξ(t)} є марковським про-
цесом, в якому випадкова складова x(t) ∈ X характеризує змiни вектора стану
системи, а ξ(t) – випадковi змiни її структури з врахуванням ланцюга Маркова
{ηk, k ≥ 0}, що входить як аргумент у функцiю вiдображення g(·, ·, ·, ηk). Цим i
пояснюється означення системи (2) як системи випадкової структури.

2. Основнi твердження для сильного розв’язку стохастичних дина-
мiчних систем без врахування марковських збурень.

Спочатку розглянемо бiльш просту динамiчну систему, що не мiстить мар-
ковських збурень, а саме:

dx(t) = f1(γ1)a(t, xt)dt+ f2(γ2)b(t, xt)dw(t)+

+f3(γ3)

∫
Θ

c(t, xt−, θ)ν̃(dθ, dt), ∀t ≥ t0; (7)

xt0 = ϕ ∈ X. (8)

Встановимо достатнi умови iснування i єдиностi сильного розв’язку споча-
тку для задачi (7)-(8).

Введемо позначення

|x(·)|∗t0 (t) ≡ sup
t0≤s≤t

|x(s)| .

(iнодi t0 не будемо писати, коли це не суттєво)
При доведеннi теореми iснування та єдиностi сильного розв’язку будемо ви-

користовувати нерiвностi Буркхольдера [2], [9]: для довiльного l > 1 iснують
сталi cl1, cl2 такi, що

E

∣∣∣∣∣∣
•∫

t0

ψ1(s)dw(s)

∣∣∣∣∣∣
∗l

t0

(t) ≤ cl1E

 t∫
t0

|ψ1(s)|2 ds

l/2

; (9)

E

∣∣∣∣∣∣
•∫

t0

∫
Θ

ψ2(θ, s)ν̃(dθ, ds)

∣∣∣∣∣∣
∗l

t0

(t) ≤ cl2E

 t∫
t0

∫
Θ

|ψ2(θ, s)|2 Π(dθ)ds

l/2

;

для будь-яких Ft-узгоджених процесiв ψ1(t, ω) i ψ2(θ, t, ω), таких, що

t∫
0

ψ2
1(t)dt <∞;

t∫
0

∫
Θ

ψ2
2(θ, t)Π(dθ)dt <∞

майже напевне.
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Також будемо використовувати сталi, що з’являються в таких елементарних
нерiвностях ∣∣∣∣∣

m∑
i=1

ai

∣∣∣∣∣
l

≤ k
(m)
l

m∑
i=1

|ai|l, l ≥ 0, (10)

{ai} ⊂ R, m = 1, 2, 3, 4; k
(m)
l = ml−1 ∨ 1.

Позначимо

R(t, x) ≡ f1(γ1)

t∫
t0

a(s, xs)ds+f2(γ2)

t∫
t0

b(s, xs)dw(s)+f3(γ3)

t∫
t0

∫
Θ

c(t, xs, θ)ν̃(dθ, dt),

δ(t) ≡ x(t)− y(t).

Лема 1. Нехай на ймовiрнiсному базисi (Ω,F,F,P) задано стохастичне
функцiонально-диференцiальне рiвняння (7) з початковою умовою (8). Припу-
стимо, що

1) вимiрнi функцiонали a, b, c, визначенi вiдповiдно на R ×X, R ×X, R ×
X × Z задовольянють умову Лiпшица, а саме, iснує стала L, така, що

|a(s, x)− a(s, y)|+ |b(s, x)− b(s, y)|+

+

∫
Θ

|c(s, x, θ)− c(s, y, θ)|Π(dθ) ≤ L‖x− y‖X (11)

для довiльних x, y ∈ X;
2) f1(·), f2(·) – деякi борелевi функцiї такi, що iснують E (f1(γ1))l, E (f2(γ2))l,

E (f3(γ3))l ≤ c < ∞, l > 1, де γ1, γ2, γ3 – незалежнi в сукупностi випадковi
величини;

3) x, y ⊂ X – Ft-прогресивно вимiрнi випадковi процеси, без розривiв другого
роду, для яких xt0 , yt0 ∈ X.

Тодi для ∀l > 1 справедлива нерiвнiсть

E
{
|R(·, x)−R(·, y)|∗lt0 (t)

}
≤ K1E

{∥∥δt0∥∥l
X

}
+

+K2E


t∫

t0

|δ(s)|lds+

t∫
t0

 u∫
t0

|δ(v)|pρ(s− v)dv

l/p

du

+

+K3E


 t∫
t0

|δ(s)|2ds

l/2

+

 t∫
t0

 u∫
t0

|δ(v)|pρ(s− v)dv

2/p

ds


l/2
 , (12)

де K1, K2, K3 залежать лише вiд l, p, L, (t − t0) i обмеженi при t ∈ [t0, T ].
Також K1 є нескiнченно малою o(1) при t→ t0.

Роздiл 1: Математика i статистика
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Доведення. Використовуючи нерiвностi (9), а також елементарнi нерiвностi
(10) матимемо

|R(·, x)−R(·, y)|∗lt0 (t) ≤ kl|f1(γ1)|l
∣∣∣∣∣∣

t∫
t0

(a(s, xs)− a(s, ys))ds

∣∣∣∣∣∣
∗l

t0

(t)+

+kl|f2(γ2)|l
∣∣∣∣∣∣

t∫
t0

(b(s, xs)− b(s, ys))dw(s)

∣∣∣∣∣∣
∗l

t0

(t)+

+kl|f3(γ3)|l
∣∣∣∣∣∣

t∫
t0

∫
Θ

(c(s, xs, θ)− c(s, ys, θ))ν̃(dθ, ds)

∣∣∣∣∣∣
∗l

t0

(t);

E
{
|R(·, x)−R(·, y)|∗lt0 (t)

}
≤ cklE

(t− t0)l−1

t∫
t0

|(a(s, xs)− a(s, ys))|lds+

+ccl1

 t∫
t0

|(b(s, xs)− b(s, ys))|2 ds

l/2

+

+ccl2

 t∫
t0

∫
Θ

|c(s, xs, θ)− c(s, ys, θ)|2 Π(dθ)ds

l/2
 ≤

≤ cklL
lE

(t− t0)l−1

t∫
t0

‖δs‖l ds+ (cl1 + cl2)

 t∫
t0

‖δs‖2 ds

l/2
 . (13)

Оскiльки [2] ‖δs‖pX = |δ(s)|p + ‖δs‖pρ i

‖δs‖pρ =

∞∫
0

|δ(s− v)|p ρ(v)dv =

∞∫
s−t0

|δ(s− v)|p ρ(v)dv +

s−t0∫
0

|δ(s− v)|p ρ(v)dv =

=

∞∫
0

|δ(t0 − v)|p ρ(v)
ρ(v + s− t0)

ρ(v)
dv +

s∫
t0

|δ(v)|p ρ(s− v)dv ≤

≤ ¯̄K
∥∥δt0∥∥p

ρ
+

s∫
t0

|δ(v)|p ρ(s− v)dv,

де ¯̄K визначене формулою (1).
Позначимо λ = l/p; τ = 2/p. Тодi, одержимо

‖δs‖l = (‖δs‖p)λ ≤ kλ

|δ(s)|l + ¯̄Kλ
∥∥δt0∥∥l

ρ
+

 s∫
t0

|δ(v)|p ρ(s− v)dv

λ
 ;
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‖δs‖2 = (‖δs‖p)λ ≤ kτ

|δ(s)|2 + ¯̄Kτ
∥∥δt0∥∥2

ρ
+

 s∫
t0

|δ(v)|p ρ(s− v)dv

τ .
Iнтегруючи, матимемо

t∫
t0

‖δs‖l ds ≤ kλ

 t∫
t0

|δ(s)|l ds+ ¯̄Kλ(t− t0)
∥∥δt0∥∥l

ρ
+

t∫
t0

 s∫
t0

|δ(v)|p ρ(s− v)dv

λ

ds

 ;

 t∫
t0

‖δs‖2 ds

l/2

≤ kl/2τ kl/2×

×


 t∫
t0

|δ(s)|2 ds

l/2

+ ¯̄Kλ(t− t0)l/2
∥∥δt0∥∥l

ρ
+

 t∫
t0

 s∫
t0

|δ(v)|p ρ(s− v)dv

τ

ds

l/2
 .

Пiдставивши останнi двi оцiнки в (13), одержимо (12), причому

K1 ≡ cklL
l ¯̄Kλ(kλ(t− t0)l + c(cl1 + cl2)kl/2k

l/2
τ (t− t0)l/2);

K2 = cklkλL
l(t− t0)l−1; K3 = c(cl1 + cl2)Llklkl/2k

l/2
λ .

Лема 1 доведена.
Надалi будемо користуватися наступним наслiдком з леми 1.

Наслiдок 1. При виконаннi умов леми 1 справедлива така нерiвнiсть:

E
{
|R(·, x)−R(·, y)|∗t0 (t)

}
≤ K1E

{∥∥δt0∥∥l
X

}
+M t

t0
E
{
|δ(·)|∗lt0 (t)

}
, (14)

де K1 – те саме, що i вище, а M залежить вiд (t − t0), K2, K3 i M t
t0

= O(1)
при t ↓ t0.

Доведення. Зауважимо, що
t∫

t0

 s∫
t0

|δ(v)|p ρ(s− v)dv

 ds ≤ ‖ρ‖L1

t∫
t0

|δ(v)|p dv.

Пiдставивши |δ(s)| ≤ |δ|∗t0 (t) при t0 ≤ s ≤ t в нерiвнiсть (12), ми одержимо (14)

M t
t0

= K2

(t− t0) +

t∫
t0

 s∫
t0

ρ(s− v)dv

l/p

ds

+

+K3


 t∫
t0

ds

l/2

+

 t∫
t0

 s∫
t0

ρ(s− v)dv

2/p

ds


l/2
 ≤

≤ K2(t− t0)(1 + ‖ρ‖l/pL1
) +K3(t− t0)l/2(1 + ‖ρ‖l/pL1

) = o(1) при t→ t0,

що i доводить наслiдок.

Роздiл 1: Математика i статистика
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Доведення теореми iснування та єдиностi розв’язку СДФР∞ базується на
методi послiдовних наближень Пiкара, як i увипадку класичних стохастичних
рiвнянь.

Але, враховуючи норму в просторi X, доведення вiдрiзняється вiд доведе-
ння в класичному розумiннi тим, що, взагалi кажучи, оцiнки Гронуолла не
виконуються. В процесi доведення використовується [5] Лема 2 i можливiсть
продовжити розв’язок, оскiльки M t

t0
залежить вiд (t− t0) i не залежить вiд t0.

Теорема 1. Нехай на ймовiрнiсному базисi (Ω,F, F,P) задано стохастичне
рiвняння (7) з початковою умовою (8). Припустимо, що

1) функцiонали a : R × X → Rn, b : R × X → Mn
n (Rn), c : R × X × Θ → Rn

вимiрнi за сукупнiстю змiнних;
2) iснує стала L > 0 така, що

|a(t, x)− a(t, y)|+ |b(t, x)− b(t, y)|+
∫
Θ

|c(t, x, θ)− c(t, y, θ)|Π(dθ) ≤ L ‖x− y‖X

для ∀x, y ∈ X;
3) |a(t, x)|+ |b(t, x)|+

∫
Θ

|c(t, x, θ)|Π(dθ) ≤ L(1+‖x‖X) для ∀t ∈ [t0, T ] i ∀x, y ∈

X;
4) f1(·), f2(·), f3(·) – деякi борелевi функцiї такi, що iснують E (f1(γ1))l,

E (f2(γ2))l, E (f3(γ3))l ≤ c < ∞, l > 1, де γ1, γ2, γ3 – незалежнi в сукупностi
випадковi величини;

5) ∃l > 1 i x− – випадковий процес x− ∈ Xt0 такий, що

E
∥∥xt0−∥∥lX <∞.

Тодi
1) iснує єдиний сильний розв’язок {x(t), t ∈ [t0, T ]} рiвняння (7) такий, що

xt0 = xt0− ; (15)

2) для ∀t ∈ [t0, T ] i l > 1 iснує l момент розв’язку (7)

E |x(·)|∗lt0 (t) <∞. (16)

Тут через Xt0 позначено простiр вимiрних випадкових процесiв ϕ(t), t ≤
t0, таких, що ϕt0 ∈ X з ймовiрнiстю 1, i таких, що при кожному t, ϕ(t) не
залежить вiд приростiв вiнерового процесу {w(s)− w(t0), s ≥ t0}, пуассонової
мiри {ν̃(s, A)− ν̃(t0, A), s ≥ t0, A ∈ Z} та випадкових величин γ1, γ2, γ3.

Доведення. Iснування. Визначимо послiдовнiсть {xn(t), n ≥ 0} таким чи-
ном:

xn(t) = x−(t) при t ≤ t0 для всiх n ≥ 0,

x0(t) = x−(t0) при t ≥ t0.

При n ≥ 1, t ≥ t0

xn(t) = x−(t0) +

t∫
t0

a(s, xsn−1)ds+

t∫
t0

b(s, xsn−1)dw(s) +

t∫
t0

∫
Θ

c(s, xsn−1, θ)ν̃(dθ, ds).
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З цього визначення, умов на коефiцiєнти випливає [5], що функцiї xn(t),
t ≥ t0 є прогресивно-вимiрнi вiдносно Ft, без розривiв другого роду i xtn ∈ X
при t ≥ t0.

Спочатку покажемо за iндукцiєю, що

E
{
‖x•n‖

∗l
t0

(t)
}
<∞, t0 ≤ t ≤ T.

Для n = 0 маємо xt00 ∈ X i за вище заданою побудовою для t0 ≤ t ≤ T∥∥xt0∥∥ =
∥∥T t−t0xt00 ∥∥ ≤ ¯̄c

∥∥xt00 ∥∥ = ¯̄c
∥∥xt0−∥∥ ,

¯̄c – стала, що залежить вiд ¯̄K. Тому E
{
‖x0(·)‖∗lt0 (T )

}
≤ const, E

{∥∥xt0−∥∥lX} <∞.

Припустимо, що E
{∥∥x•n−1

∥∥∗l
t0

(t)
}
< ∞, t0 ≤ t ≤ T . Використовуючи Лему

1, нерiвностi Букхольдера (9), елементарнi нерiвностi (10) та умову 3) теореми,
одержимо для ∀t0 ≤ t ≤ T

E
{
‖x•n‖

∗l
t0

(t)
}
≤ ck

(4)
l E

|x−(t0)|l + (t− t0)l−1

t∫
t0

∣∣a(s, xsn−1)
∣∣l ds+

+

 t∫
t0

∣∣b(s, xsn−1)
∣∣ dw(s)

l

+

 t∫
t0

∫
Θ

∣∣c(s, xsn−1, θ)
∣∣ ν̃(dθ, ds)

l
 ≤

≤ ck
(4)
l E

|x−(t0)|l + (t− t0)l−1

t∫
t0

∣∣a (s, xsn−1

)∣∣l ds+
+cl1

 t∫
t0

∣∣b(s, xsn−1)
∣∣2 ds

l/2

+ cl2

 t∫
t0

∫
Θ

∣∣c(s, xsn−1, θ)
∣∣2 Π(dθ)ds

l/2
 ≤

≤ k
(4)
l E

|x−(t0)|l + (t− t0)l−1Ll
t∫

t0

(
1 +

∥∥xsn−1

∥∥)l ds+Llcl1

 t∫
t0

(
1 +

∥∥xsn−1

∥∥)2
ds

l/2

+

+Llcl2

 t∫
t0

(
1 +

∥∥xsn−1

∥∥)2
ds

l/2
 ≤ ck

(4)
l E

{
|x−(t0)|l + Ll(T − t0)l + Ll(T − t0)l/2×

×(cl1 + cl2)β(1 +
∥∥x·n−1

∥∥∗
t0

(t))l
}
≤ ck

(4)
l E

{
|x−(t0)|l + Ll(T − t0)l + Ll(T − t0)l/2×

×(cl1 + cl2)β(1 +
∥∥x·n−1

∥∥∗l
t0

(T ))
}
<∞.

Далi, використовуючи Лему 1 i наслiдок 1, матимемо

E
{
|xn(·)− xn−1(·)|∗lt0 (t)

}
= E

{
|R(·, xn−1)−R(·, xn−2)|∗lt0 (t)

}
≤
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≤M t
t0

E
{
|xn−1(·)− xn−2(·)|∗lt0 (t)

}
.

Згiдно того ж наслiдку, можемо обрати t1 > 0 таке, що M t
t0
< 1/2 для

t ∈ [t0, t0 + t1], де t1 не залежить вiд t0.
Якщо покласти

K ≡ E
{
|x1(·)− x0(·)|∗lt0

}
<∞

матимемо E
{
|xn(·)− xn−1(·)|∗lt0 (T )

}
≤ K

2n
, t ∈ [t0, t0 + t1].

Враховуючи нерiвнiсть Чебишева, одержимо збiжний ряд

∞∑
n=1

P

{
|xn(·)− xn−1(·)|∗lt0 (t) >

1

n2

}
≤

∞∑
n=1

n2lE
{
|xn(·)− xn−1(·)|∗lt0 (t)

}
≤

≤ K
∞∑
n=1

n2l

2n
<∞.

Отже, за лемою Бореля-Кантеллi iснує рiвномiрна збiжнiсть майже напевне

на [t0, t0 + t1] суми xn(t) ≡ x−(t0) +
n−1∑
k=1

|xk(t)− xk−1(t)|.

Тому границя x(t) = lim
n→∞

xn(t) iснує на [t0, t0 + t1].
Покажемо, що {x(t), t ≤ t1} – розв’язок рiвняння (7). Проведемо оцiнки, ви-

користовуючи наслiдок 1:

E


∣∣∣∣∣∣x(·)− x−(t0)− f1(γ1)

·∫
t0

a(s, xs)ds− f2(γ2)

·∫
t0

b(s, xs)dw(s)−

−f3(γ3)

·∫
t0

∫
Θ

c(s, xs, θ)ν̃(dθ, ds)

∣∣∣∣∣∣
∗l

t0

(t)

 =

= E

∣∣∣∣∣∣(x(·)− xn(·))−
·∫

t0

f1(γ1)
[
a(s, xs)− a(s, xsn−1)

]
ds−

−
·∫

t0

f2(γ2)
[
b(s, xs)− b(s, xsn−1)

]
dw(s)−

−
·∫

t0

∫
Θ

f3(γ3)
[
c(s, xs, θ)− c(s, xsn−1, θ)

]
ν̃(dθ, ds)

∣∣∣∣∣∣
∗l

t0

≤ k
(2)
l E |x(·)− xn(·)|∗lt0 (t)+

+ck
(2)
l E |R(·, x)−R(·, xn−1)|∗lt0 (t) ≤ k

(2)
l E |x(·)− xn(·)|∗lt0 (t)+

+ck
(2)
l E |x(·)− xn−1(·)|∗lt0 (t),

нагадаємо, що при t ≤ t1 M
t
t0
< 1/2.
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Залишилось довести, що lim
n→∞

E |x(·)− xn(·)|∗l (t) = 0.

Нехай bi = i−2/l′ , l′ =
l

l − 1
. Тодi з нерiвностi Гельдера (при l > 1)

E |xn(·)− xn + k(·)|∗l (t) ≤ E

(
n+k−1∑
i=n

|xi(·)− xi+k(·)|∗ (t)

)l

=

= E

(
n+k−1∑
i=n

|xi(·)− xi+k(·)|∗ (t)bib
−1
i

)l

≤

≤ E

(
n+k−1∑
i=n

|xi(·)− xi+1(·)|∗ (t)b−li

)(
n+k−1∑
i=n

bl
′

i

)l/l′

≤

(
∞∑
i=1

Kb−li
2i

)(
∞∑
i=n

bl
′

i

)l−1

i
|x(·)− xn(·)|∗l (t) ≤ lim inf

k
|x(·)− xn+k(·)|∗l (t),

за лемою Фату

E |x(·)− xn(·)|∗l (t) ≤ K

(
∞∑
i=1

b−li
2i

)(
∞∑
i=n

bl
′

i

)l−1

→ 0 коли n→∞.

Таким чином, доведено iснування розв’язку (7) для t ∈ [t0, t0 + t1]. Про-
довжимо цей розв’язок за t0 + t1. Для цього досить шукати розв’язок (7) для
t ≥ t0 + t1 з початковими даними

ϕ1(t) =

{
x−(t), t ≤ t0;
x(t), t ∈ [t0, t0 + t1].

Очевидно, що ϕ1 ∈ Xt0+t1 . Повторюючи вищеописанi викладки, одержимо
розв’язок x(t), t0 + t1 ≤ t ≤ t0 + 2t1, i для такого t

x(t) = ϕ1(t0 + t1) + f1 (γ1)

t∫
t0+t1

a(s, xs)ds+ f2 (γ2)

t∫
t0+t1

b(s, xs)dw(s)+

+f3 (γ3)

t∫
t0+t1

∫
Θ

c(s, xs, θ)ν̃(dθ, ds) =

= x−(t0) + f1 (γ1)

t0+t1∫
t0

a(s, xs)ds+ f2 (γ2)

t0+t1∫
t0

b(s, xs)dw(s)+

+f3 (γ3)

t0+t1∫
t0

∫
Θ

c(s, xs, θ)ν̃(dθ, ds)+

+f1 (γ1)

t∫
t0+t1

a(s, xs)ds+ f2 (γ2)

t∫
t0+t1

b(s, xs)dw(s)+
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+f3 (γ3)

t∫
t0+t1

∫
Θ

c(s, xs, θ)ν̃(dθ, ds) =

= x−(t0) + f1 (γ1)

t∫
t0

a(s, xs)ds+ f2 (γ2)

t∫
t0

b(s, xs)dw(s)+

+f3 (γ3)

t∫
t0

∫
Θ

c(s, xs, θ)ν̃(dθ, ds)

i тому x(t), t0 + t1 ≤ t ≤ t0 + 2t1 є розв’язком (7) з початковими умовами (15).
Аналогiчно, припускаючи, що побудовано розв’язок x(t), t0 + t1 ≤ t ≤ t0 + kt1,
k ≥ 1, будується розв’язок x(t), t0 + t1 ≤ t ≤ t0 + (k+ 1)t1 з початковою iсторiєю
до t0 + kt1, заданою процесом

ϕ1(t) =

{
x−(t), t ≤ t0;
x(t), t ∈ [t0, t0 + kt1]

∈ Xt0+kt1 .

Далi, рухаючись аналогiчно до t0+kt1 ≥ T , одержимо Ft-вимiрний розв’язок
{x(t), t0 ≤ t ≤ T}, що задовольняє (15).

Єдинiсть. Нехай {x1(t), t ∈ [t0, T ]} i {x2(t), t ∈ [t0, T ]} – два розв’язки рiв-
няння (7), що задовольняють (15) i (16). Позначимо δ(t) ≡ x1(t) − x2(t), тодi з
наслiдку випливає (тут δ∗t0(t) = |δ(·)|∗t0 (t))

Eδ∗lt0(t) ≤M t
t0

Eδ∗t0(t).

Нехай t̄ ≤ T − t0 є таким, що M t
t0
≤ α < 1 для t0 ≤ t ≤ t̄+ t0. Тодi,

Eδ∗lt0(t) = 0 для t0 ≤ t ≤ t̄+ t0.

Таким чином,

P ({x1(t) = x2(t), t0 ≤ t ≤ t0 + t̄ ≡ θ1}) = 1.

Рухаючись далi, одержимо Eδ∗lt0(t) = 0 для t ∈ [θ1, θ2], θ2 ≡ θ1 + t̄2 i пiсля
скiнченної кiлькостi крокiв P ({x1(t) = x2(t), t0 ≤ t ≤ T}) = 1.

Доведено єдинiсть сильного розв’язку, що задовольняє лише (15). НехайN >
0, i для t0 ≤ t ≤ T, IN є iндикатором такої множини

Ωn =
{
ω : |x1(·)|∗t0 (t) ≤ N, |x2(·)|∗t0 (t) ≤ N

}
.

Оскiльки IN(t) = IN(t)Is(t), s ≤ t, то, повторюючи доведення леми 1 та її на-
слiдку, одержимо нерiвнiсть E |IN(·)δ (·)|∗lt0 (t) ≤ M t

t0
E |IN(·)δ (·)|∗lt0 (t), i, викори-

стовуючи тi ж роздуми, що й ранiше, матимемо E |IN(·)δ (·)|∗lt0 (t) = 0, t0 ≤ t ≤ T .
Звiдси випливає, що

P {δ(t) 6= 0} ≤ P
{
|x1(·)|∗lt0 (t) > N

}
+ P

{
|x2(·)|∗lt0 (t) > N

}
,

але x1, x2 – локально обмеженi, а отже, ймовiрностi в правiй частинi нерiвностi
прямують до нуля при N →∞ i, отже, δ(t) = 0 при t ∈ [t0, T ].
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3. Теорема iснування i єдиностi розв’язку стохастичної динамiчної
системи Iто-Скорохода випадкової структури з зовнiшнiми збурення-
ми i всiєю передiсторiєю.

Опишемо як можна адаптувати теорему 1 для системи (2)-(4) [6].
Припустимо, що зовнiшнi перемикання типу (3) вiдсутнi. Тодi на iнтервалi

t ∈ [t0, t1), де ξ(t) = y1 ∈ Y, розглянемо систему

dx(t) = f1(γ1)a(t, xt, y1)dt+ f2(γ2)b(t, xt, y1)dw(t) + f3(γ3)

∫
Θ

c(t, xt−, θ, y1)ν̃(dθ, dt)

з початковими умовами

ξ(t0) = y ∈ Y, xt0 = ϕ ∈ X.

На основi теореми 1 можна стверджувати, що дана задача має єдиний розв’язок
на промiжку t ∈ [t0, t1).

Далi, розглянемо iнтервал t ∈ [t1, t2). Тут ξ(t) = y2 ∈ Y, а рух вiдбувається
в силу системи

dx(t) = f1(γ1)a(t, xt, y2)dt+ f2(γ2)b(t, xt, y2)dw(t) + f3(γ3)

∫
Θ

c(t, xt−, θ, y2)ν̃(dθ, dt)

з початковою умовою ξ(t1) = y1, а в якостi початкової функцiї ϕ(θ) слiд роз-
глянути вiдрiзок траєкторiї x(t), t ∈ [−∞, t1]. Очевидно, що i тут має мiсце
твердження про iснування єдиного розв’язку.

Таким чином, теорема 1, має мiсце на вiдрiзку [0, T ] ⊃
n−1⋃
k=0

[tk, tt+1) (0 = t0 <

t1 < t2 < ... < tn = T ).
Розглянемо випадок, коли зовнiшнi перемикання типу (3) вiдбуваються в

моменти часу t∗1 < t∗2 < ... < t∗n, t∗1 > t0, а значення ξ(t) = y залишається
незмiнним.

Тодi замiсть системи (2) слiд розглядати систему

dx(t) = f1(γ1)a(t, xt, y)dt+ f2(γ2)b(t, xt, y)dw(t)+

+f3(γ3)

∫
Θ

c(t, xt−, θ, y)ν̃(dθ, dt), ∀t ≥ t0; (17)

з початковою умовою
xt0 = ϕ ∈ X, ηk0 = h0, (18)

для iнтервалу t ∈ [t0, t
∗
1); i початковою умовою

xt
∗
1 = xt

∗
1− + g(t∗1−, y, h1, x(t∗1−)), ηk1 = h1, (19)

для t ∈ [t0, t
∗
1).

Аналогiчно для iнтервалу t∗k ≤ t ≤ t∗k+1 слiд розглядати систему (17) з поча-
тковою умовою

xt
∗
k = xt

∗
k− + g(t∗k−, y, hk, x(t∗k−)). (20)
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Для початкових умов (20), k ≥ 2 значення початкової функцiї в точцi tk слiд
розумiти як границю злiва.

Враховуючи теорему 1 можна стверджувати, що система (17), (20) має єди-
ний розв’язок на iнтервалi [t∗k−1, t

∗
k) при всiх k ≥ 1.

Отже, на пiдставi вищесказаного, має мiсце наступна теорема.

Теорема 2. Нехай на ймовiрнiсному базисi (Ω,F, F,P) задана стохастична
динамiчна система (2)-(4). Припустимо, що

1) функцiонали a : R ×X → Rn, b : R ×X → Mn
n (Rn), c : R ×X × Θ → Rn

вимiрнi за сукупнiстю змiнних;
2) iснує стала L > 0 така, що

|a(t, ϕ1, y)− a(t, ϕ2, y)|+ |b(t, ϕ1, y)− b(t, ϕ2, y)|+

+

∫
Θ

|c(t, ϕ1, θ, y)− c(t, ϕ2, θ, y)|Π(dθ)+|g(t, ϕ1, y, h)− g(t, ϕ2, y, h)| ≤ L‖ϕ1 − ϕ2‖X

для ∀ϕ1, ϕ2 ∈ X, ∀t ∈ [t0, T ], y ∈ Y, h ∈ H;
3) виконується нерiвнiсть

|a(t, ϕ, y)|+ |b(t, ϕ, y)|+
∫
Θ

|c(t, ϕ, θ, y)|Π(dθ) + |g(t, ϕ, y, h)| ≤ L(1 + ‖ϕ‖X)

для ∀t ∈ [t0, T ], y ∈ Y, h ∈ H; ϕ ∈ X.
4) f1(·), f2(·), f3(·) – деякi борелевi функцiї такi, що iснують E (f1(γ1))l,

E (f2(γ2))l, E (f3(γ3))l ≤ c < ∞, l > 1, де γ1, γ2, γ3 – незалежнi в сукупностi
випадковi величини;

5) ∃l > 1 i x− – випадковий процес x− ∈ Xt0 такий, що

E
∥∥xt0−∥∥lX <∞.

Тодi
1) iснує єдиний сильний розв’язок {x(t), t ∈ [t0, T ]} рiвняння (2) такий, що

xt0 = xt0− ;

2) для ∀t ∈ [t0, T ] i l > 1 iснує l момент розв’язку (2)

E |x(·)|∗lt0 (t) <∞.

Список використаної лiтератури
1. Царьков Е. Ф. Случайные возмущения дифференциально-функционалных уравнений.

Рига: Зинатне, 1989. 421 с.
2. Mizel V., Trutzer V. Stochastic hereditary equations: existence and asymptotic stability.

Journal of Integral Equations. 1984. Vol. 7. Pp. 1–72.
3. Ikeda N., Watanabe S. Stochastic Differential equations. Sijthoff and Noodhoff, 1980. 175 р.
4. Korolyuk V. S., Korolyuk D. V. Stochastic Models of Systems. Kluwer, Dordrecht. 1999.
5. Антонюк С. В., Ясинский В. К. Существование l-го момента решения стохастического

дифференциально-функционального уравнения со всей предысторией. Кибернетика и
системный анализ. 2008. Вып. 4. С. 141–151.

6. Ясинський В. К. Математична теорiя процесiв випадку. Чернiвцi: ”Родовiд”, 2014. 272 с.

Наук. вiсник Ужгород. ун-ту, 2020, вип. 36, № 1 ISSN 2616-7700



54 В. К. ЯСИНСЬКИЙ, С. В. АНТОНЮК

7. Королюк В. С., Царков Є. Ф., Ясинський В. К. Випадковi процеси. Теорiя та комп’ютерна
практика. Чернiвцi: ”Золотi литаври”, 2009. 798 с.

8. Ширяев А. Н., Булинский А. В. Теория случайных процессов. Москва: Физматлит, 2005.
408 с.

9. Лукашiв Т. О., Ясинський В. К. Стiйкiсть за ймовiрнiстю в цiлому стохастичних динамi-
чних систем випадкової структури з постiйним запiзненням. Волинський математичний
вiсник. Серiя: Прикладна математика. 2013. Вип. 10(191). С. 140–151.

Yasynskyy V. K., Antonyuk S. V. Existence of l-th moment of solution of
Ito-Skorokhod stochastic dynamic systems of random structure with external dis-
turbances and all prehistory.

In this article the definition of strong solution of Ito-Skorokhod stochastic dynamic systems
of random structure with external disturbances and all prehistory is presented, important
inequalities, which are used to prove Existence and Uniqueness theorems are proved. Global
Existence and Uniqueness theorem is proved.
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