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ПРО МОДЕЛЮВАННЯ ГАУССОВОГО ПРОЦЕСУ IЗ ТОЧНIСТЮ
ТА НАДIЙНIСТЮ В ПРОСТОРI LP ([0, T ])

В останнi часи теорiя стохастичних процесiв та полiв широко використовується в
рiзних галузях науки i не тiльки в природничих сферах, а саме її використання є ва-
жливим у фiзицi, радiофiзицi, iнформатицi, програмнiй iнженерiї, соцiологiї, бiологiї,
океаналогiї, метеорологiї, фiнансовiй математицi, теорiї прийняття рiшень, системах
масового обслуговування тощо. Тому актуальною проблемою для ймовiрносникiв є
побудова математичної моделi випадкового процесу або поля та вивчення її аналiти-
чних властивостей. Проблеми чисельного моделювання стають особливо важливими
завдяки потужним можливостям комп’ютерних технологiй, що дозволяють створю-
вати програмнi засоби для моделювання та для передбачення поведiнки випадкового
процесу. Пiд статистичним моделюванням ми розумiємо комп’ютерну реалiзацiю спо-
чатку випадкової величини, а потiм вже випадкового процесу або поля при заданих
характеристиках даних об’єктiв моделювання.

Стаття присвячена моделюванню випадкового процесу iз наперед заданою точнi-
стю та надiйнiстю в банаховому просторi Lp([0, T ]). Припускається, що випадковий
процес є стацiонарним гауссовим iз вiдомою скiнченною коварiацiйною функцiєю.
Якщо випадковий процес подано як збiжний у середньому квадратичному ряд iз ви-
падковими доданками, то, зазвичай, у якостi моделi можна розглядати скiнченну суми
перших доданкiв, тобто зрiзку ряду. Тому, перша проблема, яка виникає у статтi, як
розкласти випадковий процес у ряд при вiдомiй коварiацiйнiй функцiї. Для цього у
статтi використовується Теорема Карунена-Лоєва i для побудови моделi застосовуємо
розклад Карунена-Лоєва випадкового процесу. У данiй роботi особливу увагу придi-
лено точностi та надiйностi побудованої моделi. Це означає, що спочатку ми будуємо
модель, а потiм її перевiряємо за допомогою певних тестiв на адекватнiсть iз заданими
вхiдними параметрами. Отже, знаючи наперед точнiсть та надiйнiсть та з використан-
ням доведених у статтi результатiв для перевiрки адекватностi, можна стверджувати,
що побудова модель буде гарно описувати початковий випадковий процес.

Ключовi слова: гауссовий процес, модель, точнiсть, надiйнiсть, спектральна щiль-
нiсть.

1. Вступ. Однiєю з актуальних задач теорiї випадкових процесiв є побудова
математичної моделi випадкового процесу та вивчення її властивостей. Пробле-
ми чисельного моделювання стають особливо важливими завдяки потужним
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можливостям комп’ютерних технологiй, що дозволяють використовувати про-
грамне забезпечення як iнструмент моделювання та прогнозувати поведiнку
випадкового процесу. Iснують рiзнi методи моделювання випадкових процесiв i
полiв. У [1,2] така проблематика вивчалась для рiзних стохастичних процесiв i
полiв, зокрема для гауссiвських та субгауссiвських випадкових процесiв.

Розглянемо стацiонарний гауссовий випадковий процес X(t), t ∈ R, для яко-
го EX(t) = 0, коварiацiйна функцiя для всiх t ∈ R має вигляд

R(τ) = EX(t+ τ)X(t) = σ2 exp{−α|τ |}(1 + α|τ |), σ, α > 0. (1)

Якщо iснує спектральна щiльнiсть f(·) процесу X, то за теоремою Бохнера-
Хiнчина коварiацiйну функцiю дiйсного стацiонарного процесу можна подати
у виглядi

R(τ) =

∫ ∞
−∞

cos(λτ)f(λ)dλ.

Для процесу з коварiацiйною функцiєю (1) спектральна щiльнiсть дорiвнює

f(λ) =
2σ2α3

π(α2 + λ2)2
.

А отже,

R(τ) =

∫ ∞
−∞

cos(λτ)
2σ2α3

π(α2 + λ2)2
dλ

та випадковий процес зображається так:

X(t) =

∫ ∞
−∞

cos(λt)dξ1(λ) +

∫ ∞
−∞

sin(λt)dξ2(λ), t ∈ R. (2)

де ξ1(λ) i ξ2(λ) — незалежнi центрованi гауссовi випадковi процеси з ортого-
нальними приростами, тобто для λ1 > λ2

E(ξi(λ1)− ξi(λ2))2 =

∫ λ1

λ2

f(λ)dλ i = 1, 2.

Коварiацiйну функцiю (1) можна подати у виглядi суми двох iнтегралiв

R(t, s) = R(t− s) =

∞∫
−∞

f1(t, λ)f1(s, λ)dλ+

∞∫
−∞

f2(t, λ)f2(s, λ)dλ,

де

f1(t, λ) = cos(λt)

√
2α3

π

σ

α2 + λ2
, (3)

f2(t, λ) = sin(λt)

√
2α3

π

σ

α2 + λ2
. (4)

Сформулюємо теорему iз статтi [3], доведення якої спирається на вiдому
теорему Карунена-Лоєва.

Роздiл 1: Математика i статистика
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Теорема 1. Нехай X(t), t ∈ T, центрований комплексний випадковий про-
цес зi скiнченною дисперсiєю та коварiацiйною функцiєю R(t, s) = EX(t)X(s).
Нехай (Λ,BΛ, µ) — вимiрний простiр з σ-адитивною мiрою µ. Припустимо, що
f(t, λ), t ∈ T, належать простору L2(Λ, µ), {gk(λ), k ∈ Z} — ортонормований
базис (ОНБ) в L2(Λ, µ). Коварiацiйна функцiя R(t, s) зображається як

R(t, s) =
n∑
i=1

∫
Λ

fi(t, λ)fi(s, λ)dµ(λ),

тодi i тiльки тодi, коли сам випадковий процес допускає розклад X(t)

X(t) =
n∑
i=1

∑
k∈Z

aik(t)ξik, (5)

де
aik(t) =

∫
Λ

fi(t, λ)gk(λ)dµ(λ),

ξik — центрованi некорельованi випадковi величини , Eξik = 0, Eξikξil = δkl та
Eξ2

ik = 1 для всiх i.

Iз (2) випливає, що випадковий процес X(t) дорiвнює сумi двох процесiв

X(t) = XΛ(t) +XΛ(t), (6)

де

XΛ(t) =

∫ Λ

−Λ

cos(λt)dξ1(λ) +

∫ Λ

−Λ

sin(λt)dξ2(λ), (7)

XΛ(t) =

∫
|λ|≥Λ

cos(λt)dξ1(λ) +

∫
|λ|≥Λ

sin(λt)dξ2(λ). (8)

Легко показати, що коварiацiйна функцiя для XΛ(t) записується так:

RΛ(t, s) =

Λ∫
−Λ

f1(t, λ)f1(s, λ)dλ+

Λ∫
−Λ

f2(t, λ)f2(s, λ)dλ,

де функцiї f1(t, λ) i f2(t, λ) визначенi в (3)-(4).
Застосуємо теорему 1 для процесуXΛ(t) з викоританням тригонометричного

ОНБ в просторi L2([−Λ,Λ]){
a0 =

1√
2Λ
, ak1 =

1√
Λ

cos

(
kπ

Λ
λ

)
, ak2 =

1√
Λ

sin

(
kπ

Λ
λ

)
, k ≥ 1

}
i отримаємо наступний розклад в ряд процесу XΛ(t) у сенсi збiжностi у сере-
дньому квадратичному

XΛ(t) = a0(t)ξ0 +
∞∑
k=1

[a1kΛ(t)ξ1k + a2kΛ(t)ξ2k], (9)
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де випадковi величини {ξ0, ξ1k, ξ2k, k = 1, 2 . . .} такi, що Eξik = 0, Eξikξil = δkl
для i = 1, 2 та Eξikξjl = 0 для i 6= j,

a0Λ(t) =
1√
2Λ

∫ Λ

−Λ

cos(λt)

√
2α3

π

σ

α2 + λ2
dλ;

a1kΛ(t) =
1√
Λ

∫ Λ

−Λ

cos(λt)

√
2α3

π

σ

α2 + λ2
cos

(
kπ

Λ
λ

)
dλ;

a2kΛ(t) =
1√
Λ

∫ Λ

−Λ

sin(λt)

√
2α3

π

σ

α2 + λ2
sin

(
kπ

Λ
λ

)
dλ.

Зауваження 1. Оскiльки випадковий процес X(t) є гауссовим, то i вели-
чини {ξ0, ξ1k, ξ2k, k = 0, 1, 2, . . .} в розкладi (9) є гауссовим та незалежними.

2. Побудова моделi випадкового процесу. Зображення (5) можна вико-
ристати для побудови моделi випадкового процесу X iз наперед вiдомою точнi-
стю та надiйнiстю в рiзних банахових просторах. В данiй статтi розглядається
моделювання в просторi Lp([0, T ]).

Припутимо, що гауссовий випадковий процес X(t), t ∈ R можна розкласти
у середньому квадратичному в ряд

X(t) =
∞∑
k=0

ak(t)ξk,

де ξk, k = 0, 1, 2 . . . — незалежнi нормально розподiленi випадковi величини з
Eξk = 0, Eξ2

k = 1.

Означення 1. Будемо говорити, що випадковий процес XN(t) є моделлю
процесу X(t), якщо

XN(t) =
N∑
k=0

ak(t)ξk.

Через || · || позначимо норму у функцiональному банаховому просторi B.
Наприклад, в Lp([0, T ]) нормою буде ||f(t)|| = (

∫ T
0
|f(t)|pdt)

1
p , в просторi непе-

рервних функцiй C[0, T ] нормою є ||f(t)|| = sup
t∈[0,T ]

|f(t)| тощо.

Означення 2. Модель XN(t) наближає випадковий процес X(t) iз наперед
заданою точнiстю δ > 0 та надiйнiстю 1− ν, ν ∈ (0, 1) в банаховому просторi
B, якщо

P{||XN(t)−X(t)|| > δ} ≤ ν. (10)

Для того, щоб побудувати модель з точнiстю δ та надiйнiстю 1−ν у заданому
просторi, необхiдно знайти такеN , для якого виконується нерiвнiсть (10). Бiльш
детально про моделювання iз заданою точнiстю та надiйнiстю можна прочитати
у [2], [1] тощо.

Для процесу X(t) з коварiацiйною функцiєю (1) на вiдрiзку [0, T ] як модель
будемо використовувати таку скiнченну суму

XN(t) = a0Λ(t)ξ0 +
N∑
k=1

[a1kΛ(t)ξ1k + a2kΛ(t)ξ2k]. (11)

Роздiл 1: Математика i статистика
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Насправдi, дана модель є сумою перших N доданкiв з розкладу (9).
3. Точнiсть та надiйнiсть моделi в просторi Lp([0, T ]). В роботi Коза-

ченко Ю.В., Каменщикова О. [4] доведено таку теорему про оцiнку норми для
ϕ-субгауссових та субгауссових процесiв в просторi Lp(T). Оскiльки гауссовий
процес є частковим випадком субгауссового, то можна використати теорему i
для гауссового випадку.

Теорема 2. Нехай {T, µ}— вимiрний простiр, ξ = {ξ(t), t ∈ T} — строго
субгауссовий випадковий процес з Eξ2(t) <∞. Нехай iснує iнтеграл Лебега∫

T

(
Eξ2(t)

) p
2 dµ(t) <∞,

тодi з iмовiрнiстю одиниця iснує
∫
T
|ξ(t)|pdµ(t) та

P

{∫
T

|ξ(t)|pdµ(t) > ε

}
≤ 2 exp

{
− ε2/p

2c2/p

}
(12)

при ε > cpp/2, де c =
∫
T

(Eξ2(t))
p
2 dµ(t).

Доведемо допомiжну лему.

Лема 1. Для центрованого стацiонарного гауссового процесу X(t), t ∈ [0, T ],
з коварiацiйною функцiєю R(τ) = σ2 exp{−α|τ |}(1 + α|τ |), σ, α > 0 та моделi
XN(t), визначеної в (11), справедлива нерiвнiсть:

sup
t∈[0,T ]

(
E[X(t)−XN(t)]2

)1/2 ≤ BN,Λ,

де
BN,Λ =

[
2σ2

π

((
π

2
− arctan

Λ

α

)
− αΛ

α2 + Λ2
+

+
8Λα

Nπ2

(
T arctan

Λ

α
+

Λ2

α(α2 + Λ2)

)2
)]1/2

. (13)

Доведення. Iз спiввiдношення (6) випливає, що

sup
t∈[0,T ]

E[X(t)−XN(t)]2 = sup
t∈[0,T ]

E[XΛ(t) +XΛ(t)−XN(t)]2 =

= sup
t∈[0,T ]

E[XΛ(t)]2 + sup
t∈[0,T ]

E[XΛ(t)−XN(t)]2. (14)

Оцiнимо кожний доданок (14) окремо.

E[XΛ(t)]2 = E

[∫
|λ|≥Λ

cos(λt)dξ1(λ) +

∫
|λ|≥Λ

sin(λt)dξ2(λ)

]2

=

=

∫
|λ|≥Λ

cos2(λt)Edξ1(λ) +

∫
|λ|≥Λ

sin2(λt)Edξ2(λ) =

=

∫
|λ|≥Λ

dF (λ) =

∫
|λ|≥Λ

f(λ)dλ =

∫
|λ|≥Λ

2σ2α3

π(α2 + λ2)2
dλ
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Наступний iнтеграл вiзьмемо частинами

∫ ∞
Λ

dλ

(α2 + λ2)2
=

∣∣∣∣∣∣∣
u = 1

λ
; du = − 1

λ2
dλ

dv = λ
(α2+λ2)2

dλ

v = 1
2

∫ d(α2+λ2)
(α2+λ2)2

= −1
2

1
α2+λ2

∣∣∣∣∣∣∣ = (15)

= − 1

2λ(α2 + λ2)

∣∣∣∣∞
Λ

−
∫ ∞

Λ

dλ

2λ2(α2 + λ2)
=

=
1

2

[
1

Λ(α2 + Λ2)
−
∫ ∞

Λ

dλ

λ2(α2 + λ2)

]
=

=
1

2

[
1

Λ(α2 + Λ2)
− 1

α2

(∫ ∞
Λ

dλ

λ2
−
∫ ∞

Λ

dλ

α2 + λ2

)]
=

=
1

2

[
1

Λ(α2 + Λ2)
− 1

α2

(
1

Λ
− π

2α
+

1

α
arctan

Λ

α

)]
=

=
1

2α2

[
π

2α
− 1

α
arctan

Λ

α
− Λ

α2 + Λ2

]
Тому,

sup
t∈[0,T ]

E[XΛ(t)]2 =
4σ2α3

π

∫ ∞
Λ

dλ

(α2 + λ2)2
=

2σ2

π

((
π

2
− arctan

Λ

α

)
− αΛ

α2 + Λ2

)
.

Варто зауважити, що supt∈[0,T ] E[XΛ(t)]2 → 0 при Λ→∞.
Для другого доданку у (14) маємо

E[XΛ(t)−XN(t)]2 =
∞∑

k=N+1

[a2
1kΛ(t) + a2

2kΛ(t)].

Спочатку оцiнимо |a2
1kΛ(t)| .

|a1kΛ(t)| =
√

2α3

Λπ
2σ

∣∣∣∣∫ Λ

0

cos(λt)

α2 + λ2
cos

(
kπ

Λ
λ

)
dλ

∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
v = cos(λt)

α2+λ2

dv =
[
−t sin(λt)

α2+λ2
− 2λ cos(λt)

(α2+λ2)2

]
dλ

du = cos
(
kπ
Λ
λ
)
dλ

u = Λ
kπ

sin
(
kπ
Λ
λ
)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =

= 2σ

√
2α3

Λπ

∣∣∣∣∣∣Λ sin
(
kπ
Λ
λ
)

kπ

cos(λt)

α2 + λ2

∣∣∣∣∣
Λ

0

+

∫ Λ

0

Λ sin
(
kπ
Λ
λ
)

kπ

[
t sin(λt)

α2 + λ2
+

2λ cos(λt)

(α2 + λ2)2

]
dλ

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤ 2σ

√
2α3

Λπ

Λ

kπ

(
t

∫ Λ

0

| sin
(
kπ
Λ
λ
)

sin(λt)|
α2 + λ2

dλ+

∫ Λ

0

2λ| sin
(
kπ
Λ
λ
)

cos(λt)|
(α2 + λ2)2

dλ

)
≤

≤
√

2α3Λ

π

2σ

kπ

(
t

∫ Λ

0

dλ

α2 + λ2
+

∫ Λ

0

2λdλ

(α2 + λ2)2

)
=

=

√
2α3Λ

π

2σ

kπ

(
t

α
arctan

(
Λ

α

)
+

Λ2

α2(α2 + Λ2)

)
.
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Якщо виконати схожi перетворення, то отримаємо оцiнку для |a2kΛ(t)|. Таким
чином,

sup
t∈[0,T ]

E[XΛ(t)−XN(t)]2 ≤

≤
∞∑

k=N+1

2

[√
2α3Λ

π

2σ

kπ

(
t

α
arctan

(
Λ

α

)
+

Λ2

α2(α2 + Λ2)

)]2

≤

≤ 16Λα3σ2

π3

(
T

α
arctan

(
Λ

α

)
+

Λ2

α2(α2 + Λ2)

)2 ∞∑
k=N+1

1

k2
≤

≤ 1

N
· 16Λα3σ2

π3

(
T

α
arctan

(
Λ

α

)
+

Λ2

α2(α2 + Λ2)

)2

.

Очевидно, що supt∈[0,T ] E[XΛ(t)−XN(t)]2 → 0 при N →∞.
Отже,

sup
t∈[0,T ]

E[X(t)−XN(t)]2 ≤ 2σ2

π

((
π

2
− arctan

Λ

α

)
− αΛ

α2 + Λ2
+

+
1

N
· 8Λα

π2

(
T arctan

Λ

α
+

Λ2

α(α2 + Λ2)

)2
)

=: B2
N,Λ

Теорема 3. Нехай X(t), t ∈ [0, T ],— стацiонарний центрований гауссовий
випадковий процес з коварiацiйною функцiєю B(τ) = σ2 exp{−α|τ |}(1 + α|τ |),
σ, α > 0. Модель XN(t) з (11) наближає випадковий процес X(t) iз наперед
заданою точнiстю δ > 0 та надiйнiстю 1− ν, ν ∈ (0, 1) в банаховому просторi
Lp([0, T ]), якщо

BN,Λ ≤
δ

T
1
p max

(√
−2 ln ν

2
,
√
p
) , (16)

де BN,Λ визначено в (13).

Доведення. Оскiльки гауссовi процеси є строго субгауссовими, то ми маємо
право використати результати теореми 2 для процесу, що характеризує похибку
моделювання, а саме для ξ(t) = X(t)−XN(t).

Розглянемо вимiрний простiр {T, µ} = {[0, T ], dt}. Покажемо спочатку, що
виконуються умови теореми 2. Потрiбно довести, що iснує iнтеграл∫

T

(
Eξ2(t)

) p
2 dµ(t) <∞.

Дiйсно, з леми 1 випливає

c =

∫
T

(
Eξ2(t)

) p
2 dµ(t) =

∫ T

0

(
E(X(t)−XN(t))2

) p
2 dt ≤

≤
∫ T

0

(
sup
t∈[0,T ]

√
E(X(t)−XN(t))2

)p

dt ≤
∫ T

0

(BN)p dt ≤ Bp
N,Λ · T <∞. (17)
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Iз нерiвностi (12) та оцiнки (17) для c маємо

P

{(∫
T

|X(t)−XN(t)|pdµ(t)

) 1
p

> δ

}
= P

{∫
T

|X(t)−XN(t)|pdµ(t) > δp
}
≤

≤ 2 exp

{
− δ2

2c2/p

}
≤ 2 exp

{
− δ2

2(Bp
N,Λ · T )2/p

}
= 2 exp

{
− δ2

2B2
N,ΛT

2/p

}
. (18)

З теореми 2 випливає, що остання нерiвнiсть розглядається тiльки у випадку,
якщо

ε > cpp/2 ⇔ δp > Bp
N,ΛTp

p/2 ⇔ BN,Λ <
δ

√
pT

1
p

.

Дана умова виконується, так як за умовою теореми

BN,Λ ≤
δ

T
1
p max

(√
−2 ln ν

2
,
√
p
) ≤ δ
√
pT

1
p

.

З означення (2) модель XN(t) наближає випадковий процес X(t) iз точнiстю
δ та надiйнiстю 1− ν, якщо

P

{(∫
T

|X(t)−XN(t)|pdµ(t)

) 1
p

> δ

}
≤ ν.

Якщо пiдставити у дану нерiвнiсть оцiнку (18), то отримаємо

2 exp

{
− δ2

2B2
N,ΛT

2/p

}
< ν ⇔ BN,Λ ≤

δ

T
1
p
√
−2 ln ν

2

. (19)

Спiввiдношення (19) справедливе, оскiльки за умовою (16)

BN,Λ ≤
δ

T
1
p max

(√
−2 ln ν

2
,
√
p
) ≤ δ

T
1
p
√
−2 ln ν

2

.

На рисунку 1, як приклад, зображено двi траєкторiї моделi XN(t), що ви-
значено у (11), з параметрами Λ = 500, N = 500000.

Зауваження 2. Значення BN,Λ пов’язує параметр моделi N та Λ. За до-
помогою нього балансується довжина iнтегрування [−Λ,Λ] в (6) та число до-
данкiв у моделi (11).

Зауваження 3. Iз (13) видно, що

BN,Λ → 0, коли
Λ

N
→ 0, N,Λ→∞.

Тому завжди можна знайти N , для якого виконується нерiвнiсть (16).

У випадку, коли σ = 1 для заданих точностi δ та надiйностi 1−ν в таблицi 1
пiдраховано окремi значення Λ i N .
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Рис. 1. Траєкторiї моделi при Λ = 500, N = 500000

Таблиця 1.
Параметри моделi iз заданою точнiстю та надiйнiстю

δ ν α Λ N
0.1 0.1 1 600 11 · 105

0.1 0.05 1 800 2 · 106

0.1 0.01 1 4000 3.5 · 106

0.1 0.01 2 20000 2 · 107
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Nowadays the theory of stochastic processes and fields is widely used in different
branches of science and not only in natural science, such as Physics, Radio-Engineering,
Computer Science and Program Engineering, Sociology, Oceanology, Meteorology, Finan-
cial mathematics, Decision Making and Queuing theory as well. That’s why one of the
relevant problems for the scientists is to build a mathematical model of the stochastic
process and study its analytical properties. The problems of numerical simulations be-
come especially important due to the powerful possibilities of computer technologies that
allow us to create software modeling tools and predict the behavior of a random process.
Under statistical simulation we understand the computer realization of random variables,
processes and fields under a given their characteristics. Methods of statistical simulation
are considered as an alternative to existing numerical methods. In the article, we study
the simulation of the Gaussian stationary process with given accuracy and reliability in

Наук. вiсник Ужгород. ун-ту, 2020, вип. 37, № 2 ISSN 2616-7700 (print), 2708-9568 (online)



100 А. О. ПАШКО, I. В. РОЗОРА, Т. О. ЯНЕВИЧ

Banach space Lp([0, T ]). It’s supposed that the correlation function of stochastic process
is known. If a random process is given as a convergent in mean square series with random
terms, then, usually as a model of this process we can consider a cut-off series. The first
problem that arises in the article is how can we expand a stochastic process in the series.
The Karhunen-Loeve decomposition of stochastic process is used to construct the model
of the process. In this paper the issue on accuracy and reliability of the constructed model
is considered, it means that at first we construct the model and then verify it using some
adequacy tests with known accuracy and reliability.

Keywords: Gaussian process, model, accuracy, reliability, spectral density.
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