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ПЕРЕВIРКА ГIПОТЕЗИ ПРО ВИГЛЯД КОРЕЛЯЦIЙНОЇ
ФУНКЦIЇ

Ця стаття присвячена знаходженню критерiя для перевiрки гiпотези про вигляд
кореляцiйної функцiї центрованого вимiрного дiйсного гауссового стацiонарного про-
цеcу зi стiйкою кореляцiйною функцiєю. Питання моделювання випадкових процесiв є
актуальним у сучасному свiтi, особливо гауссових випадкових процесiв. Таким чином
при моделюваннi випадкових процесiв, зазвичай, намагаються змоделювати процеси,
що є сумою великої кiлькостi випадкових факторiв, тобто, вiдповiдно до центральної
граничної теореми, гауссовi або близькi до них випадковi процеси. Також треба зазна-
чити, що нiколи не вдається отримати модель, що дiйсно є гауссовим процесом. Для
таких процесiв є актуальне дослiдження умов збiжностi моделей та оцiнки точностi
моделювання. В якостi оцiнки точностi моделювання розглядаються оцiнки момен-
тiв рiзницi процесу та моделi, кореляцiйної функцiї моделi та дослiдження слабкої
збiжностi моделi.

У данiй роботi продовжується тема моделювання, яка була розглянута автором
у спiвавторствi з Козаченком Ю. В., а точнiше – перевiрка гiпотези про те, як буде
виглядати коварiацiйна функцiя змодельованного процесу.

В статтi розгянуто центрований вимiрний дiйсний гауссовий стацiонарний процеc зi
стiйкою кореляцiйною функцiєю, лему про прийняття гiпотези H для процесу загаль-
ного виду, теорему про наближення коварiацiйної функцiї корелограмою. А також,
сформульовано i доведено лему про прийняття гiпотези H для процеса, у якого кова-
рiацiйна функцiя стiйка i має вигляд ρα(τ) = B2 exp {−d|τ |α} , де 0 < α ≤ 2, d > 0,
B ∈ R.

Основним результатом є перевiрка гiпотези, яка полягає у тому, що коварiацiйна
функцiя центрованого вимiрного дiйсного гауссового стацiонарного процеcу зi стiйкою
кореляцiйною функцiєю має вигляд ρα(τ) = B2 exp {−d|τ |α} , де 0 < α ≤ 2, d > 0,
B ∈ R.

Ключовi слова: перевiрка гiпотез, стiйка кореляцiйна функцiя, коварiацiйна фун-
кцiя, вимiрний дiйсний гауссовий процес, корелограма.

1. Вступ. Робота є логiчним продовженням роботи [1]. У роботi [1] були зна-
йденi оцiнки розподiлу супремуму гауссових стацiонарних процесiв зi стiйкою
кореляцiйною функцiєю, дослiджена поведiнка на нескiнченностi та знайденi
деякi аналiтичнi властивостi цих процесiв. Задачi моделювання та оцiнки ви-
падкових процесiв були розглянутi у статтях [2], [3] та у книгах [4,5] та в бага-
тьох iнших роботах. Моделi деяких гауссових стацiонарних процесiв зi стiйкими
кореляцiйними функцiями будувались в роботах [6], [7]. Деякi результати щодо
властивостей стiйкої кореляцiйної функцiї представленi в книзi [8]. Також ав-
торами Козаченком Ю. В. та Петрановою М. Ю. були дослiдженi комплекснi
гауссовi процеси зi стiйкою кореляцiйною функцiєю у роботi [6]. У роботi [9]
було знайдено новi верхнi та нижнi межi для розподiлу квадратичних форм га-
уссових випадкових величин, а також границь квадратичних форм. На основi
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цих оцiнок пропонується критерiй для перевiрки гiпотези про функцiю кова-
рiацiї ρ(τ) гауссового стохастичного процесу. У роботi [10] доведено нерiвностi
для розподiлiв квадратних форм iз квадратно-гауссових випадкових величин та
розподiлiв квадратних форм iз квадратно-гауссових випадкових процесiв. Цi не-
рiвностi дозволяють дослiдити спiльнi розподiли оцiнок коварiацiйних функцiй
гауссових процесiв. Властивостi емпiричної корелограми центрованого стацiо-
нарного гауссового процесу розглянутi у [11]. Прикладне застосування згорток
функцiй розглянуто у [12], а згортка у виглядi двовимiрної функцiї Гауса у [13].

Оскiльки кореляцiйна функцiя є однiєю з важливих характеристик випад-
кових процесiв, тодi постає питання оцiнювання i вигляду цiєї функцiї для ви-
падкового процесу, побудова критерiїв для її iдентинтифiкацiї. Для того, щоб
з’ясувати це у статтi було побудувано критерiй для перевiрки гiпотези про ви-
гляд кореляцiйної функцiї центрованого вимiрного дiйсного гауссового стацiо-
нарного процеcу зi стiйкою кореляцiйною функцiєю ρα(τ) = B2 exp {−d|τ |α} , де
0 < α ≤ 2, d > 0.

2. Основний результат. Нехай H – гiпотеза, яка полягає у тому, що ко-
реляцiйна функцiя центрованого вимiрного дiйсного гауссового стацiонарного
процеcу зi стiйкою кореляцiйною функцiєю дорiвнює ρα(τ) = B2 exp {−d|τ |α} ,
де 0 < α ≤ 2, d > 0, B ∈ R.

Наведемо означення дiйсного гауссового стацiонарного процеcу зi стiйкою
кореляцiйною функцiєю.

Означення 1 (див. [6]). Дiйсний стацiонарний гауссiв процес Xα = {Xα(t) ,
t ∈ R}, 0 < α ≤ 2, такий що EXα(t) = 0, ρα(h) := EXα(t + h)Xα(t) =
B2 exp {−d|h|α}, α > 0, d > 0, B ∈ R називається дiйсним гауссовим ста-
цiонарним процеcом зi стiйкою кореляцiйною функцiєю.

Для того, щоб перевiрити цю гiпотезу, ми використовуємо наступне твер-
дження зi статтi [14].

Нехай Sδ розв’язок рiвняння g(ε) = δ, 0 < δ < 1, де

g(ε) = 2

√√√√1 +
ε

1
p
√

2

Cp
1
p

exp

{
ε

1
p

√
2Cp

1
p

}
та

Cp =

∫ A

0

(
2

T 2

∫ T

0

(T − u)
(
ρ2(u) + ρ(u+ τ)ρ(u− τ)

)
du

)
.

Нехай Sδ = max {εδ, Zp} . Очевидно, що g(Sδ) = δ та

P

{∫ A

0

(ρ̂(τ)− ρ(τ))pdτ > Sδ

}
≤ δ.

Лема 1 ( [14]). Нехай {T,A, µ} – вимiрюваний простiр, де T – параметри-
чна множина, p ≥ 1, 0 < A < ∞. Для заданого рiвня впевненостi δ гiпотеза
H приймається, якщо

∫ A
0

(ρ̂(τ)− ρ(τ))pdµ(τ) < Sδ, в iншому випадку гiпотеза
вiдкидається.

Гiпотезу перевiряємо за спостереженнями Xα(t), t ∈ [0, T +A]. У якостi оцiн-
ки кореляцiйної функцiї ми використовуємо корелограму i наступну теорему
(доведення у статтi [14]).
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Теорема 1 (див. [14]). Розглянемо вимiрний стацiонарний гауссовий сто-
хастичний процес X, визначений для всiх t ∈ R. Без обмеження загальностi
можна вважати, що

X = {X(t), t ∈ T = [0, T + A], 0 < T <∞, 0 < A <∞}

та EX(t) = 0. Коварiацiйна функцiя ρ(τ) = EX(t + τ)X(t) цього процесу ви-
значена для будь-яких τ ∈ R i є парною функцiєю та неперервна на T.

Нехай корелограма

ρ̂(τ) =
1

T

∫ T

0

X(t+ τ)X(t)dt, 0 ≤ τ ≤ A

є оцiнкою коварiацiйної функцiї ρ(τ). Тодi виконується наступна нерiвнiсть

для усiх ε ≥
(
p√
2

+

√
(
p

2
+ 1)p

)p
Cp :

P

{∫ A

0

(ρ̂(τ)− ρ(τ))pdτ > ε

}
≤ g(ε).

На основi теореми i леми наведених вище, сформулюємо наступну лему.

Лема 2. Нехай H гiпотеза, яка полягає у тому що коварiацiйна функцiя
центрованого вимiрного стацiонарного гауссового випадкового процесу X =
{X(t), t ∈ T = [0, T + A], 0 < T <∞, 0 < A <∞} , t ∈ R, EX(t) = 0 дорiвнює
ρ(τ) = B2 exp {−d|h|α} , де 0 < α < 2, d > 0. Нехай корелограма ρ̂(τ) =
1
T

∫ T
0
X(t+ τ)X(t)dt, 0 ≤ τ ≤ A є оцiнкою коварiацiйної функцiї ρ(τ). Тодi гiпо-

теза H для усiх

ε ≥
(
p√
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√
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2
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P
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0
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}
≤ g(ε),

де g(ε) = 2

√
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=

=
(2B2)

p
2

T p
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√
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2
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1
α
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.

та вiдхиляється у противному.

Доведення.
Будемо оцiнювати Cp для доведення леми. Почнемо з наступного:
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I =

∫ T

0

(T − u)
(
e−2duα + e−d|u+τ |αe−d|u−τ |

α
)
du =

= T

∫ T

0

e−2duαdu+ T

∫ T

0

e−d|u+τ |αe−d|u−τ |
α

du−

−
∫ T

0

ue−2duαdu−
∫ T

0

ue−d|u+τ |αe−d|u−τ |
α

du =

= I1 + I2 + I3 + I4.

Тепер обчислимо доданки цього виразу:

I1 = T

∫ T

0

e−2duαdu ≤ T

∫ ∞
0

e−2duαdu. (1)

Зробимо замiну в iнтегралi (1) 2duα = z, звiдки для iнтегралу (1) отримуємо:

T

∫ ∞
0

e−2duαdu = T

∫ ∞
0

e−z · 1

α
· 2d−

1
α · z

1
α
−1 =

=
T

α
· 2d−

1
α

∫ ∞
0

e−z · z
1
α
−1dz =

2T

αd
1
α

Γ

(
1

α

)
,

де α ∈ (0; 2]. Другий доданок:

I2 = T

∫ T

0

e−d|u+τ |αe−d|u−τ |
α

du =

= T

(∫ τ

0

e−d(u+τ)αe−d(τ−u)αdu+

∫ T

τ

e−d(u+τ)αe−d(u−τ)αdu

)
.

Оцiнимо кожний з доданкiв другого доданку:

1)

∫ τ

0

e−d(u+τ)αe−d(τ−u)αdu =

∫ τ

0

e−d(u+τ)α(1+( τ−u
u+τ

)α)du ≤

≤
∫ τ

0

e−d(u+τ)αd(u+ τ). (2)

Зробимо замiну u+ τ = z в (2):∫ 2τ

τ

e−dz
α

dz ≤
∫ ∞
τ

e−dz
α

dz ≤
∫ ∞

0

e−dz
α

dz. (3)

Тепер зробимо замiну в (3) t = dzα:∫ ∞
0

e−dz
α

dz =
1

αd
1
α

∫ ∞
0

e−t · t
1
α
−1dt =

1

αd
1
α

Γ

(
1

α

)
.

2)

∫ T

τ

e−d(u+τ)αe−d(u−τ)αdu =

∫ T

τ

e−d(u+τ)α(1+(u−τ
u+τ

)α)du ≤

≤
∫ T

τ

e−d(u+τ)αd(u+ τ). (4)
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Зробимо замiну u+ τ = z в (4), а потiм замiну в ньому t = dzα:∫ ∞
0

e−dz
α

dz =
1

αd
1
α

∫ ∞
0

e−t · t
1
α
−1dt =

1

αd
1
α

Γ

(
1

α

)
,

з чого отримуємо для другого доданку оцiнку

I2 ≤
2T

αd
1
α

Γ

(
1

α

)
.

Третiй доданок:

I3 =

∫ T

0

ue−2duαdu ≤
∫ ∞

0

ue−2duαdu. (5)

Зробимо замiну у iнтегралi (5) 2duα = z, звiдки отримуємо:∫ ∞
0

ue−2duαdu =

∫ ∞
0

2d−
1
α · z

1
α e−z · 1

α
· 2d−

1
α · z

1
α
−1 =

=
4

α
d−

2
α

∫ ∞
0

e−z · z
2
α
−1dz =

4

αd
2
α

Γ

(
2

α

)
.

Четвертий доданок:

I4 =

∫ T

0

ue−d|u+τ |αe−d|u−τ |
α

du ≤ T

∫ τ

0

e−d(u+τ)αed(u−τ)αdu+

+ T

∫ T

τ

e−d(u+τ)αe−d(u−τ)αdu =

= T ·
(∫ τ

0

e−d(u+τ)αed(u−τ)αdu+

∫ T

τ

e−d(u+τ)αe−d(u−τ)αdu

)
= I2,

звiдки отримуємо:

I4 ≤
2T

αd
1
α

Γ

(
1

α

)
.

Зауваження 1. Бiльш точну оцiнку для I4 можна отримати наступним
чином:

I4 =

∫ T

0

ue−d|u+τ |αe−d|u−τ |
α

du (6)

≤
∫ τ

0

ue−d(u+τ)αed(u−τ)α du+

∫ T

τ

ue−d(u+τ)αe−d(u−τ)α du.

Оцiнимо кожен з доданкiв у правiй частинi (6):∫ τ

0

ue−d(u+τ)αed(u−τ)α du =

∫ τ

0

ue−d(u+τ)α(1−(u−τu+τ )
α

)du ≤

≤
∫ τ

0

ue−d(u+τ)α du ≤
∫ ∞

0

ue−d(u+τ)α du. (7)
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В iнтегралi у правiй частинi нерiвностi (7) зробимо замiну u+ τ = z:∫ ∞
0

(z − τ)e−dz
α

dz =

∫ ∞
0

ze−dz
α

dz −
∫ ∞

0

τe−dz
α

dz ≤
∫ ∞

0

ze−dz
α

dz (8)

Розглянемо праву частину (8). У
∫ ∞

0

ze−dz
α

dz зробимо замiну dzα = t звiдки
отримуємо: ∫ ∞

0

(z − τ)e−dz
α

dz ≤ 1

αd
2
α

Γ

(
2

α

)
.

Розглянемо другий доданок (6):∫ T

τ

e−d(u+τ)αe−d(u−τ)αdu =

∫ T

τ

ue−d(u+τ)α(1+(u−τu+τ )
α

)du ≤
∫ T

τ

ue−d(u+τ)αdu

≤
∫ ∞

0

ue−d(u+τ)αdu ≤ 1

αd
2
α

Γ

(
2

α

)
.

Звiдки отримуємо для I4 бiльш точну оцiнку:

I4 ≤
2T

αd
2
α

Γ

(
2

α

)
.

Звiдси отримуємо оцiнку для I:

I ≤ 2T

αd
1
α

Γ

(
1

α

)
+

2T

αd
1
α

Γ

(
1

α

)
+

4T

αd
2
α

Γ

(
2

α

)
+

2T

αd
1
α

Γ

(
1

α

)
=

=
2T

αd
1
α

(
3
√
π +

2

d
1
α

)
.

Таким чином, ми отримуємо

Cp ≤
(

2B2

T 2

) p
2
∫ A

0

(
2T

αd
1
α

(
3
√
π +

2

d
1
α

)) p
2

dτ =

=
(
2B2

) p
2
T
p
2

T p
· A
(

2

αd
1
α

(
3
√
π +

2

d
1
α

))
=

=
(2B2)

p
2

T p
· A
(

2

αd
1
α

(
3
√
π +

2

d
1
α

))
.

З того, що Cp обмежене деяким дiйсним виразом, маємо, що g(ε) також
обмежене, з чого робимо висновок, що гiпотеза H приймається.

Зауваження 2. Випадок, коли α = 1 розглянутий у статтi [14] у прикла-
дi 1 та α = 2 у прикладi 2 цiєї же роботи. В данiй статтi розглядаються всi
iншi випадки 0 < α < 2.

3. Висновки та перспективи подальших дослiджень. Вiдомо, що ко-
реляцiйна функцiя є дуже важливою характеристикою випадкового процесу.
Тому задачi оцiнювання кореляцiйної функцiї, знаходження вигляду цiєї фун-
кцiї для випадкового процесу, побудова критерiїв для її iдентинтифiкацiї є дуже
актуальними. Для того, щоб з’ясувати це, у статтi було побудувано критерiй
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для перевiрки гiпотези про вигляд кореляцiйної функцiї центрованого вимiрно-
го дiйсного гауссового стацiонарного процеcу зi стiйкою кореляцiйною функцiєю
ρα(τ) = B2 exp {−d|τ |α} , де 0 < α ≤ 2, d > 0, B ∈ R. В наступних роботах ав-
тор планує розглянути гiпотезу про вигляд кореляцiйної функцiї центрованого
вимiрного комплексного гауссового стацiонарного процеcу.

Автор висловлює глибоку подяку своєму керiвнику i наставнику
Юрiю Васильовичу Козаченко. З пам’яттю у серцi...
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Petranova M. Yu. Testing hypotheses about the type of the correlation function.
This article is devoted to finding a criterion for testing the hypothesis about the form

of the correlation function of a centered measurable real Gaussian stationary process with
a stable correlation function. The issue of simulation random processes is relevant in to-
day’s world, especially Gaussian random processes. So when we used simulation random
processes, usually try to simulate processes that are the sum of a large number of random
factors, for example, according to the central limit theorem, Gaussian or similar random
processes. It should also be noted that it never succeeds get a model that is really a Gaus-
sian process. For such processes there is an actual study of the conditions of convergence
of models and estimates of simulation accuracy. Estimates of moments are considered as
an estimation of accuracy of simulation differences between process and model, correlation
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function of model and research weak convergence of the model.
This paper continues the topic of modeling, which was considered by the author in

co-authorship with Kozachenko Yu. V. and more precisely – testing the hypothesis that
what the covariance function of the simulated process will look like.

The article deals with the centered measurable real Gaussian stationary process stable
correlation function, the lemma on the acceptance of the hypothesis H for a general process,
theorem on the approximation of the covariance function by a correlogram. Also, a lemma
on the acceptance of the hypothesis H is formed and proved for a process in which the
covariance function is stable and has the form ρα(τ) = B2 exp {−d|τ |α} , where 0 < α ≤ 2,
d > 0, B ∈ R.

The main result is to test the hypothesis that the covariance function of a centered
measurable real Gaussian stationary process with a stable correlation function has the
form ρα(τ) = B2 exp {−d|τ |α} , where 0 < α ≤ 2, d > 0, B ∈ R.

Keywords: hypothesis testing, stable correlation function, covariance function, measur-
able real Gaussian process, correlogram.
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