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ПЕРЕДМОВА

Конспект лекцiй мiстить короткi теоретичнi вiдомостi з традицiйних роз-

дiлiв вищої математики (лiнiйної та векторної алгебри, аналiтичної геоме-

трiї, вступу до математичного аналiзу та диференцiального числення фун-

кцiї однiєї змiнної), передбачених типовою навчальною програмою Мiнi-

стерства освiти i науки України для студентiв економiчних спецiальностей

вищих навчальних закладiв освiти.

Конспект лекцiй може бути використаний в якостi довiдкового матерiалу

з вищої математики студентами як очної, так i заочної форми навчання.

5



1. ЛIНIЙНА АЛГЕБРА

1.1. Матрицi та дiї над ними
Матрицею називається прямокутна таблиця чисел aij, i = 1, 2, . . . ,m;

j = 1, 2, . . . , n, яка має m рядкiв i n стовпцiв:

A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

· · · · · · · · · · · ·
am1 am2 · · · amn

 . (1.1)

Коротко матрицю позначають так: A = (aij), де aij – елементи матрицi,
запис m× n означає її розмiр.

Якщо m = n, матриця називається квадратною. Кiлькiсть рядкiв
(стовпцiв) квадратної матрицi називається її порядком. Двi матрицi A =
(aij) та B = (bij) називаються рiвними, якщо вони однакових розмiрiв i
мають рiвнi вiдповiднi елементи: aij = bij. Елементи aii, i = 1, 2, . . . , n
утворюють головну дiагональ квадратної матрицi. Квадратна матриця
називається дiагональною, якщо всi її елементи, крiм елементiв головної
дiагоналi, дорiвнюють нулю. Одинична матриця E – це дiагональна ма-
триця, у якiй елементи головної дiагоналi дорiвнюють одиницi. Якщо i = 1,
то отримуємо матрицю-рядок; якщо j = 1, дiстаємо матрицю-стовпець.

Якщо елементи i-го рядка матрицi записати в i-й стовпець (i =
1, 2, . . . ,m), дiстанемо транспоновану матрицю АT .

Перерахуємо основнi операцiї над матрицями.
1. Множення матрицi на число. Добутком матрицiA i числа λ,

називається матриця B = λA тiєї ж розмiрностi, елементи якої рiвнi bij =
λaij, де aij – елементи матрицi A, тобто при множеннi матрицi на число
необхiдно всi елементи матрицi помножити на це число.

Приклад 1.1. Нехай

λ = −2, A =

 3 0

7 −1

 .

Тодi

B = λA = −2

 3 0

7 −1

 =

 −6 0

−14 2

 .

2. Додавання i вiднiмання матриць. Цi операцiї визначенi тiльки
для матриць однакового розмiру. Сумою (рiзницею) матриць A i B, що
позначається A + B (A − B), називається матриця C, елементи якої рiвнi
cij = aij ± bij, де aij i bij – вiдповiдно елементи матриць A i B.
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Приклад 1.2. Нехай

A =


1 6

2 −4

−3 9

 , B =


−2 4

3 7

8 −11

 .

Тодi

A+B =


−1 10

5 3

5 −2

 , A−B =


3 2

−1 −11

−11 20

 .

3. Множення матриць. Операцiю множення матриць можна виконати,
лише для узгоджених матриць. Матриця A називається узгодженою з
матрицею B, якщо кiлькiсть стовпцiв матрицi A дорiвнює кiлькостi рядкiв
матрицi B. Добутком матриць Am×n = (aij) i Bn×p = (bij) називається
матриця Cm×p = A ·B, елемент cij котрої дорiвнює сумi добуткiв елементiв
i-го рядка матрицi A на вiдповiднi елементи j-го стовпця матрицi B:

cij =
n∑

k=1

aikbkj = ai1b1j + ai2b2j + . . .+ ainbnj,

i = 1, 2, . . . ,m, j = 1, 2, . . . , p.

З iснування добутку AB не слiдує iснування добутку BA. У випадку йо-
го iснування, як правило AB ̸= BA. Якщо AB = BA, то матрицi A i
B називаються переставними (або комутуючими). Вiдомо, що завжди
(AB)C = A(BC).

Приклад 1.3. Знайти AB i BA, якщо:

A =

 4 −5 8

1 3 −1

 , B =


−1 5

−2 −3

3 4

 .

Розв’язок.

Знаходимо добуток AB:

AB = C2×2 =

 c11 c12

c21 c22

 ,

де c11 = 4(−1) + (−5)(−2) + 8 · 3 = 30; c12 = 4 · 5 + (−5)(−3) + 8 · 4 = 67;
c21 = 1(−1) + 3(−2) + (−1)3 = −10; c22 = 1 · 5 + 3(−3) + (−1) · 4 = −8.
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В результатi AB =

 30 67

−10 −8

 .

Далi знаходимо

BA =


1 20 −13

−11 1 −13

16 −3 20

 .

Отже, AB ̸= BA.

Приклад 1.4. Знайти (AB)C i A(BC), якщо:

A =


1 3

−1 1

2 5

 , B =

 2 −6 1

1 3 −1

 , C =


−1

2

4

 .

Розв’язок.

AB =


5 3 −2

−1 9 −2

9 3 −3

 , (AB)C =


−7

11

−15

 ,

BC =

 −10

1

 , A(BC) =


−7

11

−15

 ,

тобто, (AB)C = A(BC).

Квадратна матриця A2 – це результат множення матрицi A самої на себе
A · A. Аналогiчно вводиться поняття n-го степеня матрицi A, тобто

An = A · A · . . . · A︸ ︷︷ ︸
n разiв

.

Завдання для самостiйної роботи

1. Дано матрицi:

A =

 1 −1 3

2 0 2

 , B =

 0 −1

1 1

 , C =


0 1 2 0

−1 2 0 0

1 2 1 0


8



Знайти тi добутки AB, BA, AC, CA, BC, CB, якi мають змiст.

Вiдповiдь: BA =

 −2 0 −2

3 −1 5

 , AC =

 4 5 5 0

2 6 6 0

 .

2. Для матриць

A =


3 4 5

−1 1 0

2 −1 6

 , B =


2 −3 4

0 1 2

1 1 −1

 , C =


1 −1 3

2 −4 6

4 2 −2


обчислити 4A− 3B + C, AT +BT , AB, BA, BC + A2.

Вiдповiдь: 4A− 3B + C =


7 24 11

−2 −3 0

9 −5 25

 , AT +BT =


5 −1 3

1 2 0

9 2 5

 ,

AB =


11 0 15

−2 4 −2

10 −1 0

 , BA =


11 0 15

−2 4 −2

10 −1 0

 ,

BC + A2 =


27 29 25

6 −3 −3

18 −6 57

 .

1.2. Визначники. Обчислення визначникiв

Для квадратних матриць вводиться поняття визначника. Це число, яке
знаходять за вiдповiдними правилами. Визначник другого порядку об-
числюється за правилом:

∆ =

∣∣∣∣∣∣ a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣∣∣ = a11a22 − a12a21. (1.2)

Схема обчислень полягає у вiдшуканнi рiзницi добутку елементiв головної
дiагоналi та добутку елементiв побiчної дiагоналi.
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Визначник третього порядку обчислюється за правилом:

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣∣ = a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32 −

− a13a22a31 − a12a21a33 − a11a23a32. (1.3)

Обчислення виконуються за правилом трикутникiв: зi знаком "+" беру-
ться добутки елементiв головної дiагоналi, а також елементiв, розмiщених
на прямих, паралельних головнiй дiагоналi, та елемента, розмiщеного у вiд-
повiдному протилежному кутi визначника. Зi знаком "−" беруться добутки
елементiв, побудованi за таким самим правилом вiдносно побiчної дiагоналi
визначника.

Для обчислення визначникiв третього порядку використовують також
правило Саррюса. За цим правилом у початковому визначнику за третiм
стовпцем запишемо ще раз перший i другий стовпцi:∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12

a21 a22

a31 a32

Для знаходження визначника треба утворити зi знаком "+" алгебраїчну
суму добуткiв елементiв, розмiщених на головнiй дiагоналi визначника, i
на дiагоналях, паралельних їй, а зi знаком "мiнус" – добуткiв елементiв,
розмiщених на побiчнiй дiагоналi, та на дiагоналях, паралельних їй.

Мiнором Mij елемента aij називається визначник n − 1-го порядку,
який утворюється з визначника n-го порядку викреслюванням i-го рядка
та j-го стовпця (рядка i стовпця в яких знаходиться даний елемент aij).

Алгебраїчним доповненням Aij елемента aij називається його мiнор,
взятий зi знаком (−1)i+j, тобто

Aij = (−1)i+jMij. (1.4)

Приклад 1.5. Якщо ∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 1 −3

1 2 −1

4 2 −3

∣∣∣∣∣∣∣∣, то A12 = (−1)1+2

∣∣∣∣∣∣ 1 −1

4 −3

∣∣∣∣∣∣ = −1.

Теорема 1.1. Визначник (довiльного порядку n) дорiвнює сумi добуткiв еле-
ментiв якого-небудь рядка (стовпця) на їхнi алгебраїчнi доповнення.

Наприклад, розклад визначника за елементами першого рядка дається
формулою

∆ =
n∑

k=1

a1kA1k = a11A11 + a12A12 + . . .+ a1nA1n. (1.5)
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Теорема 1.2. Сума добуткiв елементiв будь-якого рядка (стовпця) визна-
чника на алгебраїчнi доповнення вiдповiдних елементiв iншого рядка (стов-
пця) дорiвнює нулю.

Приклад 1.6.

∆ =

∣∣∣∣∣∣ 1 −3

2 4

∣∣∣∣∣∣ = 1 · 4− (−3)2 = 10;

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
−1 3 2

2 8 1

1 1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (−1) · 8 · 2 + 3 · 1 · 1 + 2 · 2 · 1− 2 · 8 · 1− (−1)1 · 1−

−3 · 2 · 2 = −16 + 3 + 4− 16 + 1− 12 = −36;

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 4

0 2 5 9

0 0 3 7

−2 −4 −6 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 1(−1)1+1

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 5 9

0 3 7

−4 −6 0

∣∣∣∣∣∣∣∣+ 2(−1)1+2

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 5 9

0 3 7

−2 −6 0

∣∣∣∣∣∣∣∣+

+3(−1)1+3

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 2 9

0 0 7

−2 −4 0

∣∣∣∣∣∣∣∣+ 4(−1)1+4

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 2 5

0 0 3

−2 −4 −6

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
= (−140 + 108 + 84)− 2(−70 + 54) + 3(−28)− 4(−12) =

= 52 + 32− 84 + 48 = 48.

Перерахуємо основнi властивостi визначникiв:

1) значення визначника не змiнюється при замiнi всiх його рядкiв на
вiдповiднi стовпцi, i навпаки (detA = detAT );

2) якщо помiняти мiсцями два паралельнi рядки (стовпцi) визначника,
то вiн змiнить знак на протилежний;

3) визначник з двома однаковими рядками (стовпцями) рiвний нулю;

4) якщо всi елементи деякого рядка (стовпця) визначника мають спiль-
ний множник, то його можна винести за знак визначника. Звiдси випливає,
що якщо елементи якого-небудь рядка (стовпця) домножити на число λ, то
визначник ∆ множиться на це ж число λ;

5) якщо всi елементи якого-небудь рядка (стовпця) рiвнi нулю, то визна-
чник також рiвний нулю;
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6) визначник, у котрого елементи двох паралельних рядкiв (стовпцiв)
вiдповiдно пропорцiйнi, рiвний нулю;

7) якщо кожний елемент деякого рядка визначники є сумою двох до-
данкiв, то такий визначник рiвний сумi визначникiв, в першому з котрих
вiдповiдний рядок складається з перших доданкiв, а у другому – iз других
доданкiв:

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 · · · a1i + b1i · · · a1n

a21 · · · a2i + b2i · · · a2n
... ... ... ... ...

an1 · · · ani + bni · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 · · · a1i · · · a1n

a21 · · · a2i · · · a2n
... ... ... ... ...

an1 · · · ani · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 · · · b1i · · · a1n

a21 · · · b2i · · · a2n

· · · · · · ... ... ...

an1 · · · bni · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
;

8) визначник не змiниться, якщо до всiх елементiв деякого рядка (стов-
пця) додати вiдповiднi елементи iншого паралельного рядка (стовпця), по-
множенi на одне i те ж довiльне число λ. Наприклад, для стовпцiв визна-
чника ця властивiсть виражається рiвнiстю

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 · · · a1i · · · a1j · · · a1n

a21 · · · a2i · · · a2j · · · a2n
... ... ... ... ... ... ...

an1 · · · ani · · · anj · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 · · · a1i + λ a1j · · · a1j · · · a1n

a21 · · · a2i + λ a2j · · · a2j · · · a2n
... ... ... ... ... ... ...

an1 · · · ani + λ anj · · · anj · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Розглянемо основнi методи обчислення визначникiв.

1. Метод ефективного пониження порядку. Згiдно теореми 1.1 об-
числення визначника n-го порядку зводиться до обчислення n визначникiв
(n−1)-го порядку. Такий метод обчислення є неєфективним. Використовую-
чи основнi властивостi визначникiв, зокрема властивiсть 8, визначник n-го
порядку завжди можна звести до обчислення одного визначника (n − 1)-
го порядку, зробивши в якому-небудь рядку (стовпцi) всi елементи, крiм
одного, рiвними нулю. Покажемо це на прикладi.
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Приклад 1.7. Обчислити визначник

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

30 −10 120 80

−5 3 −34 −23

1 1 3 −7

−9 2 8 −15

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Розв’язок.

За властивiстю 4 визначникiв iз першого рядка винесемо множник 10, а
потiм будемо послiдовно домножати отриманий рядок на 3, 1, 2 i додавати
вiдповiдно до другого, третього та четвертого рядка. Тодi, вiдповiдно до
властивостi 8, маємо:

∆ = 10

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

3 −1 12 8

4 0 2 1

4 0 15 1

−3 0 32 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

На основi теореми 1.1 отриманий визначник можна розкласти за еле-
ментами другого стовпця. Тодi

∆ = 10

∣∣∣∣∣∣∣∣
4 2 1

4 15 1

−3 32 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
В результатi ми отримали визначник третього порядку, котрий мо-

жна обчислити за допомогою правила Саррюса або ж подiбним прийомом
звести до обчислення одного визначника другого порядку. Дiйсно, вiднiмаю-
чи вiд другого i третього рядка даного визначника перший рядок i розкла-
даючи визначник за елементами третього стовпця, отримаємо

∆ = 10

∣∣∣∣∣∣∣∣
4 2 1

0 13 0

−7 30 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 10

∣∣∣∣∣∣ 0 13

−7 30

∣∣∣∣∣∣ = 10 · 7 · 13 = 910.

2. Зведення визначника до трикутного вигляду. Визначник, у ко-
трого всi елементи, що розташованi вище або нижче головної дiагоналi, рiв-
нi нулю, називається визначником трикутного вигляду. Очевидно, що в
цьому випадку визначник рiвний добутку елементiв його головної дiагоналi.
Будь-який визначник можна звести до трикутного вигляду.
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Приклад 1.8. Обчислити визначник

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 −2 5 9

1 −1 7 4

1 3 3 4

1 2 3 4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Розв’язок.

Виконаємо наступнi операцiї. Помiняємо мiсцями перший i четвертий
стовпцi, а потiм – другий i третiй. Четвертий стовпець отриманого ви-
значника помножимо на 4 i вiднiмемо вiд першого, цей же стовпець, по-
множений на 3, – вiд другого, на 2 – вiд третього стовпця. В результатi
отримаємо визначник трикутного вигляду, який рiвний вихiдному:

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

5 2 −4 1

0 4 −3 1

0 0 1 1

0 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 5 · 4 · 1 · 1 = 20.

Зведення визначника до трикутного вигляду буде використовуватися в
подальшому при розв’язаннi систем лiнiйних алгебраїчних рiвнянь методом
Гаусса.

Завдання для самостiйної роботи

Обчислити визначники.

1.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 1 5 1

3 2 1 2

1 2 3 −4

1 1 5 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. (Вiдповiдь: 54.) 2.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 4

2 3 4 1

3 4 1 2

4 1 2 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. (Вiдповiдь: 160.)

3.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 1 1 8

1 −3 −6 9

0 2 2 −5

1 4 6 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. (Вiдповiдь: 27.)
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1.3. Обернена матриця. Знаходження оберненої матрицi

Якщо A – квадратна матриця, а її визначник D = |A| ≠ 0, то для неї
iснує обернена матриця A−1, така що: AA−1 = A−1A = E, де E – одинична
матриця.

Обернена матриця A−1 – це транспонована матриця алгебраїчних допов-
нень елементiв матрицi A, подiлених на визначник матрицi A:

A−1 =
1

D


A11 A21 · · · An1

A12 A22 · · · An2

· · · · · · · · · · · ·
A1n A2n · · · Ann

 . (1.6)

Приклад 1.9. Дано матрицю A =


2 −3 2

1 −2 3

1 1 1

. Знайти обернену їй ма-

трицю A−1 та перевiрити виконання рiвностей AA−1 = A−1A = E.

Розв’язок.

Обчислюємо detA = −10 ̸= 0 та алгебраїчнi доповнення A11 = −5, A12 =
2, A13 = 3, A21 = 5, A22 = 0, A23 = −5, A31 = −5, A32 = −4, A33 = −1. Тодi
маємо

A−1 = − 1

10


−5 5 −5

2 0 −4

3 −5 −1

 , AA−1 = A−1A =


1 0 0

0 1 0

0 0 1

 .

Завдання для самостiйної роботи

Знайти матрицю A−1, обернену до даної матрицi A, якщо:

1) A =


3 1 −5

1 2 4

3 2 −1

; 2) A =


3 5 −2

1 −3 2

6 7 −3

; 3) A =


0 0 1 1

0 3 1 −7

2 7 6 1

1 2 2 1

.
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Вiдповiдь: 1) A−1 =
1

3


−10 −9 14

13 12 −17

−4 −3 5

; 2) A−1 =
1

10


−5 1 4

15 3 −8

25 9 −14

;

3) A−1 =
1

15


−7 3 −13 41

−13 −3 8 −16

18 3 −3 6

−3 −3 3 −6

.

1.4. Ранг матрицi
Розглянемо матрицю A розмiром m×n. Виберемо в нiй довiльним чином

k рядкiв та k стовпцiв. На їх перетинi дiстанемо визначник k-го порядку,
який називається мiнором k-го порядку даної матрицi.

Рангом матрицi A (позначається r(A)) називається найвищий порядок
її мiнора, вiдмiнного вiд нуля.

Iснує два методи обчислення рангу матрицi.
1. Метод обвiдних мiнорiв. Якщо знайдений мiнор k-го порядку ма-

трицi вiдмiнний вiд нуля, а всi її мiнори (k+1)-го порядку, якi мiстять даний
мiнор k-го порядку, дорiвнюють нулю, то ранг матрицi дорiвнює k.

Приклад 1.10. Знайти ранг матрицi

A =


1 4 2

2 5 4

3 4 6

 .

Розв’язок.

A – матриця третього порядку, отже, її ранг не може бути бiльшим
трьох. Визначник третього порядку дорiвнює нулю:

detA =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 4 2

2 5 4

3 4 6

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0,

але iснує мiнор другого порядку

∣∣∣∣∣∣ 5 4

4 6

∣∣∣∣∣∣ = 14, вiдмiнний вiд нуля. Отже,

ранг матрицi A дорiвнює двом, r(A) = 2.
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2. Метод елементарних перетворень. Елементарнi перетворення не
змiнюють рангу матрицi. До них належать:

a) перестановка мiсцями двох рядкiв або стовпцiв матрицi;
б) множення всiх елементiв рядка або стовпця на вiдмiнне вiд нуля чи-

сло;
в) додавання до елементiв деякого рядка або стовпця вiдповiдних еле-

ментiв iншого рядка або стовпця, помножених на вiдмiнне вiд нуля число.
Двi матрицi називаються еквiвалентними, якщо одна матриця одер-

жується з iншої за допомогою елементарних перетворень. Еквiвалентнiсть
матриць A i B позначають A ∼ B. За допомогою елементарних перетво-
рень вихiдну матрицю зводять еквiвалентної матрицi, в кожному рядку та
кожному стовпцi якої залишається не бiльш одного, вiдмiнного вiд нуля,
елемента. Тодi ранг матрицi дорiвнює кiлькостi вiдмiнних вiд нуля елемен-
тiв.

Приклад 1.11. Знайти ранг матрицi

A =


1 1 2 3 −1

2 −1 0 −4 −5

−1 −1 0 −3 −2

6 3 4 8 −3

 .

Розв’язок.

Подiлимо третiй стовпець матрицi A на 2. Далi, отриманий перший
рядок помножимо на 2 i вiднiмемо його вiд четвертого рядка. Тепер третiй
стовпець мiстить три нулi i одиницю (в першому рядку). Тому легко ро-
бимо нулi в першому рядку на першiй, другiй, четвертiй та п’ятiй позицiї
i маємо

A ∼


0 0 1 0 0

2 −1 0 −4 −5

−1 −1 0 −3 −2

4 1 0 2 −1

 .

Тепер четвертий рядок останньої матрицi додаємо до другого i тре-
тього i отримуємо два нулi у другому стовпцi, пiсля чого робимо нулi в
четвертому рядку всюди, крiм одиницi на перетинi четвертого рядка i дру-
гого стовпця. В результатi цих елементарних перетворень маємо:

A ∼


0 0 1 0 0

6 0 0 −2 −6

3 0 0 −1 −3

0 1 0 0 0

 ∼


0 0 1 0 0

0 0 0 0 0

3 0 0 −1 −3

0 1 0 0 0

 ∼


0 0 1 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 1 0

0 1 0 0 0

 .
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Ми отримали три одиницi. Отже, r(A) = 3.

Завдання для самостiйної роботи

Знайти ранг матрицi A за допомогою елементарних перетворень або ме-
тодом обвiдних мiнорiв, якщо:

1) A =


−8 1 −7 −5 −5

−2 1 −3 −1 −1

1 1 −1 1 1

; 2) A =



1 0 1 −1

2 1 3 −2

−3 −1 −4 3

4 −1 3 −4

1 1 2 −1


;

3) A =


−1 4 2 0

1 8 2 1

2 7 1 −4

.

Вiдповiдь: 1) 2; 2) 2; 3) 3.

1.5. Розв’язування систем n лiнiйних рiвнянь з n невiдо-
мими

Нехай дано систему n лiнiйних рiвнянь з n невiдомими x1, x2, . . . , xn:

a11x1 + a12x2 + . . .+ a1jxj + . . .+ a1nxn = b1,

a21x1 + a22x2 + . . .+ a2jxj + . . .+ a2nxn = b2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an1x1 + an2x2 + . . .+ anjxj + . . .+ annxn = bn.


(1.7)

Якщо визначник D, складений з коефiцiєнтiв aij (i, j = 1, . . . , n) системи
(1.7)

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

· · · · · · · · · · · ·
an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
̸= 0, (1.8)

то система має єдиний розв’язок, який можна одержати за формулами
Крамера:

xi =
Di

D
, i = 1, 2, . . . , n, (1.9)
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де Di – допомiжний визначник, який дiстаємо замiною у основному ви-
значникуD i-го стовпця, стовпцем складеним з вiльних членiв b1, b2, . . . , bn.
Якщо D = 0, а Di ̸= 0 (i = 1, 2, . . . , n), то система (1.7) не має розв’язкiв,
тобто є несумiсною. Якщо ж D = Di = 0 (i = 1, 2, . . . , n), тодi система (1.7)
має безлiч розв’язкiв, тобто є невизначеною.

Приклад 1.12. Розв’язати систему рiвнянь за допомогою формул Краме-
ра:

2x1 + x2 − x3 = 0,
3x2 + 4x3 = −6,
x1 + x3 = 1.


Розв’язок.

Обчислимо основний визначник системи

D =

∣∣∣∣∣∣
2 1 −1
0 3 4
1 0 1

∣∣∣∣∣∣ = 6 + 4 + 3 = 13.

Послiдовно замiнивши в D перший, другий та третiй стовпцi стовпцем iз
вiльних членiв, отримаємо:

D1 =

∣∣∣∣∣∣
0 1 −1

−6 3 4
1 0 1

∣∣∣∣∣∣ = 13, x1 =
D1

D
=

13

13
= 1,

D2 =

∣∣∣∣∣∣
2 0 −1
0 −6 4
1 1 1

∣∣∣∣∣∣ = −26, x2 =
D2

D
=

−26

13
= −2,

D3 =

∣∣∣∣∣∣
2 1 0
0 3 −6
1 0 1

∣∣∣∣∣∣ = 0, x3 =
D3

D
=

0

13
= 0.

Систему (1.7) можна представити у матричному виглядi:

AX = B, (1.10)

де A – матриця, складена з коефiцiєнтiв при невiдомих, X – з невiдомих, B
– з вiльних членiв:

A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

· · · · · · · · · · · ·
an1 an2 · · · ann

 , X =


x1

x2
...

xn

 , B =


b1

b2
...

bn

 .
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Тодi розв’язок системи лiнiйних рiвнянь (1.7) можна знайти за формулою:

X = A−1B, (1.11)

де A−1 – матриця обернена до A.

Приклад 1.13. Розв’язати систему рiвнянь матричним методом:

4x1 + 2x2 − x3 = 0,
x1 + 2x2 + x3 = 1,

x2 − x3 = −3.


Розв’язок.

Маємо:

A =

 4 2 −1
1 2 1
0 1 −1

 , X =

 x1
x2
x3

 , B =

 0
1

−3

 , detA = −11.

Обернена матриця рiвна

A−1 = − 1

11

 −3 1 4
1 −4 −5
1 −4 6

 .

Тодi знаходимо

X = − 1

11

 −3 1 4
1 −4 −5
1 −4 6

 0
1

−3

 = − 1

11

 −3 · 0 + 1 · 1 + 4 · (−3)
1 · 0− 4 · 1− 5 · (−3)
1 · 0− 4 · 1 + 6 · (−3)

 =

= − 1

11

 −11
11

−22

 =

 1
−1
2

 ,

тобто, x1 = 1, x2 = −1, x3 = 2 – розв’язок даної системи.

1.6. Розв’язування довiльних систем лiнiйних рiвнянь
Нехай маємо систему лiнiйних рiвнянь, представлену у виглядi матри-

чного рiвняння AX = B, в якiй матриця A має розмiр m×n. Така система є
сумiсною, якщо ранг r(A) основної матрицi A дорiвнює рангу розширеної
матрицi r(Ā). Розширену матрицю дiстанемо, доповнивши матрицю A стов-
пцем з вiльних членiв. В цьому полягає критерiй сумiсностi Кронекера-
Капеллi.
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У разi, коли система сумiсна i ранг матрицi r(A) дорiвнює кiлькостi
невiдомих n, система має єдиний розв’язок. Якщо ж у сумiснiй системi ранг
r менший за кiлькiсть невiдомих, то система має безлiч розв’язкiв. Щоб
знайти розв’язки системи, беремо r рiвнянь, у лiвiй частинi яких залишаємо
r невiдомих. Рiвняння та невiдомi вибираємо так, щоб мiнор, складений з
коефiцiєнтiв зазначених рiвнянь, був вiдмiнний вiд нуля. Невiдомi, залишенi
в лiвiй частинi, називаються базисними. Решту невiдомих переносимо у
праву частину рiвняння. Цi невiдомi називаються вiльними.

Загальний розв’язок системи дiстаємо, розв’язуючи систему вiдносно
базисних невiдомих. Їх значення виражаються через вiльнi члени i вiльнi
невiдомi. Частиннi розв’язки дiстаємо, надаючи вiльним невiдомим пев-
них числових значень. Базисний розв’язок системи маємо, якщо всi вiльнi
невiдомi дорiвнюють нулю.

Приклад 1.14. Дослiдити систему i розв’язати її, якщо вона сумiсна.

x1 − 2x2 + x3 = 3,
x1 + 3x2 − x3 = 1,
3x1 + 4x2 − x3 = 5.


Розв’язок.

Складаємо основну матрицю системи A i методом обвiдних мiнорiв зна-
ходимо її ранг:

A =

 1 −2 1
1 3 −1
3 4 −1

 ∼

 1 −2 1
2 1 0
4 2 0

 ,

оскiльки, ∣∣∣∣∣∣
1 −2 1
2 1 0
4 2 0

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣ 2 1
4 2

∣∣∣∣ = 0,

∣∣∣∣ 1 −2
2 1

∣∣∣∣ = 5 ̸= 0,

то r(A) = 2. Аналогiчно знаходимо ранг розширеної матрицi:

Ā =

 1 −2 1 3
1 3 −1 1
3 4 −1 5

 , r(Ā) = 2.

Отже, r(A) = r(Ā) = 2 < n = 3. Тому згiдно критерiю Кронекера–Капеллi
система сумiсна, має безлiч розв’язкiв та мiстить два незалежних рiв-
няння. За цi два рiвняння можна прийняти першi два рiвняння системи,
оскiльки ∣∣∣∣ 1 −2

1 3

∣∣∣∣ ̸= 0.
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В якостi базисних змiнних приймаємо x1 та x2, а x3 – вiльний невiдомий
параметр. Тодi

x1 − 2x2 = 3− x3,
x1 + 3x2 = 1 + x3,

}
⇒

x2 =
2

5
(x3 − 1),

x1 =
1

5
(11− x3).

Таким чином, x1 =
1

5
(11−x3), x2 =

2

5
(x3−1) – загальний розв’язок системи.

Довiльнi системи лiнiйних рiвнянь розв’язуються за методом Гаусса
(метод послiдовного виключення невiдомих). Вiн полягає у тому, що за до-
помогою елементарних перетворень система зводиться до рiвносильної си-
стеми схiдчастого або трикутного вигляду, з якої послiдовно, починаючи з
останнiх за номером невiдомих, знаходимо всi iншi невiдомi.

Метод Гаусса зручно використовувати, працюючи з розширеною матри-
цею системи замiсть самих рiвнянь. Розширену матрицю у цьому випадку
записують з вертикальною прямою рискою, яка вiддiляє коефiцiєнти бiля
невiдомих вiд вiльних членiв. Стовпець вiльних членiв мiняти мiсцями з
iншими стовпцями розширеної матрицi не можна.

Виконуючи над рядками розширеної матрицi елементарнi перетворен-
ня, пiсля певної кiлькостi крокiв, отримаємо один з можливих випадкiв.
Перший випадок:

a11x1 + a12x2 + a13x3 + . . .+ a1jxj + . . .+ a1nxn = b1,

a′′22x2 + a′′23x3 + . . .+ a′′2jxj + . . .+ a′′2nxn = b′′2,

a′′33x3 + . . .+ a′′3jxj + . . .+ a′′3nxn = b′′3,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 = b′′i ,

. . . . . . . . . . . .

0 = b′′m.



(1.12)

Система схiдчастого вигляду (1.12) вказує на два можливi випадки:
1) якщо будь-яке bi ̸= 0 тодi, коли лiва частина рiвняння дорiвнює нулю,

то вихiдна система розв’язку не має.
2) якщо усi bi = 0 (коли лiвi частини вiдповiдних рiвняння дорiвнюють

нулю), маємо тотожностi, i цi нульовi рядки можна вiдкинути. Тодi мати-
мемо один з двох випадкiв:

а) кiлькiсть рiвнянь дорiвнює кiлькостi невiдомих – система має єдиний
розв’язок;

б) кiлькiсть рiвнянь менша за кiлькостi невiдомих – система має безлiч
розв’зкiв.
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Другий випадок (r = n):

a11x1 + a12x2 + a13x3 + . . .+ a1jxj + . . .+ a1nxn = b1,

a′22x2 + a′23x3 + . . .+ a′2jxj + . . .+ a′2nxn = b′2,

a′33x3 + . . .+ a′3jxj + . . .+ a′3nxn = b′3,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

a′iixi + . . .+ a′inxn = b′i,

. . . . . . . . . . . .

a′nnxn = b′n.



. (1.13)

Якщо отримано систему трикутного вигляду (1.13), то це вказує на те, що
початкова система AX = B має єдиний розв’язок.

Приклад 1.15. За допомогою методу послiдовного виключення невiдомих
Гаусса дослiдити систему на сумiснiсть i у випадку сумiсностi розв’язати
її.

2x1 + 3x2 + 11x3 + 5x4 = 2,
x1 + x2 + 5x3 + 2x4 = 1,

3x1 + 3x2 + 9x3 + 5x4 = −2,
2x1 + x2 + 3x3 + 2x4 = −3,
x1 + x2 + 3x3 + 4x4 = −3.


Розв’язок.

Складемо розширену матрицю B i проведемо необхiднi елементарнi пе-
ретворення рядкiв:

B =


2 3 11 5 2
1 1 5 2 1
3 3 9 5 −2
2 1 3 2 −3
1 1 3 4 −3

 ∼


1 1 5 2 1
1 1 3 4 −3
2 3 11 5 2
2 1 3 2 −3
3 3 9 5 −2

 ∼ −1

2


1 1 5 2 1
0 0 −2 2 −4
0 1 1 1 0
0 −1 −7 −2 −5
0 0 −6 −1 −5

 ∼

∼


1 1 5 2 1
0 1 1 1 0
0 0 1 −1 2
0 0 0 −7 7
0 0 −6 −1 −5

 ∼


1 1 5 2 1
0 1 1 1 0
0 0 1 −1 2
0 0 0 1 −1
0 0 0 −7 7

 ∼


1 1 5 2 1
0 1 1 1 0
0 0 1 −1 2
0 0 0 1 −1
0 0 0 0 0

 .

Останнiй матрицi вiдповiдає система, еквiвалентна вихiднiй:

x1 + x2 + 5x3 + 2x4 = 1,
x2 + x3 + x4 = 0,

x3 − x4 = 2,
x4 = −1.


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З неї, рухаючись знизу вверх, послiдовно знаходимо: x4 = −1, x3 = 2+ x4 =
2−1 = 1, x2 = −x3−x4 = −1+1 = 0, x1 = 1−x2−5x3−2x4 = 1−5+2 = −2.

Отже, система сумiсна, визначена, тобто, вона має єдиний розв’язок
(r = n = 4): x1 = −2, x2 = 0, x3 = 1, x4 = −1.

Завдання для самостiйної роботи
Перевiрити сумiснiсть системи рiвнянь i у випадку сумiсностi знайти її

розв’язки: а) за допомогою формул Крамера; б) матричним методом; в)
методом Гаусса.

1)

2x1 + x2 + 3x3 = 7,

2x1 + 3x2 + x3 = 1,

3x1 + 2x2 + x3 = 6.

 2)

3x1 − x2 + x3 = 12,

x1 + 2x2 + 4x3 = 6,

5x1 + x2 + 2x3 = 3.


3)

8x1 + 3x2 − 6x3 = −4,

x1 + x2 − x3 = 2,

4x1 + x2 − 3x3 = −5.


Вiдповiдь: 1) x1 = 3, x2 = −2, x3 = 1; 2) x1 = 0, x2 = −7, x3 = 5;

3) x1 = 1, x2 = 6, x3 = 5.

1.7. Однорiдна система лiнiйних рiвнянь
Нехай задано однорiдну систему m лiнiйних рiвнянь з n невiдомими:

a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = 0,

a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

am1x1 + am2x2 + . . .+ amnxn = 0.


(1.14)

Ця система завжди має нульовий розв’язок x1 = 0, x2 = 0, . . ., xn = 0, тому
що пiдстановка нулiв замiсть невiдомих в кожне з рiвнянь (1.14) перетворює
їх в тотожностi. Ненульовi розв’язки (якщо вони iснують) системи (1.14)
можна знайти методом Гаусса.

Однорiдна система n рiвнянь з n невiдомими має єдиний нульовий
розв’язок, якщо визначник системи D (див. формулу (1.8)) вiдмiнний вiд
нуля D ̸= 0. Якщо D = 0, то система має безлiч розв’язкiв. Розглянемо два
типовi випадки.

Приклад 1.16. Розв’язати однорiдну систему лiнiйних алгебраїчних рiв-
нянь

2x1 − 4x2 + 5x3 = 0,
x1 + 2x2 − 3x3 = 0,
3x1 − x2 + 2x3 = 0.


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Розв’язок.

Визначник системи ∣∣∣∣∣∣
2 −4 5
1 2 −3
3 −1 2

∣∣∣∣∣∣ = 11 ̸= 0,

тому система має єдиний нульовий розв’язок: x1 = x2 = x3 = 0.

Приклад 1.17. Розв’язати однорiдну систему лiнiйних алгебраїчних рiв-
нянь

3x1 + 4x2 − x3 = 0,
x1 − 3x2 + 5x3 = 0,
4x1 + x2 + 4x3 = 0.


Розв’язок.

Так як ∣∣∣∣∣∣
3 4 −1
1 −3 5
4 1 4

∣∣∣∣∣∣ = 0,

то система має безлiч розв’язкiв. Оскiльки r(A) = 2, n = 3, виберемо два
довiльнi рiвняння системи (наприклад, перше i друге) i знайдемо її розв’яз-
ки. Тодi маємо:

3x1 + 4x2 − x3 = 0,
x1 − 3x2 + 5x3 = 0.

}
Так як визначник складений iз коефiцiєнтiв при невiдомих x1 та x2 не

рiвний нулю, то в якостi базисних невiдомих вiзьмемо x1 та x2 (хоча мо-
жна брати i iншi пари невiдомих), а члени з x3 перенесемо в правi частини
рiвнянь:

3x1 + 4x2 = x3,
x1 − 3x2 = −5x3.

}
Розв’яжемо останню систему за допомогою формул Крамера (1.9):

x1 = D1/D, x2 = D2/D,

де
D =

∣∣∣∣ 3 4
1 −3

∣∣∣∣ = −9− 4 = −13;

D1 =

∣∣∣∣ x3 4
−5x3 −3

∣∣∣∣ = −3x3 + 20x3 = 17x3;

D2 =

∣∣∣∣ 3 x3
1 −5x3

∣∣∣∣ = −16x3.
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Звiдки знаходимо, що x1 = −17x3/13, x2 = 16x3/13. Поклавши x3 = 13k,
де k – довiльний коефiцiєнт пропорцiйностi, одержуємо розв’язок вихiдної
системи: x1 = −17k, x2 = 16k, x3 = 13k.

Завдання для самостiйної роботи

Розв’язати однорiдну систему лiнiйних алгебраїчних рiвнянь.

1)

x1 + 3x2 + 2x3 = 0,

2x1 − x2 + 3x3 = 0,

3x1 − 5x2 + 4x3 = 0.

 2)

2x1 + 5x2 + x3 = 0,

4x1 + 6x2 + 3x3 = 0,

x1 − x2 − 2x3 = 0.



3)

x1 + 2x2 + 4x3 = 0,

5x1 + x2 + 2x3 = 0,

4x1 − x2 − 2x3 = 0.


Вiдповiдь: 1) x1 = −11k, x2 = −k, x3 = 7k; 2) x1 = 0, x2 = 0, x3 = 0;

3) x1 = 0, x2 = −2k, x3 = k.

2. ЕЛЕМЕНТИ ВЕКТОРНОЇ АЛГЕБРИ

2.1. Вектори. Загальнi поняття та означення
Вектором називають напрямлений вiдрiзок AB з початком у точцi A

та кiнцем у точцi B (рис. 2.1).

A

B

a

Рис. 2.1.

Довжиною вектора
−→
AB (або його модулем) |

−→
AB| називають число, що

дорiвнює довжинi вiдрiзка AB, який зображає вектор.
Колiнеарними називають вектори, якi лежать на однiй прямiй (або на

паралельних прямих).
Компланарними називають вектори, якi лежать в однiй площинi або

паралельнi деякiй площинi.
Рiвними називають вектори, якi мають однакову довжину та однаковий

напрямок.
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Нульовим вектором (нуль-вектором) називають вектор, у якого по-
чаток i кiнець збiгаються. Позначають його 0⃗, його довжина |⃗0| = 0, його
напрямок невизначений.

Одиничним вектором називають вектор, довжина якого рiвна одини-
цi. Одиничний вектор, напрям якого збiгається з напрямом вектора a⃗, на-
зивається ортом вектора a⃗ i позначається через a⃗0. Тодi можна записати
a⃗ = |⃗a| a⃗0.

Вiльним називають вектор, який можна перемiщати (переносити) у
будь-яку точку простору за умови збереження його довжини та напрям-
ку. Далi будемо розглядати тiльки вiльнi вектори.

Добутком вектора a⃗ на число λ ̸= 0 називають вектор b⃗ = λa⃗, який
має довжину |⃗b| = |λa⃗|, а його напрямок збiгається з напрямком вектора a⃗,
якщо λ > 0, i протилежний a⃗, якщо λ < 0 (якщо λ = 0, маємо нуль-вектор).

Протилежним вектором −a⃗ називають добуток вектора a⃗ на число
(-1), тобто −a⃗ = (−1)⃗a.

Сумою векторiв a⃗ та b⃗ називають вектор c⃗ = b⃗ + a⃗, початок якого
збiгається з початком вектора a⃗, а кiнець - з кiнцем вектора b⃗ (за умови, що
початок b⃗ збiгається з кiнцем a⃗ ("правило трикутника") (рис. 2.2 а).

a

b

c = ab +

a

c = ab +

a

b

б

Рис. 2.2.

Якщо збiгаються початки обох векторiв a⃗ та b⃗, то їх сумою також буде
вектор c⃗ = b⃗ + a⃗ ("правило паралелограма"), який є дiагоналлю паралело-
грама, побудованого на a⃗ та b⃗, як на сторонах (рис. 2.2 б).

Рiзницею двох векторiв a⃗ та b⃗ називають вектор, який починається
в кiнцi вектора b⃗ i закiнчується в кiнцi a⃗ (рис. 2.3 а). Або можна дати таке
означення: рiзницею двох векторiв a⃗ та b⃗ називають суму вектора a⃗ та
вектора −b⃗, протилежного до b⃗ (рис. 2.3 б).

Приклад 2.1. Вектори
−→
AB = c⃗,

−−→
BC = a⃗,

−→
CA = b⃗ є сторонами трику-

тника ABC (рис. 2.4). Виразiть через a⃗, b⃗, c⃗ вектори
−−→
AM ,

−−→
BN ,

−→
CP , якi

спiвпадають з медiанами трикутника ABC.

Розв’язок.

Для знаходження вектора
−−→
AM розглянемо трикутник BAM (рис. 2.4).

Згiдно "правила трикутника" додавання векторiв маємо:
−−→
AM =

−→
AB+

−−→
BM .
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a

b

a b-
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-

Рис. 2.3.

c

a

b

M

A

B

C
N

P

Рис. 2.4.

Оскiльки
−−→
AM є медiаною сторони

−−→
BC, то дiлить її пополам, тому

−−→
BM =

1

2

−−→
BC =

1

2
a⃗. Тодi згiдно умови задачi

−−→
AM = c⃗ +

1

2
a⃗. З iншого боку −a⃗ =

b⃗ + c⃗ i a⃗ = −(c⃗ + b⃗). Пiдставивши одержаний результат у вираз для
−−→
AM ,

знаходимо
−−→
AM = c⃗− 1

2
(c⃗+ b⃗) =

1

2
(c⃗− b⃗).

Аналогiчно знаходимо
−−→
BN = a⃗+

1

2
b⃗ або

−−→
BN =

1

2
(⃗a− c⃗);

−→
CP = b⃗+

1

2
c⃗ або

−→
CP =

1

2
(⃗b− a⃗).

Завдання для самостiйної роботи

1. В трикутнiй пiрамiдi SABC вiдомi вектори
−→
SA = a⃗,

−→
SB = b⃗,−→

SC = c⃗. Знайти вектор
−→
SO, якщо точка O є центром мас трикутника ABC.

Вiдповiдь:
−→
SO =

1

3
(⃗a+ b⃗+ c⃗).

2. Вектори a⃗ i b⃗ утворюють кут φ = 60◦, |⃗a| = 5, |⃗b| = 8. Знайти |⃗a+ b⃗| i
|⃗a− b⃗|.

Вiдповiдь: |⃗a+ b⃗| =
√
129 ≈ 11, 4, |⃗a− b⃗| = 7.

28



2.2. Лiнiйна залежнiсть i незалежнiсть векторiв. Розклад
вектора за векторами базису. Базис n-вимiрного про-
стору

Система векторiв a⃗1, a⃗2, . . . , a⃗m називається лiнiйно незалежною, якщо
рiвнiсть

k1a⃗1 + k2a⃗2 + . . .+ kma⃗m = 0 (2.1)
виконується тiльки при k1 = k2 = . . . = km = 0. Якщо ж рiвнiсть (2.1)
виконується при ненульових значеннях ki (i = 1, . . . ,m), то система ве-
кторiв a⃗1, a⃗2, . . . , a⃗m називається лiнiйно залежною. Наприклад, будь-якi
колiнеарнi вектори, три компланарнi вектори, чотири i бiльше векторiв в
тривимiрному просторi завжди є лiнiйно залежними.

Упорядкована трiйка лiнiйно незалежних (некомпланарних) векторiв e⃗1,
e⃗2, e⃗3 в просторi називається його базисом. Довiльний вектор a⃗ у просто-
рi можна розкласти за базисом e⃗1, e⃗2, e⃗3: d⃗ = αe⃗1 + βe⃗2 + γe⃗3, де α, β, γ
– координати вектора d⃗ у цьому базисi: d⃗ = (α, β, γ). Базис називається
ортонормованим (позначають i⃗, j⃗, k⃗), якщо його вектори є взаємно пер-
пендикулярними, а довжина кожного з них рiвна одиницi.

Упорядкована множина n дiйсних чисел a1, a2, . . . , an називається n-
вимiрним вектором:

a⃗ = (a1, a2, . . . , an). (2.2)
Пiсля введення операцiї множення вектора на число i додавання векто-

рiв можна розглядати n-вимiрний векторний простiр як сукупнiсть усiх n-
вимiрних векторiв.

Довiльна система n лiнiйно незалежних векторiв n-вимiрного простору
утворює базис векторного простору. Будь-який вектор n-вимiрного про-
стору розкладається за векторами базису.

Якщо кожен iз заданих векторiв (2.2) (⃗ai = (a1i, a2i, . . . , ani) системи
a1, a2, . . . , am та нульовий вектор 0⃗ = (0, 0, . . . , 0) записати як матрицю стов-
пець, то векторну рiвнiсть (2.1) можна переписати у матричнiй формi:

k1


a11

a21

· · ·
an1

+ k2


a12

a22

· · ·
an2

+ · · ·+ kn


a1m

a2m

· · ·
anm

 =


0

0

· · ·
0

 ,

або
a11k1 + a12k2 + . . .+ a1mkm = 0,

a21k1 + a22k2 + . . .+ a2mkm = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an1k1 + an2k2 + . . .+ anmkm = 0.


(2.3)

29



Ми отримали лiнiйну однорiдну систему рiвнянь вiдносно невiдомих ki.
Вектори a1, a2, . . . , am є лiнiйно незалежними, якщо система (2.3) має лише
нульовий розв’язок, тобто, визначник системи вiдмiнний вiд нуля.

Приклад 2.2. В деякому базисi вектори заданi координатами: a⃗ = (1, 1, 2),
e⃗1 = (2, 2,−1), e⃗2 = (0, 4, 8), e⃗3 = (−1,−1, 3). Переконатися, що вектори e⃗1,
e⃗2, e⃗3 утворюють базис, i знайти в ньому координати вектора a⃗.

Розв’язок.

Згiдно (2.3), якщо визначник

D =

∣∣∣∣∣∣
2 2 −1
0 4 8

−1 −1 3

∣∣∣∣∣∣ ,
складений з координат векторiв e⃗1, e⃗2, e⃗3, не рiвний 0, то вектори e⃗1, e⃗2,
e⃗3 лiнiйно незалежнi, а, отже, утворюють базис. Переконуємося, що D =
24− 16− 4 + 16 = 20 ̸= 0. Таким чином, трiйка e⃗1, e⃗2, e⃗3 – базис.

Позначимо координати вектора a⃗ в базисi e⃗1, e⃗2, e⃗3 через x, y, z. Тодi

a⃗ = xe⃗1 + ye⃗2 + ze⃗3.

Якщо координати кожного iз заданих векторiв a⃗, e⃗1, e⃗2 та e⃗3 записати як
матрицю стовпець, то останню векторну рiвнiсть можна переписати у
виглядi системи лiнiйних алгебраїчних рiвнянь для знаходження невiдомих
x, y, z:

2x− z = 1,
2x+ 4y − z = 1,

−x+ 8y + 3z = 2.


Розв’язуючи її, знаходимо x = 1, y = 0, z = 1. Отже, a⃗ = e⃗1+ e⃗3 = (1, 0, 1).

Завдання для самостiйної роботи

Довести, що вектори a⃗, b⃗, c⃗ утворюють базис, i знайти координати ве-
ктора d⃗ в цьому базисi.

1) a⃗ = (5, 4, 1), b⃗ = (−3, 5, 2), c⃗ = (2,−1, 3), d⃗ = (7, 23, 4).
2) a⃗ = (2,−1, 4), b⃗ = (−3, 0,−2), c⃗ = (4, 5,−3), d⃗ = (0, 11,−14).
3) a⃗ = (1, 3, 4), b⃗ = (−2, 5, 0), c⃗ = (3,−2,−4), d⃗ = (13,−5,−4).

Вiдповiдь: 1) (3, 2,−1). 2) (−1, 2, 2). 3) (2,−1, 3).
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2.3. Проекцiя вектора на вiсь. Розклад вектора за осями

Проекцiєю вектора a⃗ =
−→
AB на вiсь l (пряму з напрямком) називають

число
a⃗l =

−→
ABl = |⃗a| cosφ, (2.4)

де φ – кут мiж додатним напрямком осi l та вектором a⃗ =
−→
AB, який змiню-

ється в межах вiд 0 до π.
Геометричний змiст поняття: проекцiя вектора a⃗ на вiсь l – це довжина

вiдрiзка A1B1 =
−→
ABl = |

−→
AB| cosφ, взята зi знаком "+" , якщо 0 6 φ 6

π/2 та "−" , якщо π/2 6 φ 6 π (рис. 2.5). При φ = π/2 вiдрiзок A1B1

перетворюється в точку i a⃗l = 0.

A

B

a

A

B

a

B1A1

lj

Рис. 2.5.

Властивостi проекцiй
1. Проекцiя суми кiлькох векторiв на дану вiсь дорiвнює сумi їхнiх про-

екцiй на цю вiсь, тобто

(⃗a+ b⃗+ c⃗)l = a⃗l + b⃗l + c⃗l. (2.5)

2. При множеннi вектора a⃗ на число λ його проекцiя також помножиться
на це число:

(λa⃗)l = λa⃗l. (2.6)

Розклад вектора за координатними осями
Якщо в просторi зафiксовано точку O i базис e⃗1, e⃗2, e⃗3, то кажуть, що

в просторi задано декартову систему координат O, e⃗1, e⃗2, e⃗3. Точку O
називають початком координат, а прямi Ox, Oy, Oz, якi проходять через
початок координат i є вiдповiдно паралельними векторам e⃗1, e⃗2, e⃗3 – осями
координат. Якщо базис e⃗1, e⃗2, e⃗3 є ортономованим, то вiдповiдну йому
систему координат називають прямокутною.

Будь-який вектор a⃗ може бути розкладений за ортами координатних
осей:

a⃗ = x⃗i+ yj⃗ + zk⃗. (2.7)
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Коефiцiєнти такого розкладу називаються координатами вектора в
данiй системi координат i рiвнi проекцiям вектора a⃗ на вiдповiднi коорди-
натнi осi: x = a⃗x – абсциса, y = a⃗y – ордината, z = a⃗z – аплiката. Тому
вектор можна записати у виглядi a⃗ = (x, y, z).

Радiус-вектором точки M називають вектор, початок якого збiгає-
ться з початком координат, а кiнець знаходиться в данiй точцi. Координати
радiус-вектора т. M називають координатами точки M(x, y, z) (рис. 2.6).

x

z

y

a
M x, y, z( )

x

y

z

0

a

b

g

Рис. 2.6.

Приклад 2.3. Знайти координати вектора a⃗, якщо вiдомi кути α = 45◦,
β = 60◦, γ = 120◦, якi вiн утворює з осями координат Ox, Oy, Oz, а його
довжина |⃗a| = 4.

Розв’язок.

Координати вектора a⃗ в данiй системi координат рiвнi його проекцiям
на вiдповiднi координатнi осi. Тому згiдно означення проекцiї (2.4) маємо:

x = a⃗x = |⃗a| cosα = 4 cos 45◦ = 4 · 1√
2
= 2

√
2,

y = a⃗y = |⃗a| cos β = 4 cos 60◦ = 4 · 1
2
= 2,

z = a⃗z = |⃗a| cos γ = 4 cos 120◦ = 4 ·
(
−1

2

)
= −2.

Отже, a⃗ = (2
√
2, 2, −2).

2.4. Операцiї з векторами
1. Добутком вектора a⃗ = (x, y, z) на довiльне число λ є вектор

b⃗ = λa⃗ = (λx, λy, λz). (2.8)
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2. Сумою двох векторiв a⃗ = (x1, y1, z1) та b⃗ = (x2, y2, z2) є вектор

c⃗ = a⃗+ b⃗ = (x1 + x2, y1 + y2, z1 + z2). (2.9)

3. Рiзницею двох векторiв a⃗ = (x1, y1, z1) та b⃗ = (x2, y2, z2) є вектор

c⃗ = a⃗− b⃗ = (x1 − x2, y1 − y2, z1 − z2). (2.10)

4. Довжина вектора a⃗ = (x, y, z):

|⃗a| =
√
x2 + y2 + z2. (2.11)

5. Вектори рiвнi, якщо вони мають однаковi координати: для двох ве-
кторiв a⃗ = (x1, y1, z1) та b⃗ = (x2, y2, z2):

a⃗ = b⃗⇐⇒ x1 = x2, y1 = y2, z1 = z2. (2.12)

6. Вектори a⃗ = (x1, y1, z1) i b⃗ = (x2, y2, z2) колiнеарнi, якщо

x1
x2

=
y1
y2

=
z1
z2
. (2.13)

Приклад 2.4. Визначити модулi суми i рiзницi векторiв a⃗ = (3,−5, 8) та
b⃗ = (−1, 1,−4).

Розв’язок.

Згiдно правил додавання (2.9) та вiднiмання (2.10) векторiв заданих ко-
ординатами a⃗ + b⃗ = (3 + (−1),−5 + 1, 8 + (−4)) = (2,−4, 4) i a⃗ − b⃗ =
(3 − (−1),−5 − 1, 8 − (−4)) = (4,−6, 12). Знаючи координати векторiв, за
правилом (2.11) знаходимо їх модулi: |⃗a+ b⃗| =

√
22 + (−4)2 + 42 =

√
36 = 6

та |⃗a− b⃗| =
√

42 + (−6)2 + 122 =
√
196 = 14.

Приклад 2.5. Знайти проекцiю вектора a⃗ = 2⃗i− 2⃗j + k⃗ на вектор e⃗, якщо
кут мiж ними рiвний φ = 60◦.

Розв’язок.

За умовою задачi координати координати вектора a⃗ вiдомi a⃗ = 2⃗i− 2⃗j+
k⃗ = (2,−2, 1), тому можемо знайти його модуль |⃗a| =

√
22 + (−2)2 + 12 =√

9 = 3. Тодi за формулою (2.4) знаходимо проекцiю вектора a⃗ на вектор e⃗

a⃗e = |⃗a| cosφ = 3 cos 60◦ =
3

2
.
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Вiдстань мiж двома точками
Вiдстань мiж точками A(x1, y1, z1) та B(x2, y2, z2) можна розглядати як

довжину вектора:
−→
AB = (x2 − x1, y2 − y1, z2 − z1), тодi її можна знайти за

формулою

d = |
−→
AB| =

√
(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2 + (z2 − z1)2. (2.14)

Приклад 2.6. Знайти координати векторiв
−→
AB i

−→
BA та їхню довжину,

якщо вiдомi координати точок A(5,−1, 2) та B(1, 2, 1).

Розв’язок.

Для того, щоб знайти координати вектора необхiдно вiд координат
кiнця вектора вiдняти вiдповiднi координати початку. Зокрема:

−→
AB =

(1 − 5, 2 − (−1), 1 − 2) = (−4, 3,−1) та
−→
BA = (5 − 1,−1 − 2, 2 −

1) = (4,−3, 1). Знаючи координати векторiв, легко знаходимо їх довжи-
ни |

−→
AB| =

√
(−4)2 + 32 + (−1)2 =

√
26 = 2

√
6 i |

−→
BA| =

√
42 + (−3)2 + 12 =√

26 = 2
√
6. Як видно вектори

−→
AB i

−→
BA мають однакову довжину, але про-

тилежно напрямленi. Довжину вектора можна розглядати i як вiдстань
мiж точками його початку i кiнця.

Напрямнi косинуси вектора
Вектор a⃗ може бути заданий за допомогою модуля (2.11) та α, β, γ –

кутiв, якi утворює цей вектор з осями координат (див. рис. 2.6). Косинуси
кутiв α, β, γ називаються напрямними косинусами вектора a⃗:

cosα =
x

|⃗a|
, cos β =

y

|⃗a|
, cos γ =

z

|⃗a|
. (2.15)

Зв’язок мiж напрямними косинусами

cos2 α+ cos2 β + cos2 γ = 1. (2.16)

Напрямнi косинуси вектора a⃗ збiгаються з координатами його орта

a⃗0 =
a⃗

|⃗a|
.

Приклад 2.7. Знайти напрямнi косинуси вектора
−→
AB, якщо A(2, 3, 4),

B(3, 5, 6).

Розв’язок.
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Знаходимо координати вектора
−→
AB = (3 − 2, 5 − 3, 6 − 4) = (1, 2, 2) та

його модуль |
−→
AB| =

√
12 + 22 + 22 = 3. Тепер за формулами (2.15) знаходимо

його напрямнi косинуси

cosα =
x

|
−→
AB|

=
1

3
,

cos β =
y

|
−→
AB|

=
2

3
,

cos γ =
z

|
−→
AB|

=
2

3
.

Завдання для самостiйної роботи
1. Обчислити модуль вектора a⃗ = (3,−6, 2).
Вiдповiдь: |⃗a| = 7.

2. Визначити початок вектора a⃗ = (2,−3,−1), якщо його кiнець збiгає-
ться з точкою (1,−1, 2).

Вiдповiдь: (−1, 2, 3).

3. Знайти напрямнi косинуси вектора a⃗ = (12,−15,−16).
Вiдповiдь: cosα = 12

25 , cos β = −3
5 , cos γ = −16

25 .

4. Задано проекцiї Fx = 5, Fy = 5
√
2, Fz = −5 сили F⃗ на координатнi

осi. Знайти величину сили i напрям її дiї.

Вiдповiдь: |F⃗ | = 10, α = 60◦, β = 45◦, γ = 120◦.

2.5. Дiлення вiдрiзка в заданому спiввiдношеннi

Точка A дiлить вiдрiзок A1A2 у спiввiдношеннi λ =
A1A

AA2
. Нехай

A1(x1, y1, z1), A2(x2, y2, z2), λ – вiдомi, тодi координати точки A рiвнi:

x =
x1 + λx2
1 + λ

, y =
y1 + λy2
1 + λ

, z =
z1 + λz2
1 + λ

. (2.17)

Приклад 2.8. Вiдрiзок, обмежений точками A(2,−2, 4), B(5, 4, 6), подiле-
но на три рiвнi частини. Знайти координати точок подiлу.

Розв’язок.

Нехай M – перша точка подiлу. Вона дiлить вiдрiзок
−→
AB у спiввiдно-

шеннi λ =
AM

MA
=

1

2
. Тому згiдно (2.17) маємо

x =
2 + 1

2 · 5
1 + 1

2

= 3, y =
−2 + 1

2 · 4
1 + 1

2

= 0, z =
4 + 1

2 · 6
1 + 1

2

=
14

3
.
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Отже, M
(
3, 0, 143

)
.

Друга точка N дiлить вiдрiзок
−→
AB у спiввiдношеннi λ =

AN

NA
= 2 i

x =
2 + 2 · 5
1 + 2

= 4, y =
−2 + 2 · 4
1 + 2

= 2, z =
4 + 2 · 6
1 + 2

=
16

3
.

Отже, N
(
4, 2, 163

)
.

Завдання для самостiйної роботи

1. Вiдрiзок, обмежений точками A(−1, 8,−3) i B(9,−7,−2), подiлено то-
чками M1, M2, M3, M4 на п’ять рiвних частин. Знайти координати точок
M1 i M3.

Вiдповiдь: M1(1, 5,−2), M3(5,−1, 0).
2. Визначити координати кiнцiв A i B вiдрiзка, роздiленого точками

C(2, 0, 2) i D(5,−2, 0) на три рiвнi частини.

Вiдповiдь: A(−1, 2, 4), B(8,−4,−2).

2.6. Скалярний добуток двох векторiв. Кут мiж вектора-
ми. Умови паралельностi та перпендикулярностi

Скалярним добутком a⃗ · b⃗ двох векторiв a⃗ i b⃗ називають число, яке
дорiвнює добутку довжин цих векторiв на косинус кута мiж ними (рис. 2.7)

a⃗ · b⃗ = |⃗a| · |⃗b| cosφ. (2.18)

Скалярний добуток двох векторiв a⃗ = (x1, y1, z1) та b⃗ = (x2, y2, z2), за-
даних координатами, дорiвнює сумi добуткiв вiдповiдних координат цих
векторiв

a⃗ · b⃗ = x1x2 + y1y2 + z1z2. (2.19)

a

b

j

Рис. 2.7.

Властивостi скалярного добутку:
1. a⃗ · b⃗ = b⃗ · a⃗;
2. λa⃗ · b⃗ = a⃗ · λ⃗b = λ(⃗a · b⃗);
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3. a⃗ · (⃗b+ c⃗) = a⃗ · b⃗+ a⃗ · c⃗;
4. Скалярний добуток вектора a⃗ самого на себе рiвний квадрату його

модуля: a⃗ · a⃗ = a⃗2 = |⃗a|2 = x2 + y2 + z2. З iншого боку |⃗a| =
√
a⃗ · a⃗.

5. Проекцiя вектора a⃗ на напрямок вектора b⃗:

a⃗⃗b =
|⃗a| · |⃗b| cosφ

|⃗b|
=
a⃗ · b⃗
|⃗b|

=
x1x2 + y1y2 + z1z2√

x22 + y22 + z22
.

Кут мiж векторами
Кут мiж векторами a⃗ i b⃗ визначають за формулою

cosφ =
a⃗ · b⃗
|⃗a||⃗b|

=
x1x2 + y1y2 + z1z2√

x21 + y21 + z21
√
x22 + y22 + z22

. (2.20)

Умови паралельностi та перпендикулярностi двох векторiв
1. Якщо вектори a⃗ = (x1, y1, z1) i b⃗ = (x2, y2, z2) колiнеарнi (паралельнi),

то їх вiдповiднi координати пропорцiйнi
x1
x2

=
y1
y2

=
z1
z2
. (2.21)

2. Якщо вектори a⃗ = (x1, y1, z1) i b⃗ = (x2, y2, z2) перпендикулярнi (⃗a ⊥ b⃗),
то φ = π

2 . Тодi скалярний добуток цих векторiв рiвний нулю:

x1x2 + y1y2 + z1z2 = 0. (2.22)

Приклад 2.9. Дано вектори a⃗ = −2m⃗+3n⃗ i b⃗ = 4m⃗− n⃗, де |m⃗| = 1; |n⃗| = 3;
φ = (m⃗,̂ n⃗) = π. Знайти: а) (3a⃗ + 2⃗b) · (−2a⃗ + 4⃗b); б) проекцiю вектора
(−2a⃗+ 4⃗b) на вектор b⃗; в) cos (⃗a,̂ 4⃗b).

Розв’язок.

а) Обчислюємо

(3a⃗+ 2⃗b) · (−2a⃗+ 4⃗b) = (−6m⃗+ 9n⃗+ 8m⃗− 2n⃗) · (4m⃗− 6n⃗+ 16m⃗− 4n⃗) =

= 10 · (2m⃗+ 7n⃗) · (2m⃗− n⃗) =

= 10 · (4|m⃗|2 + 12|m⃗||n⃗| cosφ− 7|n⃗|2) =
= 10 · (4 · 1 + 12 · 1 · 3 · (−1)− 7 · 9) = −950;

б) Нехай c = (−2a⃗+ 4⃗b) = (20m⃗− 10n⃗). Тодi

c⃗⃗b =
c⃗ · b⃗
|⃗b|

,

c⃗ · b⃗ = 10 · (2m⃗− n⃗) · (4m⃗− n⃗) =

= 10 · (8|m⃗|2 − 6|m⃗||n⃗| cos π + |n⃗|2) = 350,

|⃗b| =
√
|⃗b|2 =

√
(4m⃗− n⃗)2 =

=
√
16|m⃗|2 − 8|m⃗||n⃗| cos π + |n⃗|2 =

√
49 = 7.
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Остаточно одержуємо

(−2a⃗+ 4⃗b)⃗b =
350

7
= 50;

в) Нехай d⃗ = 4⃗b. Тодi

cos (⃗a,̂ 4⃗b) = cos(⃗a,̂ d⃗) =
a⃗ · d⃗
|⃗a||⃗b|

,

a⃗ · d⃗ = 4 · (−2m⃗+ 3n⃗) · (4m⃗− n⃗) =

= 4 · (−8|m⃗|2 + 14|m⃗||n⃗| cos π − 3|n⃗|2) = 308,

|⃗a| =
√
(−2m⃗+ 3n⃗)2 =

=
√
4|m⃗|2 − 12|m⃗||n⃗| cos π + 9|n⃗|2 =

√
121 = 11,

|d⃗| = 4 · |⃗b| = 4 · 7 = 28.

В результатi маємо:

cos (⃗a,̂ 4⃗b) =
308

11 · 28
= 1.

Приклад 2.10. За координатами точок A(4, 6, 3), B(−5, 2, 6) i C(4,−4,−3)

знайти: а) скалярний добуток векторiв a⃗ = 4
−−→
CB−

−→
AC i b =

−→
AB; б) проекцiю

вектора c =
−−→
CB на вектор d =

−→
AC; в) cos(⃗a,̂ d⃗).

Розв’язок.

Послiдовно знаходимо
−→
AB = (−9,−4, 3),

−→
AC = (0,−10,−6),

−−→
CB =

(−9, 6, 9) та 4
−−→
CB −

−→
AC = (−36, 34, 42).

а) Маємо a⃗ = (−36, 34, 42), b⃗ = (−9,−4, 3). Тодi

a⃗ · b⃗ = (−36) · (−9) + 34 · (−4) + 42 · 3 = 314.

б) Так як

c⃗d⃗ =
c⃗ · d⃗
|d⃗|

, d⃗ = (0,−10,−6),

c⃗ · d⃗ = 0− 60− 54 = −114, |d⃗| =
√
0 + 100 + 36 =

√
136,

то
c⃗d⃗ = − 54√

34
;

38



в) Оскiльки

cos (⃗a,̂ d⃗) =
a⃗ · d⃗
|⃗a||d⃗|

, |⃗a| =
√
1296 + 1156 + 1764 =

√
4216,

a⃗ · d⃗ = 0− 340− 252 = −592,

то
cos (⃗a,̂ d⃗) = − 592√

4216
√
136

= − 74

17
√
31
.

Робота A⃗ сили F⃗ при перемiщеннi матерiальної точки на шляху |s⃗|,
вздовж вектора s⃗, обчислюється за формулою

A = F⃗ · s⃗ = |F⃗ ||s⃗| cos (F⃗ ,̂ s⃗).

Отже, робота дорiвнює скалярному добутку вектора сили на вектор пе-
ремiщення. В цьому суть механiчного змiсту скалярного добутку.

Приклад 2.11. Обчислити роботу рiвнодiйної F⃗ сил F⃗1 = (3,−4, 5), F⃗2 =

(2, 1,−4), F⃗3 = (−1, 6, 2), прикладених до матерiальної точки, котра пiд їх
дiєю перемiщується прямолiнiйно з точки M1(4, 2,−3) в точку M2(7, 4, 1).

Розв’язок.

Так як F⃗ = F⃗1 + F⃗2 + F⃗3 = (4, 3, 3),
−−−→
M1M2 = s⃗ = (3, 2, 4), то A = F⃗ · s⃗ =

4 · 3 + 3 · 2 + 3 · 4 = 30.

Завдання для самостiйної роботи

1. Дано вектори a⃗ = −3m⃗ − 2n⃗ i b⃗ = m⃗ + 5n⃗, де |m⃗| = 3; |n⃗| = 6;
φ = (m⃗,̂ n⃗) = 4π/3. Знайти: а) (−a⃗+ 2⃗b) · (⃗a+ b⃗); б) проекцiю вектора (⃗a+ b⃗)

на вектор b⃗; в) cos (⃗a,̂ b⃗).

Вiдповiдь: а) 1287; б) 15

√
13

7
; в) − 2√

7
.

2. Дано вершини чотирикутника A(1,−2, 2), B(1, 4, 0), C(−4, 1, 1),
D(−5,−5, 3). Визначити кут φ мiж його дiагоналями.

Вiдповiдь: φ = 90◦.

3. Дано три сили P⃗ = (9,−3, 4),
−→
Q = (5, 6,−2), R⃗ = (−4,−2, 7), при-

кладенi до точки A(−5, 4,−2). Визначити роботу рiвнодiйної цих сил, коли
точка до якої вони прикладенi, рухаючись прямолiнiйно, перемiщується в
точку B(4, 6,−5).

Вiдповiдь: 65.
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2.7. Векторний добуток двох векторiв.

Упорядкована трiйка a⃗, b⃗, c⃗ некомпланарних векторiв називається пра-
вою (рис. 2.8а), якщо з кiнця третього вектора c⃗ найкоротший поворот вiд
першого вектора a⃗ до другого вектора b⃗ здiйснюється проти годинникової
стрiлки; в протилежному випадку трiйка векторiв a⃗, b⃗, c⃗ називається лiвою
(рис. 2.8б).

a

b

c

o

а

a

b

c

o

б

Рис. 2.8.

Векторним добутком a⃗× b⃗ двох векторiв a⃗ i b⃗ називають третiй вектор
c⃗, який задовольняє наступнi умови:

1) модуль вектора c⃗ рiвний добутку довжин векторiв a⃗ i b⃗ на синус кута
мiж ними (рис. 2.9а):

|⃗c| = |⃗a× b⃗| = |⃗a| · |⃗b| sinφ; (2.23)

2) вектор c⃗ перпендикулярний як до вектора a⃗, так i до вектора b⃗;
3) якщо вектор c⃗ не нульовий, то вiн з векторами a⃗ i b⃗ утворює праву

трiйку векторiв (рис. 2.9а).

Алгебраїчнi властивостi векторного добутку:
1. (⃗a× b⃗) = −(⃗b× a⃗);
2. λa⃗× b⃗ = a⃗× λ⃗b = λ(⃗a× b⃗);
3. a⃗× (⃗b+ c⃗) = a⃗× b⃗+ a⃗× c⃗.

Приклад 2.12. Вектори a⃗ i b⃗ взаємно перпендикулярнi, |⃗a| = 3, |⃗b| = 4.
Обчислити |(3a⃗− b⃗)× (⃗a− 2⃗b)|.

Розв’язок.

Обчислюємо

|(3a⃗− b⃗)× (⃗a− 2⃗b)| = |3(⃗a× a⃗)− 6(⃗a× b⃗)− b⃗× a⃗+ 2(⃗b× b⃗)| =
= | − 5(⃗a× b⃗)| = 5 · |⃗a× b⃗| = 5 · |⃗a| · |⃗b| sin π

2 = 5 · 3 · 4 · 1 = 60.
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Геометричнi властивостi векторного добутку:
1) Векторний добуток двох ненульових векторiв рiвний нулю тодi i тiль-

ки тодi, коли вони колiнеарнi;
2) Модуль векторного добутку двух векторiв a⃗ i b⃗ чисельно рiвний площi

паралелограма, побудованого на них

S = |⃗a× b⃗|. (2.24)

Вiдповiдно площа трикутника рiвна:

S△ =
1

2
|⃗a× b⃗|. (2.25)

В цьому полягає геометричний змiст векторного добутку.

a

b

c a    b=

o

а

Sj

F

B

б

M

A

N

r
j

Рис. 2.9.

Векторний добуток векторiв a⃗ = (x1, y1, z1) i b⃗ = (x2, y2, z2) заданих ко-
ординатами рiвний

a⃗× b⃗ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
i⃗ j⃗ k⃗

x1 y1 z1

x2 y2 z2

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣ y1 z1

y2 z2

∣∣∣∣∣∣ ,−
∣∣∣∣∣∣ x1 z1

x2 z2

∣∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣∣ x1 y1

x2 y2

∣∣∣∣∣∣
 . (2.26)

Приклад 2.13. Знайти площу трикутника ABC, якщо вiдомо, що:
A(1, 2, 0), B(3, 0, 3) i C(5, 2, 6).

Розв’язок.

Площа трикутника ABC дорiвнює половинi площi паралелограма, побу-
дованого на векторах

−→
AB i

−→
AC. Оскiльки

−→
AB = (2,−2, 3),

−→
AC = (4, 0, 6)

то
−→
AB ×

−→
AC =

∣∣∣∣∣∣
i⃗ j⃗ k⃗
2 −2 3
4 0 6

∣∣∣∣∣∣ = −12⃗i− 0⃗j + 8k⃗ = (−12, 0, 8).
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Тодi площа

S△ =
1

2
|
−→
AB ×

−→
AC| = 1

2

√
144 + 64 = 2

√
13.

Якщо обидва вектори лежать в однiй координатнiй площинi, наприклад
в площинi Oxy, то їх можна розглядати як вектори, аплiкати яких рiвнi
нулю i застосовувати до них вже вiдомi формули (2.24)–(2.26).

Приклад 2.14. Знайти площу трикутника з вершинами A(−3,−1),
B(1,−5), С(9, 3).

Розв’язок.

Точки A, B, С лежать в площинi Oxy, тому можна вважати, що
в загальному випадку вони мають координати: A(x1, y1, 0), B(x2, y2, 0),
С(x3, y3, 0). Тодi векторний добуток векторiв

−→
AB = (x2 − x1, y2 − y1, 0) i

−→
AC = (x3 − x1, y3 − y1, 0) буде рiвний

−→
AB ×

−→
AC =

∣∣∣∣∣∣
i⃗ j⃗ k⃗

x2 − x1 y2 − y1 0
x3 − x1 y3 − y1 0

∣∣∣∣∣∣ =
= 0 i⃗+ 0 j⃗ + (x1(y2 − y3) + x2(y3 − y1) + x3(y1 − y2)) k⃗ =

= (0, 0, x1(y2 − y3) + x2(y3 − y1) + x3(y1 − y2)) ,

а площа трикутника ABC, визначатиметься формулою

SABC =
1

2
|
−→
AB ×

−→
AC| = 1

2
|x1(y2 − y3) + x2(y3 − y1) + x3(y1 − y2)| . (2.27)

Пiдставивши координати точок A, B i С, отримаємо:

SABC =
1

2
|−3(−5− 3) + 1(3− (−1)) + 9(−1− (−5))| = 1

2
(24 + 4 + 36) =

=
64

2
= 32 кв. од.

За допомогою векторного добутку можна обчислити обертаючий мо-
мент M⃗ сили F⃗ , прикладеної до точки B тiла, закрiпленого в точцi A (рис.
2.9б):

M⃗ =
−→
AB × F⃗ , |M⃗ | = |F⃗ ||

−→
AB| sinφ. (2.28)

Приклад 2.15. Силу F⃗ = (3, 2,−4) прикладено до точки A(2,−1, 1). Зна-
йти обертаючий момент M⃗ цiєї сили вiдносно початку координат O.

Розв’язок.
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M⃗ =
−→
OA× F⃗ =

∣∣∣∣∣∣
i⃗ j⃗ k⃗
2 −1 1
3 2 −4

∣∣∣∣∣∣ = 2⃗i+ 11⃗j + 7k⃗ = (2, 11, 7),

M⃗ =
√
4 + 121 + 49 =

√
174.

Завдання для самостiйної роботи

1. Дано: |⃗a| = 10, |⃗b| = 2, a⃗ · b⃗ = 12. Обчислити |⃗a× b⃗|.

Вiдповiдь: |⃗a× b⃗| = 16.
2. Обчислити площу паралелограма, побудованого на векторах a⃗ = m⃗−

2n⃗ i b⃗ = 2m⃗+ 3n⃗, якщо |m⃗| = |n⃗| = 1, (m⃗,̂ n⃗) =
π

6
.

Вiдповiдь: S = 3, 5.

3. Силу F⃗ = (2, 2, 9) прикладено до точки A(4, 2,−3). Обчислити вели-
чину та напрямнi косинуси момента M⃗ цiєї сили вiдносно точки B(2, 4, 0).

Вiдповiдь: |M⃗ | = 28, cosα = 3/7, cos β = 6/7, cos γ = −2/7.

2.8. Мiшаний добуток векторiв

Мiшаним добутком a⃗ b⃗ c⃗ впорядкованої трiйки векторiв a⃗, b⃗ i c⃗ назива-
ється число, яке дорiвнює векторному добутку a⃗× b⃗, помноженому скалярно
на вектор c⃗:

a⃗ b⃗ c⃗ = (⃗a× b⃗) · c⃗. (2.29)

Перерахуємо основнi властивостi мiшаного добутку векторiв:
1. (⃗a× b⃗) · c⃗ = a⃗ · (⃗b× c⃗);
2. a⃗ b⃗ c⃗ = b⃗ c⃗ a⃗ = c⃗ a⃗ b⃗ = −b⃗ a⃗ c⃗ = −c⃗ b⃗ a⃗ = −a⃗ c⃗ b⃗;
3. геометричний змiст мiшаного добутку полягає в наступному:

a⃗ b⃗ c⃗ = ±V, (2.30)

де V – об’єм паралелепiпеда, побудованого на цих векторах, взятий зi зна-
ком ”+”, якщо трiйка векторiв a⃗, b⃗, c⃗ – права, або зi знаком ”−”, якщо вона
лiва (див. рис. 2.8); об’єм вiдповiдної пiрамiди

Vпiр = ±1

6
a⃗ b⃗ c⃗; (2.31)

4. необхiдна i достатня умова компланарностi або лiнiйної залежностi
векторiв a⃗, b⃗, c⃗ виражається рiвнiстю

a⃗ b⃗ c⃗ = 0. (2.32)
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Якщо вектори a⃗, b⃗, c⃗ задано своїми координатами: a⃗ = (ax, ay, az), b⃗ =
(bx, by, bz), c⃗ = (cx, cy, cz), то їх мiшаний добуток визначається за формулою

a⃗ b⃗ c⃗ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
ax ay az

bx by bz

cx cy cz

∣∣∣∣∣∣∣∣ . (2.33)

Приклад 2.16. Дано вектори a⃗ = (7, 6, 1), b⃗ = (4, 0, 3), c⃗ = (3, 6, 4). Необхi-
дно встановити, чи компланарнi данi вектори, у випадку їх некомпланар-
ностi з’ясувати, яку трiйку (праву чи лiву) вони утворюють, i обчислити
об’єм побудованої на них пiрамiди.

Розв’язок.

Обчислимо

a⃗ b⃗ c⃗ =

∣∣∣∣∣∣
7 6 1
4 0 3
3 6 4

∣∣∣∣∣∣ = −144.

Iз значення мiшаного добутку випливає, що вектори некомпланарнi, утво-

рюють лiву трiйку i об’єм пiрамiди рiвний V =
1

6
· 144 = 24.

Завдання для самостiйної роботи

1. Знайти об’єм паралелепiпеда, побудованого на векторах a⃗ = (2⃗i+ j⃗ +

3k⃗), b⃗ = (3⃗i+ j⃗ + 2k⃗) i c⃗ = (⃗i+ 3⃗j + k⃗).

Вiдповiдь: V = 13.
2. Вектори a⃗, b⃗, c⃗, що утворюють праву трiйку, взаємно перпендикулярнi.

Знаючи, що |⃗a| = 4, |⃗b| = 2, |⃗c| = 3, обчислити a⃗ b⃗ c⃗.

Вiдповiдь: a⃗ b⃗ c⃗ = 24.

3. ЕЛЕМЕНТИ АНАЛIТИЧНОЇ ГЕОМЕТРIЇ

3.1. Лiнiї на площинi та їх рiвняння
Рiвняння

F (x, y) = 0 (3.1)

називається рiвнянням лiнiї l, яка задана на площинi вiдносно деякої си-
стеми координат, якщо це рiвняння задовольняють координати x, y кожної
точки, що лежить на лiнiї l, i не задовольняють координати x, y жодної
точки, яка не лежить на цiй лiнiї.
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3.2. Пряма на площинi. Рiзнi види рiвнянь прямої на пло-
щинi

Пряма на площинi геометрично може бути задана рiзними способами.
Вiдповiдно рiзним способам задання прямої вiдповiдають у прямокутнiй
системi координат рiзнi види її рiвнянь.

1. Рiвняння прямої, що проходить через точку M0(x0, y0), па-
ралельно вектору s⃗ = (m,n). Нехай M(x, y) – довiльна точка прямої
(рис. 3.1), тодi

−−−→
M0M ∥ s⃗ i пряма лiнiя на площинi може бути задана ве-

кторним рiвнянням у параметричнiй формi

Рис. 3.1.

r⃗(t) = r⃗0 + s⃗t, (3.2)
s⃗ – напрямний вектор прямої l, r⃗0 – радiус-вектор фiксованої точки
M0(x0, y0) на прямiй, r⃗(t) – радiус-вектор довiльної точки на прямiй, t –
скалярний параметр.

Прирiвнюючи вiдповiднi координати векторiв r⃗ та r⃗0 + s⃗t за формулою
(3.2), маємо

x = x0 +mt, y = y0 + nt, (3.3)
звiдки

x− x0
m

=
y − y0
n

. (3.4)

Рiвняння (3.3) називаються параметричними рiвняннями прямої, рiв-
няння (3.4) – її канонiчним рiвнянням.

Приклад 3.1. Сила F⃗ = (3,−1) прикладена до точки M0(−1, 2). Записати
рiвняння прямої, вздовж якої напрямлена ця сила.

Розв’язок.

Записуємо рiвняння прямої, що проходить через задану точку M0, па-
ралельно до заданого вектора F⃗

x+ 1

3
=
y − 2

−1
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або
3y + x− 5 = 0.

2. Якщо в рiвняннi (3.4) ввести позначення
n

m
= k, y0 −

n

m
x0 = b, то

дiстанемо
y = kx+ b. (3.5)

Вiдношення k =
n

m
= tgα, де α – кут, утворений прямою з додатнiм на-

Рис. 3.2.

прямом осi Ox (рис. 3.2), називається кутовим коефiцiєнтом прямої, а
величина b = y0−

n

m
x0 є ординатою точки перетину прямої з вiссю Oy. Рiв-

няння (3.5), називається рiвнянням прямої з кутовим коефiцiєнтом.

Приклад 3.2. Записати рiвняння прямої, що проходить через точку
A(4,−2) пiд кутом 135◦ до додатного напрямку осi Ox.

Розв’язок.

Знаходимо tg 135◦ = −1 та обчислюємо b = y0− tg 135◦ ·x0 = −2+4 = 2.
Тодi рiвняння прямої набуває вигляду y = −x+ 2 = 2− x.

Якщо пряма має кутовий коефiцiєнт k i проходить через задану точку
M0(x0, y0), то її рiвняння має вигляд:

y − y0 = k(x− x0). (3.6)

3. Рiвняння прямої, яка проходить через двi заданi точки
M1(x1, y1) та M2(x2, y2), дiстанемо з рiвняння прямої, що проходить через
точку M1 i має напрямний вектор s⃗ =

−−−→
M1M2 = (x2 − x1, y2 − y1):

x− x1
x2 − x1

=
y − y1
y2 − y1

. (3.7)
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Приклад 3.3. Скласти рiвняння прямої, що проходить через точки
A(−5, 4), B(3,−2).

Розв’язок.

Маємо
x+ 5

3 + 5
=

y − 4

−2− 4
або

x+ 5

8
=
y − 4

−6
.

y

x

B b(0,   )

O

b

a

A a(  , 0)

Рис. 3.3.

4. Якщо пряма проходить через точки A(a, 0) та B(0, b), тобто вiдтинає
на осях вiдрiзки a та b (рис. 3.3), то з рiвняння (3.7) маємо

x− a

0− a
=
y − 0

b− 0
або

x

a
+
y

b
= 1. (3.8)

Рiвняння (3.8) називається рiвнянням прямої, у вiдрiзках на осях.

Приклад 3.4. Скласти рiвняння прямої, що проходить через точку
A(2,−1) та вiдтинає на пiвосi Oy вiдрiзок, вдвiчi бiльший нiж на додатнiй
пiвосi Ox.

Розв’язок.

Нехай дана пряма на додатнiй пiвосi Ox вiдтинає вiдрiзок a, а на пiвосi
Oy – вiдрiзок b = 2a. Тодi рiвняння прямої у вiдрiзках на осях має вигляд

x

a
+

y

2a
= 1.

Якщо точка A(2,−1) лежить цiй на прямiй, то її координати повиннi
задовiльняти дане рiвняння

2

a
+

−1

2a
= 1.
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Звiдки знаходимо значення a =
3

2
. Тодi рiвняння прямої остаточно набуває

вигляду
2x

3
+
y

3
= 1 або 2x+ y = 3.

5. Розглянемо рiвняння прямої, яка проходить через задану точку
M1(x1, y1) перпендикулярно до заданого ненульового вектора n⃗ = (A,B).
Вiзьмемо на прямiй l довiльну точку (рис. 3.4) M(x, y) i введемо вектор

n = A( , )B

M x  y( , )

y

xO

M x y1 ( , )1 1

Рис. 3.4.

−−−→
M1M = (x− x1, y − y1). Оскiльки вектори n⃗ i

−−−→
M1M перпендикулярнi, то їх

скалярний добуток дорiвнює нулю, тобто

A(x− x1) +B(y − y1) = 0. (3.9)

Рiвняння (3.9) називається рiвнянням прямої, яка проходить через за-
дану точку перпендикулярно до заданого вектора. Вектор n⃗ = (A,B)
називається нормальним вектором прямої.

Приклад 3.5. Записати рiвняння прямої заданої точкою M(−1, 2) i нор-
мальним вектором n⃗ = (2, 2).

Розв’язок.

Вiдповiдно до формули (3.9) маємо:

2(x+ 1) + 2(y − 2) = 0

або
x+ y − 1 = 0.

6. Рiвняння виду
Ax+By + С = 0 (3.10)

називається загальним рiвнянням прямої. Коефiцiєнти A i B при x i y
загального рiвняння є координатами її нормального вектора.
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Особливi випадки:

а) при C = 0 y = −A
B
x – пряма проходить через початок системи коор-

динат;

б) при B = 0 x = −C
A

= a – пряма паралельна осi Oy;

в) при A = 0 y = −C
B

= b – пряма паралельна осi Ox;
г) при B = C = 0 Ax = 0, x = 0 – вiсь Oy;
д) при A = C = 0 By = 0, y = 0 – вiсь Ox.

Приклад 3.6. Точка A(−2, 3) лежить на прямiй, перпендикулярнiй до пря-
мої 2x− 3y + 8 = 0. Записати рiвняння цiєї прямої.

Розв’язок.

Iз загального рiвняння прямої 2x − 3y + 8 = 0 знаходимо координати
її нормального вектора n⃗ = (2,−3). Пряма, рiвняння якої ми шукаємо,
перпендикулярна до прямої 2x − 3y + 8 = 0, а отже паралельна вектору
n⃗ = (2,−3). Тодi записуємо рiвняння прямої, що проходить через точку
A(−2, 3) i має напрямний вектор s⃗ = (2,−3):

x+ 2

2
=
y − 3

−3
.

Можемо привести його до загального вигляду

3x+ 2y = 0.

Завдання для самостiйної роботи

1. Записати рiвняння прямої, що проходить через точку A(3, 1) перпен-
дикулярно до прямої BC, якщо B(2, 5), C(1, 0).

Вiдповiдь: x+ 5y − 8 = 0.
2. Записати рiвняння прямої, що проходить через точку A(−2, 1) пара-

лельно до прямої MN , якщо M(−3,−2), N(1, 6).

Вiдповiдь: 2x− y + 5 = 0.

3.3. Кут мiж двома прямими. Умови паралельностi i пер-
пендикулярностi двох прямих

1. Кут φ, який вiдраховується проти годинникової стрiлки вiд прямої l1
до прямої l2 (див. рис. 3.5), заданих рiвняннями y = k1x+ b1 i y = k2x+ b2,
визначається формулою

tgφ =
k2 − k1
1 + k1k2

. (3.11)
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Рис. 3.5.

Якщо прямi паралельнi, то φ = 0 i tgφ = 0. Отже, умовою паралельностi
двох прямих є рiвнiсть їх кутових коефiцiєнтiв

k1 = k2. (3.12)

Якщо прямi l1 i l2 перпендикулярнi, то φ = 90◦ i tgφ не iснує. Таким
чином умова перпендикулярностi має вигляд:

k1k2 + 1 = 0 або k2 = − 1

k1
. (3.13)

Приклад 3.7. Точка P (−2, 3) лежить на прямiй, що перпендикулярна до
прямої 2x− 3y + 8 = 0. Записати рiвняння цiєї прямої.

Розв’язок.

Так як шукана пряма перпендикулярна заданiй, то згiдно (3.13) її куто-
вий коефiцiєнт k2 має бути обернений за абсолютною величиною i проти-
лежний за знаком до кутового коефiцiєнта заданої прямої k1:

k2 = − 1

k1
.

Знайдемо кутовий коефiцiєнт заданої прямої. Для цього перепишемо її рiв-
няння у виглядi

y =
2

3
x+

8

3
.

Звiдки знаходимо:
k1 = −A

B
=

2

3
.

За умовою перпендикулярностi:

k2 = − 1

k1
= −1

2
3

= −3

2
.
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Знаходимо рiвняння шуканої прямої за формулою (3.6):

y − y0 = k(x− x0),

y − 3 = −3

2
(x+ 2),

2(y − 3) = −3(x+ 2),

2y − 6 = −3x− 6,

3x+ 2y = 0.

Отже, шукане рiвняння прямої: 3x+ 2y = 0.

2. Нехай прямi l1 i l2 задано канонiчними рiвняннями

x− x1
m1

=
y − y1
n1

;
x− x2
m2

=
y − y2
n2

. (3.14)

Оскiльки вектори s⃗1 = (m1, n1) i s⃗2 = (m2, n2) є напрямними векторами
прямих i кут φ = (s⃗1̂, s⃗2), то маємо

cosφ =
s⃗1 · s⃗2
|s⃗1||s⃗2|

=
m1m2 + n1n2√
m2

1 + n21
√
m2

2 + n22
. (3.15)

Якщо прямi l1 i l2 паралельнi, то вектори s⃗1 i s⃗2 теж паралельнi, тому їх
координати пропорцiйнi, тобто

m1

m2
=
n1
n2

(3.16)

– умова паралельностi двох прямих. Якщо прямi l1 i l2 перпендикулярнi,
то вектори s⃗1 i s⃗2 теж перпендикулярнi i їх скалярний добуток дорiвнює
нулю

m1m2 + n1n2 = 0 (3.17)
– умова перпендикулярностi двох прямих.

Приклад 3.8. Знайти кути трикутника, вершини якого A(1,−1), B(3, 5),
C(−7, 11) (див. рис. 3.6).

Розв’язок.

Скористаємося рiвнянням прямої, що проходить через двi заданi точки
(3.7):

x− x1
x2 − x1

=
y − y1
y2 − y1

.

Для знаходження рiвняння сторони AB пiдставимо координати точок
A(1,−1) та B(3, 5) в рiвняння (3.7):

x− 1

3− 1
=
y + 1

5 + 1
⇒ x− 1

2
=
y + 1

6
⇒ x− 1

1
=
y + 1

3
.
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Рис. 3.6.

Для знаходження рiвняння сторони AC беремо точки A(1,−1) та
C(−7, 11), тодi

x− 1

−7− 1
=

y + 1

11 + 1
⇒ x− 1

−8
=
y + 1

12
⇒ x− 1

−2
=
y + 1

3
.

Рiвняння сторони BC знаходимо, використовуючи точки B(3, 5) та
C(−7, 11)

x− 3

−7− 3
=

y − 5

11− 5
⇒ x− 3

−10
=
y − 5

6
⇒ x− 3

−5
=
y − 5

3
.

З одержаних рiвнянь сторiн трикутника можемо визначити коорди-
нати їх напрямних векторiв i за формулою (3.15) знайти кути мiж ними.
Зокрема, s⃗AB = (1, 3), s⃗AC = (−2, 3), s⃗BC = (−5, 3) i

cos∠A =
mABmAC + nABnAC√
m2

AB + n2AB

√
m2

AC + n2AC

=
1 · (−2) + 3 · 3√

12 + 32
√

(−2)2 + 32
=

7√
130

,

∠A = arccos
7√
130

≈ 52◦;

cos∠(AB,̂ BC) = mABmBC + nABnBC√
m2

AB + n2AB

√
m2

BC + n2BC

=
1 · (−5) + 3 · 3√

12 + 32
√

(−5)2 + 32
=

2√
85
,

cos∠B = cos(π − ∠(AB,̂ BC)) = − cos∠(AB,̂ BC) = − 2√
85
,

∠B = arccos

(
− 2√

85

)
≈ 103◦;
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cos∠C =
mACmBC + nACnBC√
m2

AC + n2AC

√
m2

BC + n2BC

=
(−2) · (−5) + 3 · 3√

(−2)2 + 32
√
(−5)2 + 32

=
19√
442

,

∠C = arccos
19√
442

≈ 25◦.

3. Нехай тепер прямi l1 та l2 заданi загальними рiвняннями A1x+B1y+
C1 = 0 i A2x+B2y+C2 = 0. Тодi кут φ мiж ними дорiвнює куту мiж їхнiми
нормальними векторами n⃗1 = (A1, B1) i n⃗2 = (A2, B2). Аналогiчно дiстанемо

1) формулу для косинуса кута φ мiж прямими

cosφ =
A1A2 +B1B2√

A2
1 +B2

1

√
A2

2 +B2
2

; (3.18)

2) умову паралельностi прямих

A1

A2
=
B1

B2
; (3.19)

3) умову перпендикулярностi прямих

A1A2 +B1B2 = 0. (3.20)

Координати точки перетину прямих заданих рiвняннямиA1x+B1y+
C1 = 0 i A2x+B2y+C2 = 0 визначаються шляхом розв’язання системи цих
рiвнянь:

A1x+B1y + C1 = 0,

A2x+B2y + C2 = 0.

 (3.21)

Приклад 3.9. Знайти кути та площу трикутника, сторони якого задано
рiвняннями: 5x− 2y − 11 = 0, x+ 2y + 5 = 0, x− 2y + 1 = 0.

Розв’язок.

Побудуємо заданий трикутник (див. рис. 3.7) i позначимо його вершини
буквами A, B, C. Рiвняння сторони AB є x − 2y + 1 = 0. Координати
нормального вектора прямої AB рiвнi n⃗AB = (1,−2). Рiвняння сторони BC
є x + 2y + 5 = 0, координати нормального вектора BC рiвнi n⃗BC = (1, 2).
Рiвняння сторони AC є 5x− 2y− 11 = 0, координати нормального вектора
AC рiвнi n⃗AC = (5,−2). Кути трикутника знаходимо за формулою (3.18).
Зокрема,

cos∠A =
AABAAC +BABBAC√
A2

AB +B2
AB

√
A2

AC +B2
AC

=
1 · 5 + (−2) · (−2)√

12 + (−2)2
√

52 + (−2)2
=

9√
145

,

∠A = arccos
9√
145

≈ 42◦.
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Рис. 3.7.

Кут мiж прямими BC i AB (див. рис. 3.7 та взаємне розташування
BC i AB) рiвний

cosφ =
AABABC +BABBBC√
A2

AB +B2
AB

√
A2

BC +B2
BC

=
1 · 1 + (−2) · 2√

12 + (−2)2
√
12 + 22

= −3

5
,

тому

cos∠B = cos(π − φ) = − cosφ =
3

5
,

∠B = arccos
3

5
≈ 53◦.

cos∠C =
AACABC +BACBBC√
A2

AC +B2
AC

√
A2

BC +B2
BC

=
5 · 1 + (−2) · 2√

52 + (−2)2
√
12 + 22

=
1√
145

,

∠C = arccos
1√
145

≈ 85◦.

Для того, щоб знайти площу трикутника, необхiдно визначити коор-
динати його вершин. Точки A, B i C ми знайдемо розв’язавши системи
рiвнянь (3.21) прямих що перетинаються.

Розв’яжемо систему:

x− 2y + 1 = 0,
5x− 2y − 11 = 0.

}
За формулами Крамера маємо:

△ =

∣∣∣∣ 1 −2
5 −2

∣∣∣∣ = 8, △x =

∣∣∣∣ −1 −2
11 −2

∣∣∣∣ = 24, △y =

∣∣∣∣ 1 −1
5 11

∣∣∣∣ = 16,

54



x =
△x

△
=

24

8
= 3, y =

△y

△
=

16

8
= 2.

Отримуємо точку A(3, 2).
Розв’язуємо систему:

x− 2y + 1 = 0,
x+ 2y + 5 = 0.

}
Аналогiчно

△ =

∣∣∣∣ 1 −2
1 2

∣∣∣∣ = 4, △x =

∣∣∣∣ −1 −2
−5 2

∣∣∣∣ = −12, △y =

∣∣∣∣ 1 −1
1 −5

∣∣∣∣ = −4,

x =
−12

4
= −3, y =

−4

4
= −1.

Отримуємо точку B(−3,−1).
Розв’язуємо систему:

5x− 2y − 11 = 0,
x+ 2y + 5 = 0.

}
Знаходимо

△ =

∣∣∣∣ 5 −2
1 2

∣∣∣∣ = 12, △x =

∣∣∣∣ 11 −2
−5 2

∣∣∣∣ = 12, △y =

∣∣∣∣ 5 11
1 −5

∣∣∣∣ = −36,

x =
12

12
= 1, y =

−36

12
= −3.

Отримуємо точку C(1,−3).
Площу трикутника знайдемо за формулою (2.27):

SABC =
1

2
|x1(y2 − y3) + x2(y3 − y1) + x3(y1 − y2)| ;

SABC =
1

2
|3(−1− (−3))− 3(−3− 2) + 1(2− (−1))| = 1

2
(6 + 15 + 3) =

=
24

2
= 12 кв. од.

Вiдстань вiд точки M0(x0, y0) до прямої Ax+By + C = 0 знаходять
за формулою

d =
|Ax0 +By0 + C|√

A2 +B2
. (3.22)

Число d завжди додатне, тому що це вiдстань. Вiдхиленням δ точки
M0(x0, y0) вiд прямої Ax + By + C = 0 називається додатне число δ = d,
якщо точки M0 i початок координат O(0, 0) лежать по рiзнi сторони вiд
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прямої, i вiд’ємне число δ = −d, якщо точки M0 i O(0, 0) лежать по один
бiк вiд неї. З формули (3.22) випливає, що вiдхилення

δ =
Ax0 +By0 + C

±
√
A2 +B2

, (3.23)

де знак знаменника має бути протилежний до знака C.

Приклад 3.10. Знайти вiдстань мiж двома паралельними прямими:

3x+ 4y − 12 = 0,
3x+ 4y + 13 = 0.

Розв’язок.

Шукану вiдстань знайдемо як вiдстань вiд довiльної точки однiєї прямої
до другої прямої. Вiзьмемо на першiй прямiй довiльну точку, наприклад
точку з абсцисою x = 4, її ордината буде:

3 · 4 + 4 · y − 12 = 0; 4y = 0; y = 0.

Отже, на першiй прямiй вибрана точка M0(4, 0). Вiдстань вiд точки
M0(4, 0) до заданої другої прямої 3x + 4y + 13 = 0 знайдемо за формулою
(3.22):

d =
|3 · 4 + 4 · 0 + 13|√

32 + 42
=

|12 + 0 + 13|√
25

=
25

5
= 5 (лiн. од.).

Приклад 3.11. Задано вершини трикутника A(12,−4), B(0, 5),
C(−12,−11). Знайти:

1) довжини сторiн;
2) рiвняння сторiн;
3) рiвняння висоти, що проведена з вершини B;
4) довжину цiєї висоти;
5) рiвняння медiани, що проведена iз вершини A;
6) точку перетину висоти, що проведена iз вершини B, та медiани, що

проведена з точки A;
7) рiвняння бiсектриси кута C;
8) центр ваги трикутника;
9) кут C;
10) площу трикутника.

Розв’язок.
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1. Довжини сторiн знайдемо за допомогою формули (2.14) для вiдстанi мiж
двома точками :

d =
√

(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2.

dAB =
√

(0− 12)2 + (5 + 4)2 =
√
144 + 81 =

√
225 = 15;

dBC =
√

(−12− 0)2 + (−11− 5)2 =
√
144 + 256 =

√
400 = 20;

dAC =
√

(−12− 12)2 + (−11 + 4)2 =
√
576 + 49 =

√
625 = 25.

Рис. 3.8.

2. Кожна сторона трикутника проходить через двi точки (див.
рис. 3.8), тому для знаходження рiвнянь сторiн використаємо формулу
(3.7):

x− x1
x2 − x1

=
y − y1
y2 − y1

.

Знаходимо рiвняння сторiн:

AB:
x− 12

0− 12
=
y + 4

5 + 4
⇒ x− 12

−12
=
y + 4

9
⇒ x− 12

−4
=
y + 4

3
⇒

⇒ 3x− 36 = −4y − 16 ⇒ 3x+ 4y − 20 = 0;

BC:
x− 0

−12− 0
=

y − 5

−11− 5
⇒ x

−12
=
y − 5

−16
⇒ x

3
=
y − 5

4
⇒

⇒ 4x = 3y − 15 ⇒ 4x− 3y + 15 = 0;

AC:
x− 12

−12− 12
=

y + 4

−11 + 4
⇒ x− 12

−24
=
y + 4

−7
⇒ x− 12

24
=
y + 4

7
⇒

⇒ 7x− 84 = 24y + 96 ⇒ 7x− 24y − 180 = 0.

3. Щоб скласти рiвняння висоти, яка проведена iз точки B на сторону
AC, необхiдно знати кутовий коефiцiєнт висоти.
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Спочатку знайдемо кутовий коефiцiєнт сторони AC

k1 = −A
B

= − 7

−24
=

7

24
.

З умови перпендикулярностi двох прямих k1 ·k2 = −1 знайдемо кутовий
коефiцiєнт висоти BD:

k2 = − 1

k1
= − 1

7
24

= −24

7
.

Складемо рiвняння висоти, скориставшись формулою (3.6):

y − y0 = k(x− x0),

y − 5 = −24

7
(x− 0) ⇒ 7y − 35 = −24x⇒ 24x+ 7y − 35 = 0.

Отже, шукане рiвняння висоти BD: 24x+ 7y − 35 = 0.
4. Для знаходження довжини BD використаємо формулу (3.22)

d =
|Ax0 +By0 + C|√

A2 +B2
,

за допомогою якої знайдемо вiдстань вiд точки B(0, 5) до прямої AC (7x−
24y − 180 = 0)

dBD =
|7 · 0− 24 · 5− 180|√

72 + (−24)2
=

| − 300|√
49 + 576

=
300

25
= 12.

5. Для знаходження рiвняння медiани AM потрiбно знайти координати
точки M , яка дiлить сторону BC навпiл. За формулами (2.17) (при λ = 1)
знаходимо:

xM =
xB + xC

2
=

0 + (−12)

2
= −6;

yM =
yB + yC

2
=

5 + (−11)

2
= −3.

Координати точки M(−6,−3).
Рiвняння медiани AM знайдемо як рiвняння прямої, що проходить через

двi точки A(12,−4) та M(−6,−3).

x− 12

−6− 12
=

y + 4

−3 + 4
⇒ x− 12

−18
=
y + 4

1
⇒

⇒ x− 12 = −18y − 72 ⇒ x+ 18y + 60 = 0.

Отже, шукане рiвняння медiани AM : x+ 18y + 60 = 0.
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6. Щоб знайти координати точки F перетину висоти BD та медiани
AM , необхiдно розв’язати систему рiвнянь цих прямих:

24x+ 7y − 35 = 0,
x+ 18y + 60 = 0.

}
Знаходимо

△ =

∣∣∣∣ 24 7
1 18

∣∣∣∣ = 425, △x =

∣∣∣∣ 35 7
−60 18

∣∣∣∣ = 1050, △y =

∣∣∣∣ 24 35
1 −60

∣∣∣∣ = −1475,

x =
1050

425
=

42

17
≈ 2.47, y =

−1475

425
= −59

17
≈ −3.47.

Отримуємо точку перетину F (2.47,−3.47).
7. Для знаходження рiвняння бiсектриси внутрiшнього кута C необхi-

дно знайти координати точки K. За властивiстю бiсектриси внутрiшньо-
го кута трикутника, яка дiлить протилежну сторону AB у вiдношеннi

λ =
AK

KB
=

AC

BC
, знаходимо λ =

AC

BC
=

25

20
=

5

4
. Координати точки K

знаходимо за формулами (2.17):

x =
xA + λxB

1 + λ
=

12 + 5
4 · 0

1 + 5
4

=
12 · 4
9

=
16

3
,

y =
yA + λyB

1 + λ
=

−4 + 5
4 · 5

1 + 5
4

=
9

4
· 4
9
= 1.

Шукана точка K
(
−16

3 , 1
)
.

Знаходимо рiвняння бiсектриси внутрiшнього кути C як рiвняння пря-
мої, що проходить через двi точки C(−12,−11) та K

(
−16

3 , 1
)
:

x+ 12
16
3 + 12

=
y + 11

1 + 11
⇒ x+ 12

52
3

=
y + 11

12
⇒ 3(x+ 12)

13
=
y + 11

3
⇒

⇒ 9x+ 108 = 13y + 143 ⇒ 9x− 13y − 35 = 0.

Отже, шукане рiвняння бiсектриси CK: 9x− 13y − 35 = 0.
8. Центр ваги трикутника E лежить на перетинi його медiан або мо-

же бути визначений за формулами:

x =
xA + xB + xC

3
, y =

yA + yB + yC

3
;

xE =
12 + 0− 12

3
= 0, yE =

−4 + 5− 11

3
= −10

3
.

Шукана точка центру ваги трикутника E
(
0,−10

3

)
.
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9. Величину кута C знаходимо за формулою (3.11):

tg∠C =
kBC − kAC

1 + kACkBC
.

З розв’язаного вище маємо: kAC =
7

24
, kBC =

4

3
; тодi

tg∠C =

4

3
− 7

24

1 +
7

24
· 4
3

=
18

24
=

3

4
.

Величина кута ∠C = arctg 3
4 ≈ 37◦.

10. Площу трикутника знайдемо за формулою:

S =
1

2
dAC dBD;

S =
1

2
· 25 · 12 = 25 · 6 = 150.

Шукана площа S = 150 (кв. од.).

Завдання для самостiйної роботи

1. Дано вершини трикутника ABC: A(4, 3), B(−3,−3), C(2, 7). Знайти:
а) рiвняння сторони AB;
б) рiвняння висоти CH;
в) рiвняння медiани AM ;
г) точку N перетину медiани AM i висоти CH;
д) рiвняння прямої, що проходить через вершину C паралельно сторонi

AB.
е) вiдстань вiд точки C до прямої AB.

Вiдповiдь: а) 6x − 7y − 3 = 0, б) 7x + 6y − 56 = 0, в) 2x − 9y + 19 = 0,
г) N(26/5; 49/15), д) 6x− 7y + 37 = 0, е) d = 40/

√
85 ≈ 4, 4.

2. Вiдомi рiвняння сторони AB трикутника ABC 4x + y = 12 та його
висот BH 5x− 4y = 12 i AM x+ y = 6. Знайти рiвняння двох iнших сторiн
трикутника ABC.

Вiдповiдь: 7x− 7y − 16 = 0, 4x+ 5y − 28 = 0.

3. Знайти рiвняння прямої, що знаходиться на вiдстанi 2 вiд паралельної
їй прямої 12x+ 5y − 52 = 0.

Вiдповiдь: 12x+ 5y − 26 = 0 або 12x+ 5y − 78 = 0.
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3.4. Площина в просторi
Нехай в прямокутнiй системi координат Oxyz задано площину Π то-

чкою M0(x0, y0, z0) i вектором n⃗ = (A,B,C), перпендикулярним до цiєї пло-
щини. Виберемо на площинi Π довiльну точку M(x, y, z). При будь-якому
положеннi точки M вектори n⃗ i

−−−→
M0M = (x − x0, y − y0, z − z0) є взаємно

перпендикулярними, тому їх скалярний добуток рiвний нулю

A(x− x0) +B(y − y0) + C(z − z0) = 0; (3.24)

(3.24) – рiвняння площини, що проходить через точку M0(x0, y0, z0) i
має нормальний вектор n⃗ = (A,B,C).

Або
Ax+By + Cz +D = 0 (3.25)

де D = −Ax0−By0−Cz0. Рiвняння (3.25) називається загальним рiвнян-
ням площини. Вектор n⃗ = (A,B,C) називається нормальним вектором
площини.

D = 0, Ax + By + Cz = 0 – рiвняння площини, що проходить через
початок системи координат O(0, 0, 0);

C = 0, Ax+By +D = 0 – рiвняння площини, паралельної осi Oz;
C = D = 0, Ax + By = 0 – рiвняння площини, що проходить через вiсь

Oz;
B = C = 0, Ax+D = 0 – рiвняння площини, паралельної площинi Oyz;
x = 0, y = 0, z = 0 – рiвняння координатних площин.
Площина Π в декартовiй системi координат може бути задана також

рiвняннями:
x

a
+
y

b
+
z

c
= 1 (3.26)

– рiвняння площини у вiдрiзках на осях, де a, b, c – величини вiдрiзкiв,
що їх вiдтинає площина на координатних осях Ox, Oy, Oz вiдповiдно;∣∣∣∣∣∣∣∣

x− x1 y − y1 z − z1

x2 − x1 y2 − y1 z2 − z1

x3 − x1 y3 − y1 z3 − z1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0 (3.27)

– рiвняння площини, що проходить через три точки M1(x1, y1, z1),
M2(x2, y2, z2), M3(x3, y3, z3) (якi не лежать на однiй прямiй).

Приклад 3.12. Скласти рiвняння площини:
1) що приходить через точку M1 перпендикулярно до вектора

−−−→
M1M2,

якщо M1(3,−1, 2) i M2(4,−2,−1).
2) яка паралельна площинi Oxz i проходить через точку M0(7,−3, 5);
3) що проходить через вiсь Oz i точку M0(−3, 1,−2);
4) яка паралельна осi Ox i проходить через двi точки M1(4, 0,−2) i

M2(5, 1, 7);
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5) що приходить через точку C(3, 4,−5) паралельно двом векторам a⃗ =

(3, 1,−1) i b⃗ = (1,−2, 1);
6) що приходить через точку M0(7,−5, 1) i вiдтинає на осях координат

рiвнi додатнi вiдрiзки;
7) яка вiдтинає на осях Ox та Oy вiдрiзки a = 3, b = −2 i паралельна

до вектора s⃗ = (2, 1,−1).

Розв’язок.

1. Скориставшись рiвнянням (3.24), можемо записати рiвняння пло-
щини, яка проходить через точку M1 перпендиеулярно до вектора

−−−→
M1M2 =

(4− 3, (−2)− (−1), −1− 2) = (1,−1,−3):

1(x− 3)− 1(y + 1)− 3(z − 2) = 0 або x− y − 3z + 2 = 0.

Це i є шукане рiвняння площини.
2. Знову скористаємося рiвнянням (3.24). Якщо дана площина паралель-

на площинi Oxz, то вона має нормальний вектор n⃗ = (0, B, 0). Тодi рiвнян-
ня площини, що проходить через точку M0(7,−3, 5) має вигляд:

0(x− 7) +B(y + 3) + 0(z − 5) = 0 або B(y + 3) = 0.

Остаточно отримуємо рiвняння площини y + 3 = 0.
3. Розглянемо загальне рiвняння площини (3.25). Якщо площина прохо-

дить через вiсь Oz, то вона має нормальний вектор n⃗ = (A,B, 0) i кое-
фiцiєнт D = 0. Враховуючи, що шукана площина проходить через точку
M0(−3, 1,−2), то отримаємо систему рiвняння, розв’язавши яку знайдемо
її рiвняння:

Ax+By = 0,
−Ax0 −By0 = 0,

}
⇒ Ax+By = 0,

3A−B = 0,

}
⇒ Ax+ 3Ay = 0,⇒ x+ 3y = 0.

4. Оскiльки площина паралельна до координатної осi Ox, то її нормаль-
ний вектор має координати: n⃗ = (0, B, C). Знайдемо вектор

−−−→
M1M2 =

(5 − 4, 1 − 0, 7 − (−2)) = (1, 1, 9), який лежить на площинi. Вектори n⃗

i
−−−→
M1M2 взаємно перпендикулярнi, тому їхнiй скалярний добуток дорiвнює

нулю, тобто

n⃗ ·
−−−→
M1M2 = 0,

0 · 1 + 1 ·B + 9 · C = 0, звiдки знаходимо B = −9C.

Запишемо рiвняння площини (3.24), що проходить через точку M1(4, 0,−2)

0 · 4 +B(y − 0) + C(z + 2) = 0 або By + C(z + 2) = 0
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i пiдставимо в нього знайдене значення B = −9C

−9Cy + C(z + 2) = 0 або 9y − z − 2 = 0.

Це i є шукане рiвняння площини.
5. Нехай точка M(x, y, z) – довiльна точка шуканої площини. Тодi ве-

ктор
−−→
CM = (x− 3, y − 4, z + 5) належить цiй площинi. За умовою задачi

вектори a⃗, b⃗ i
−−→
CM є компланарними. Через це їх мiшаний добуток дорiвнює

нулю: (−−→
CM · a⃗ · b⃗

)
= 0

або ∣∣∣∣∣∣
x− 3 y − 4 z + 5
3 1 −1
1 −2 1

∣∣∣∣∣∣ = 0.

Обчислюючи визначник, знаходимо шукане рiвняння:

−x+ 3− 4y + 16− 7z − 35 = 0 або x+ 4y + 7z + 16 = 0.

6. Скористаємося знову рiвнянням (3.24). Одержимо рiвняння площини
що проходить через задану точку M0(7,−5, 1):

A(x− 7) +B(y + 5) +C(z − 1) = 0 або Ax+By +Cz − 7A+ 5B −C = 0.

Перепишемо його у виглядi
x
1

A

+
y
1

B

+
z
1

C

= 7A− 5B + C.

Для того щоб одержане рiвняння перейшло в рiвняння площини у вiдрiзках
на осях (3.26), необхiдно покласти:

7A− 5B + C = 1, a = 1/A, b = 1/B, c = 1/C.

За умовою задачi a = b = c, отже A = B = C. Тодi з першого виразу
знаходимо A = B = C = 1/3 i шукане рiвняння площини набуває вигляду

x

3
+
y

3
+
x

3
= 1 або x+ y + z − 3 = 0.

Зауваження! Якщо необхiдно побудувати площину, зручно перейти
вiд загального рiвняння площини (3.24) до рiвняння площини у вiдрiзках
на осях (3.26). Для цього треба перенести у праву частину вiльний член i
подiлити на нього обидвi частини рiвняння. Знаючи вiдрiзки, якi вiдтинає
площина на осях координат, легко побудувати площину. У нашому випадку
a = b = c = 1/3 i площину побудовано на рис. 3.9.
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Рис. 3.9.

7. Оскiльки площина вiдтинає на осях Ox та Oy вiдрiзки a = 3 b = −2,
то вона проходить через точки M1(3, 0, 0) i M2(0,−2, 0). Вiзьмемо на пло-
щинi точку M(x, y, z) i знайдемо вектори

−−−→
M1M = (x− 3, y, z) та

−−−→
M1M2 =

(−3,−2, 0), якi належить цiй площинi. Вектори s⃗,
−−−→
M1M i

−−−→
M1M2 є компла-

нарними, тому їх мiшаний добуток дорiвнює нулю:∣∣∣∣∣∣
x− 3 y z
2 1 −1
−3 −2 0

∣∣∣∣∣∣ = 0.

Обчислюючи визначник, знаходимо шукане рiвняння:

2x− 3y + z − 6 = 0.

Завдання для самостiйної роботи

1. Записати рiвняння площини:
а) що проходить через точку B(2, 1,−1) i має напрямний вектор n⃗ =

(1,−2, 3);
б) що проходить через точки M1(1, 1, 1) i M2(2, 3, 4) перпендикулярно до

площини 2x− 7y + 5z + 9 = 0.

Вiдповiдь: а) x− 2y + 3z + 3 = 0, б) 31x+ y − 11z − 21 = 0.
2. Скласти рiвняння площини, що проходить через точку M(2,−3, 5)

паралельно площинi Oxy.

Вiдповiдь: z − 5 = 0.
3. Знайти величину вiдрiзкiв, якi вiдтинає на осях координат площина,

що проходить через точкуM(−2, 7, 3) паралельно площинi x−4y+5z−1 = 0.
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Вiдповiдь: a = −15, b = 15/4, c = −3.
4. Скласти рiвняння площини, що перпендикулярна до площини 2x −

2y + 4z − 5 = 0 i вiдтинає на осях Ox та Oy вiдрiзки a = −2, b = 2/3.

Вiдповiдь: x− 3y − 2z + 2 = 0.

3.5. Кут мiж двома площинами. Умови паралельностi i
перпендикулярностi двох площин

Величину кута φ мiж площинами A1x+B1y+C1z+D1 = 0 i A2x+B2y+
C2z +D2 = 0 обчислюють за формулою

cosφ = cos(n⃗1,̂ n⃗2) =
n⃗1 · n⃗2
|n⃗1||n⃗2|

=
A1A2 +B1B2 + C1C2√

A2
1 +B2

1 + C2
1

√
A2

2 +B2
2 + C2

2

, (3.28)

де n⃗1 = (A1, B1, C1), n⃗2 = (A2, B2, C2) – нормальнi вектори даних площин. За
допомогою формули (3.28) можна отримати умову перпендикулярностi
даних площин:

n⃗1 · n⃗2 = 0 або A1A2 +B1B2 + C1C2 = 0. (3.29)

Умова паралельностi розглядуваних площин має вигляд

A1

A2
=
B1

B2
=
C1

C2
. (3.30)

Двi площини збiгаються, якщо виконуються рiвностi

A1

A2
=
B1

B2
=
C1

C2
=
D1

D2
. (3.31)

Приклад 3.13. Знайти косинус кута мiж площиною, що проходить через
точки O(0, 0, 0), M1(1,−1, 0), M2(1, 1, 1), та площиною Oxy.

Розв’язок.

За формулою (3.27) знаходимо рiвняння площини, що проходить через
точки O, M1 та M2 ∣∣∣∣∣∣

x y z
1 −1 0
1 1 1

∣∣∣∣∣∣ = 0

або
x+ y − 2z = 0.

Рiвняння координатної площини Oxy вiдоме z = 0. Знаючи нормальнi ве-
ктори площин n⃗1 = (1, 1,−2) i n⃗2 = (0, 0, 1) за формулою (3.28) знаходимо

cosφ =
1 · 0 + 1 · 0 + (−2) · 1√

12 + 12 + (−2)2
√
0 + 0 + 12

= − 2√
6
.
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Вiдстань вiд точки M0(x0, y0, z0) до площини Ax + By + Cz + D = 0
визначають за формулою

d =
|Ax0 +By0 + Cz0 +D|√

A2 +B2 + C2
. (3.32)

Приклад 3.14. Знайти висоту AH пiрамiди, заданої своїми вершинами
A(−1, 2,−1), B(1, 0, 2), C(0, 1,−1), D(2, 0,−1).

Розв’язок.

За формулою (3.27) знаходимо рiвняння площини, що проходить через
точки B, C та D ∣∣∣∣∣∣

x− 1 y − 0 z − 2
−1 1 −3
1 1 −3

∣∣∣∣∣∣ = 0

звiдки 3x+ 6y + z − 5 = 0.
Висоту AH знайдемо як вiдстань точки A(−1, 2,−1) вiд площини BCD

за формулою (3.32):

AH =
|3 · (−1) + 6 · 2 + 1 · (−1)− 5|√

32 + 62 + 12
=

3√
46
.

Завдання для самостiйної роботи

1. Обчислити кут мiж площинами x− 2y + 2z − 3 = 0 i 3x− 4y + 5 = 0.

Вiдповiдь: cosφ = 11/15, φ ≈ 42◦51′.

2. Знайти вiдстань вiд точкиM(2, 0,−1
2) до площини 4x−4y+2z+17 = 0.

Вiдповiдь: d = 4.

3. Обчислити вiдстань мiж паралельними площинами 3x+6y+2z−15 = 0
i 3x+ 6y + 2z + 13 = 0.

Вiдповiдь: d = 4.

3.6. Пряма лiнiя в просторi. Рiзнi види рiвнянь прямої в
просторi

Залежно вiд способу задання прямої в просторi можна розглядати рiзнi
її рiвняння.

1. Нехай пряма проходить через точку M0(x0, y0, z0) паралельно векто-
ру s⃗ = (m,n, p), а M(x, y, z) – довiльна точка цiєї прямої. Якщо r⃗0 i r⃗ –
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радiуси-вектори точок M0 i M (рис. 3.10), то справедлива векторна рiвнiсть
(аналогiчна (3.2))

r⃗(t) = r⃗0 + s⃗t (−∞ < t < +∞), (3.33)

яка випливає з правила додавання векторiв. Рiвняння (3.33) називається
векторно-параметричним рiвнянням прямої, s⃗ – напрямним вектором
прямої (3.33), t – параметром.

Рис. 3.10.

2. Iз рiвняння (3.33) отримуємо три скалярнi рiвняння:

x = x0 +mt, y = y0 + nt, z = z0 + pt, (3.34)

якi називаються параметричними рiвняннями прямої.
3. Розв’язуючи рiвняння системи (3.34) вiдносно t та прирiвнюючи от-

риманi спiввiдношення, приходимо до канонiчних рiвнянь прямої:

x− x0
m

=
y − y0
n

=
z − z0
p

. (3.35)

Якщо m = 0, n ̸= 0, p ̸= 0, то напрямний вектор s⃗ перпендикулярний до
осi Ox, тому рiвняння

x− x0
0

=
y − y0
n

=
z − z0
p

визначає пряму, перпендикулярну до осi Ox. Аналогiчно рiвняння, в яких
лише n = 0 або p = 0, визначають прямi, перпендикулярнi до осi Oy або
Oz.

Якщо m = n = 0, p ̸= 0, або m = p = 0, n ̸= 0, або n = p = 0, m ̸= 0, то
рiвняння (3.35) визначають прямi, вiдповiдно паралельнi осям Oz, Oy, Ox.
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Приклад 3.15. Скласти рiвняння прямої, що проходить через точку

M0(2,−3, 4) перпендикулярно до прямих
x+ 2

1
=

y − 3

−1
=

z + 1

1
i

x+ 4

2
=

y

1
=
z − 4

3
.

Розв’язок.

Заданi прямi мають напрямнi вектори: s⃗1 = (1,−1, 1) i s⃗2 = (2, 1, 3).
Оскiльки пряма перпендикулярна до заданих прямих, то за її напрямний
вектор можна прийняти векторний добуток s⃗1 × s⃗2:

s⃗ = s⃗1 × s⃗2 =

∣∣∣∣∣∣
i⃗ j⃗ k⃗
1 −1 1
2 1 3

∣∣∣∣∣∣ = (−4,−1, 3).

Знаючи напрямний вектор та точку M0 через яку проходить шукана пряма
записуємо її канонiчнi рiвняння:

x− 2

4
=
y + 3

1
=
z − 4

−3
.

4. Рiвняння прямої, що проходить через двi заданi точки
M1(x1, y1, z1) i M2(x2, y2, z2) записується у виглядi

x− x1
x2 − x1

=
y − y1
y2 − y1

=
z − z1
z2 − z1

. (3.36)

Приклад 3.16. Скласти канонiчнi та параметричнi рiвняння прямої, що
проходить через точки M1(3,−5, 2) i M2(1,−1,−4).

Розв’язок.

За формулою (3.36) знаходимо:

x− 3

1− 3
=

y + 5

−1 + 5
=

z − 2

−4− 2
⇒ x− 3

−2
=
y + 5

4
=
z − 2

−6

або
x− 3

2
=
y + 5

−4
=
z − 2

6
– це i є канонiчнi рiвняння шуканої прямої.

Для знаходження параметричних рiвнянь цiєї прямої скористаємося
формулою (3.34) i одержимо:

x = 3 + t, y = −5− 2t, z = 2 + 3t, t ∈ (−∞,∞).
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5. Двi площини, що перетинаються

A1x+B1y + C1z +D1 = 0,

A2x+B2y + C2z +D2 = 0,

 n⃗1 = (A1, B1, C1),

n⃗2 = (A2, B2, C2),
(3.37)

де n⃗1 ∦ n⃗2, однозначно задають пряму. Рiвняння (3.37) називаються загаль-
ними рiвняннями прямої в просторi.

Напрямний вектор s⃗ прямої, заданої рiвняннями (3.37), визначається за
формулою

s⃗ = n⃗1 × n⃗2 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
i⃗ j⃗ k⃗

A1 B1 C1

A2 B2 C2

∣∣∣∣∣∣∣∣ , (3.38)

а для знаходження координат точки M0(x0, y0, z0) одну з її координат, на-
приклад x = x0, беруть довiльною, а двi iншi визначають iз системи

B1y + C1z = −D1 − A1x0,

B2y + C2z = −D2 − A2x0.


Тодi рiвняння даної прямої можна записати у канонiчному виглядi (3.35).

Приклад 3.17. Пряма задана загальними рiвняннями

x− y + 2z + 4 = 0,
3x+ y − 5z − 8 = 0.

}
Записати її канонiчнi рiвняння.

Розв’язок.

Знаходимо напрямний вектор прямої

s⃗ = n⃗1 × n⃗2 =

∣∣∣∣∣∣
i⃗ j⃗ k⃗
1 −1 2
3 1 −5

∣∣∣∣∣∣ = (3, 11, 4).

Поклавши у початковiй системi z = 0 i додаючи данi рiвняння, отриму-
ємо x = 1, y = 5. Точка M0(1, 5, 0) лежить на данiй прямiй. Її канонiчнi
рiвняння мають вигляд

x− 1

3
=
y − 5

11
=
z

4
.

Завдання для самостiйної роботи
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1. Скласти канонiчнi рiвняння прямої, що проходить через точку
M0(2, 0,−3):

а) паралельно вектору s⃗ = (2,−3, 5);

б) паралельно прямiй 2x− y + 3z − 11 = 0,
5x+ 4y − z + 8 = 0.

}

Вiдповiдь: а)
x− 2

2
=

y

−3
=
z + 3

5
, б)

x− 2

11
=

y

−17
=
z + 3

−13
.

2. Скласти рiвняння прямої, що проходить через початок координат па-
ралельно прямiй x = 2t+ 5, y = −3t+ 1, z = −7t− 4 .

Вiдповiдь:
x

2
=

y

−3
=

z

−7
.

3. Скласти канонiчнi рiвняння прямої, що проходить через точку

M(1,−5, 3) перпендикулярно до прямих
x

2
=

y − 2

3
=

z + 1

−1
i x = 3t + 1,

y = −t− 5, z = 2t+ 3 .

Вiдповiдь:
x− 1

5
=
y + 5

−7
=
z − 3

−11
.

3.7. Кут мiж двома прямими в просторi. Умови пара-
лельностi i перпендикулярностi прямих

Розглянемо випадки взаємного розташування двох прямих в просторi.
Двi прямi в просторi можуть бути мимобiжними або перетинаються, або па-
ралельними, або спiвпадати. У будь-якому випадку вони утворюють деякий
кут (мiж їх напрямними векторами s⃗1 i s⃗2). Якщо прямi заданi канонiчними
рiвняннями:

x− x1
m1

=
y − y1
n1

=
z − z1
p1

i
x− x2
m2

=
y − y2
n2

=
z − z2
p2

(3.39)

то величина кута φ мiж ними визначається за формулою

cosφ =
s⃗1 · s⃗2
|s⃗1||s⃗2|

=
m1m2 + n1n2 + p1p2√

m2
1 + n21 + p21

√
m2

2 + n22 + p22
. (3.40)

Тепер можна записати умову перпендикулярностi прямих:

s⃗1 · s⃗2 = 0 або m1m2 + n1n2 + p1p2 = 0. (3.41)

Умова паралельностi прямих (3.39) має вигляд s⃗1 ∥ s⃗2 ∦
−−−→
M1M2 або

m1

m2
=
n1
n2

=
p1
p2
, (3.42)
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а умова їх спiвпадiння – s⃗1 ∥ s⃗2 ∥
−−−→
M1M2, де точки M1(x1, y1, z1) i

M2(x2, y2, z2) належать прямим (3.39).
Запишемо необхiдну i достатню умову перетину непаралельних

прямих (s⃗1 ∦ s⃗2), заданих рiвняннями (3.39):

−−−→
M1M2 · s⃗1 · s⃗2 = 0 або

∣∣∣∣∣∣∣∣
x2 − x1 y2 − y1 z2 − z1

m1 n1 p1

m2 n2 p2

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0. (3.43)

Якщо умова (3.43) не виконується, то прямi (3.39) – мимобiжнi.
Вiдстань h вiд точки M1(x1, y1, z1) до прямої (3.35), що проходить че-

рез точку M0(x0, y0, z0) у напрямi вектора s⃗ = (m,n, p), обчислюється за
формулою

h =
|s⃗×

−−−→
M0M1|
|s⃗ |

. (3.44)

Приклад 3.18. Знайти косинус кута мiж прямими 2x− y − 7 = 0,
2x− z + 5 = 0

}
та

3x− 2y + 8 = 0,
3x− z = 0.

}
Розв’язок.

За формулою (3.38) знаходимо напрямнi вектори даних прямих:

s⃗1 =

∣∣∣∣∣∣
i⃗ j⃗ k⃗
2 −1 0
2 0 −1

∣∣∣∣∣∣ = (1, 2, 2) та s⃗2 =

∣∣∣∣∣∣
i⃗ j⃗ k⃗
3 −2 0
3 0 −1

∣∣∣∣∣∣ = (2, 3, 6).

Тодi вiдповiдно до (3.40) отримуємо

cosφ =
1 · 2 + 2 · 3 + 2 · 6√

12 + 22 + 22
√
22 + 32 + 62

=
20

21
.

Приклад 3.19. При якому значеннi p прямi

x = 2t+ 5,
y = −t+ 2,
z = pt− 7

 i x+ 3y + z + 2 = 0,
x− y − 3z − 2 = 0

}

паралельнi?

Розв’язок.
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За формулами (3.34) i (3.38) знаходимо напрямнi вектори даних прямих:

s⃗1 = (2,−1, p) i s⃗2 =

∣∣∣∣∣∣
i⃗ j⃗ k⃗
1 3 1
1 −1 −3

∣∣∣∣∣∣ = (−8, 4,−4).

З умови (3.42) маємо

2

−8
=

−1

4
=

p

−4
;

p

−4
= −1

4
,

звiдки p = 1.

Приклад 3.20. Перевiрити чи перетинаються прямi
x+ 2

−1
=

y − 3

2
=

z − 4

3
i
x

3
=
y + 4

2
=
z − 3

5
.

Розв’язок.

За умовою задачi перша пряма проходить через точку M1(−2, 3, 4) у на-
прямi вектора s⃗1 = (−1, 2, 3), а друга – через точку M2(0,−4, 3) паралельно
до вектора s⃗2 = (3, 2, 5).

Для того щоб встановити чи перетинаються данi прямi необхiдно пе-
ревiрити умову (3.43):

−−−→
M1M2 · s⃗1 · s⃗2 = 0. Знаходимо мiшаний добуток

−−−→
M1M2 · s⃗1 · s⃗2 =

∣∣∣∣∣∣
2 −7 −1

−1 2 3
3 2 5

∣∣∣∣∣∣ = −82 ̸= 0.

Оскiльки умова (3.43) не виконується, то данi прямi не перетинаються, а,
отже, є мимобiжними.

Приклад 3.21. Обчислити вiдстань мiж прямими
x− 2

3
=
y + 1

4
=
z

2
i

x− 7

3
=
y − 1

4
=
z − 3

2
.

Розв’язок.

Як випливає з умови задачi перша пряма проходить через точку
M0(2,−1, 0) у напрямi вектора s⃗ = (3, 4, 2), а друга – через точку M1(7, 1, 3).

Знаходимо вектор
−−−→
M0M1 = (5, 2, 3), потiм векторний добуток

s⃗×
−−−→
M0M1 =

∣∣∣∣∣∣
i⃗ j⃗ k⃗
3 4 2
5 2 3

∣∣∣∣∣∣ = (8, 1,−14)
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та його модуль |s⃗×
−−−→
M0M1| =

√
82 + 12 + (−14)2 =

√
261 = 3

√
29.

Вiдстань вiд точки M1 до першої прямої, яка i є вiдстанню мiж даними
прямими знаходимо за формулою (3.44):

h =
|s⃗×

−−−→
M0M1|
|s⃗ |

=
3
√
29√

32 + 42 + 22
=

3
√
29√
29

= 3 лiн. од.

Завдання для самостiйної роботи

1. Обчислити кут мiж прямими
x

1
=

y

−2
=
z

3
i 3x+ y − 5z = 0,

2x+ 3y − 8z + 1 = 0.

}
Вiдповiдь: φ = π/2.

2. Довести, що пряма
x− 1

2
=
y + 2

3
=
z − 1

−6
перпендикулярна до прямої

2x+ y − 4z + 2 = 0,
4x− y − 5z + 4 = 0.

}
.

Вiдповiдь: так.
3. Перевiрити, чи лежать на однiй прямiй точки A(0, 0, 2), B(4, 2, 5) i

C(12, 6, 11).

Вiдповiдь: лежать.

3.8. Кут мiж прямою i площиною. Умови паралельностi
i перпендикулярностi прямої i площини

Кутом мiж прямою i площиною називається кут мiж прямою l i ї ї
ортогональною проекцiєю на площину l′ (рис. 3.11).

Рис. 3.11.

Величина кута φ мiж прямою
x− x0
m

=
y − y0
n

=
z − z0
p0

i площиною

Ax+By + Cz +D = 0 обчислюється за формулою

| cos(n⃗,̂ s⃗ )| = sinφ =
|Am+Bn+ Cp|

√
A2 +B2 + C2

√
m2 + n2 + p2

. (3.45)
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Умова паралельностi прямої i площини: якщо пряма паралельна
площинi, то вектори n⃗ i s⃗ перпендикулярнi, тому

n⃗ · s⃗ = 0 або Am+Bn+ Cp = 0. (3.46)

Умова перпендикулярностi прямої i площини: якщо пряма пер-
пендикулярна до площини, то вектори n⃗ i s⃗ паралельнi, тому має мiсце
спiввiдношення:

A

m
=
B

n
=
C

p
. (3.47)

Розглянемо детальнiше випадки взаємного розташування прямої i пло-
щини. Пряма (3.35) i площина Ax+By+Cz+D = 0 можуть перетинатися,
бути паралельними або пряма може лежати в площинi.

Перейдемо вiд канонiчних рiвнянь (3.35) до параметричних (3.34) i пiд-
ставимо значення x, y, z з рiвнянь (3.34) в рiвняння площини. Отримаємо
рiвняння вiдносно невiдомого параметра t:

A(x0 +mt) +B(y0 + nt) + C(z0 + pt) +D = 0

або

(Am+Bn+ Cp)t+ (Ax0 +By0 + Cz0 +D) = 0. (3.48)

Можливi три випадки.
1. При Am+Bn+ Cp ̸= 0 рiвняння (3.48) має єдиний розв’язок:

t = −(Ax0 +By0 + Cz0 +D)/(Am+Bn+ Cp). (3.49)

Пiдставивши це значення t в параметричнi рiвняння прямої (3.34), знайдемо
координати точки перетину M (рис. 3.11).

2. При

Am+Bn+ Cp = 0, Ax0 +By0 + Cz0 +D ̸= 0 (3.50)

рiвняння (3.48) не має розв’язкiв, i пряма не має спiльних точок з площиною.
Ми отримали вiдому вже умову паралельностi прямої i площини (3.46).

3. При

Am+Bn+ Cp = 0, Ax0 +By0 + Cz0 +D = 0 (3.51)

будь-яке значення t є розв’язком рiвняння (3.48), тобто будь-яка точка пря-
мої належить площинi. Рiвностi (3.51) називаються умовами принале-
жностi прямої площинi.

Приклад 3.22. Визначити кут мiж прямою

x− 2y + 3 = 0,
3y + z − 1 = 0

}
i площиною 2x+ 3y − z + 1 = 0.
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Розв’язок.

Знаючи нормальний вектор площини n⃗ = (2, 3,−1) та знайшовши за
формулою (3.38) напрямний вектор прямої

s⃗ =

∣∣∣∣∣∣
i⃗ j⃗ k⃗
1 −2 0
0 3 1

∣∣∣∣∣∣ = (−2,−1, 3),

з формули (3.45) маємо

sinφ =
|2 · (−2) + 3 · (−1) + (−1) · 3|√

22 + 32 + (−1)2
√

(−2)2 + (−1)2 + 32
=

5

7
,

звiдки φ = arcsin(5/7) ≈ 45◦36′.

Приклад 3.23. Встановити взаємне розташування прямої
x− 13

8
=

y − 1

2
=
z − 4

3
i площини x+ 2y − 4z + 1 = 0.

Розв’язок.

За умовою задачi M0(13, 1, 4) – задана точка прямої, а s⃗ = (8, 2, 3) – її
напрямний вектор; n⃗ = (1, 2,−4) – нормальний вектор площини. Розгляне-
мо рiвняння (3.48) та виконання умов (3.50), (3.51):

Am+Bn+ Cp = 1 · 8 + 2 · 2 + (−4) · 3 = 8 + 4− 12 = 0,

Ax0 +By0 + Cz0 +D = 1 · 13 + 2 · 1 + (−4) · 4 + 1 = 13 + 2− 16 + 1 = 0.

Оскiльки, виконуються рiвностi (3.51), то пряма лежить в площинi.

Приклад 3.24. Знайти координати x2, y2, z2 точки M2, симетричної то-
чцi M1(6,−4,−2) вiдносно площини x+ y + z − 3 = 0.

Розв’язок.

Складемо канонiчнi рiвняння прямої M1M2, що проходить через точку
M1 перпендикулярно до площини x + y + z − 3 = 0 (вздовж напрямного
вектора s⃗ = n⃗ = (1, 1, 1)):

x− 6

1
=
y + 4

1
=
z + 2

1
.

Представимо його у параметричнiй формi:

x = 6 + t, y = −4 + 5, z = −2 + t.
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Одержанi значення x, y, z пiдставимо у рiвняння площини: (t + 6) + (t −
4) + (t − 2) − 3 = 0 i знайдемо t = 1. Пiдставивши значення параметра
t = 1 в параметричнi рiвняння прямої, знайдемо точку M перетину пря-
мої M1M2 з даною площиною: M(7,−3,−1). Так як точка M є серединою
вiдрiзка M1M2, то справедливi рiвностi (див. (2.17)):

7 =
6 + x2

2
, −3 =

−4 + y2
2

, −1 =
−2 + z2

2
,

iз яких знаходимо координати точки M2: x2 = 8, y2 = −2, z2 = 0.

Приклад 3.25. Скласти рiвняння площини, що проходить через точку

A(3, 4, 0) i пряму
x− 2

1
=
y − 3

2
=
z + 1

2
.

Розв’язок.

Нехай M(x, y, z) – довiльна точка площини, а B(2, 3,−1) – задана точка
прямої. Тодi вектори

−−→
AM = (x−3, y−4, z),

−→
AB = (−1,−1,−1) i напрямний

вектор s⃗ = (1, 2, 2) прямої компланарнi, тому їх мiшаний добуток рiвний
нулю

−−→
AM ·

−→
AB · s⃗ =

∣∣∣∣∣∣
x− 3 y − 4 z
−1 −1 −1
1 2 2

∣∣∣∣∣∣ = 0.

Обчислюючи визначник, знаходимо шукане рiвняння площини: y−z−4 = 0.

Завдання для самостiйної роботи

1. Встановити взаємне розташування прямої
x+ 1

2
=
y − 3

4
=
z

3
i пло-

щини 3x− 3y + 2z − 5 = 0.

Вiдповiдь: паралельнi.

2. Скласти рiвняння площини, що проходить через через двi паралельнi

прямi
x− 3

2
=
y

1
=
z − 1

2
i
x+ 1

2
=
y − 1

1
=
z

2
.

Вiдповiдь: x+ 2y − 2z − 1 = 0.

3. Знайти проекцiю точки M(2,−1, 3) на площину x+ 3y − 4z − 13 = 0.

Вiдповiдь: M1(3, 2,−1) .
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4. ЛIНIЇ ДРУГОГО ПОРЯДКУ

Лiнiєю (кривою) другого порядку називають множинуM точок пло-
щини, декартовi координати x, y яких задовольняють алгебраїчне рiвняння
другої степенi

a1x
2 + a2xy + a3y

2 + a4x+ a5y + a0 = 0, (4.1)

де a0, a1, a2, a3, a4, a5 – постiйнi дiйснi числа, причому хоча б одне з чисел a1,
a2, a3 вiдмiнне вiд нуля. Рiвняння (4.1) називають загальним рiвнянням
лiнiї другого порядку. Зокрема, до лiнiй другого порядку належать такi
лiнiї: коло, елiпс, гiпербола i парабола.

4.1. Коло
Колом називають множину точок площини, вiдстанi яких вiд заданої

точки площини (центра кола) дорiвнюють сталому числу (радiусу).
Рiвняння

(x− x0)
2 + (y − y0)

2 = R2 (4.2)
визначає коло (див. рис. 4.1) з центром в точцi C(x0, y0) i радiусом R.
Зокрема, якщо центром кола є початок координат (x0 = 0, y0 = 0), то рiв-

y

x

y0

x0

R

C y( )0x ,0

O

Рис. 4.1.

няння кола має вигляд
x2 + y2 = R2. (4.3)

Якщо в рiвняннi (4.2) розкрити дужки, то воно набуває вигляду

x2 + y2 +mx+ ny + p = 0, (4.4)

де m = −2x0, n = −2y0 та p = x20 + y20 − R2 i називається загальним
рiвнянням кола.

Для того щоб вiд рiвняння (4.4) знову перейти до рiвняння (4.2), потрi-
бно в лiвiй частинi (4.4) видiлити повнi квадрати:(

x− m

2

)2

+
(
y − n

2

)2

=
m2

4
+
n2

4
− p. (4.5)
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Приклад 4.1. Скласти рiвняння кола з центром в точцi C(−3, 4) i радiу-
сом R = 5.

Розв’язок.

Пiдставляючи в рiвняння (4.2) значення x0 = −3, y0 = 4 та R = 5, зразу
одержимо:

(x+ 3)2 + (y − 4)2 = 25.

Приклад 4.2. Знайти центр i радiус кола x2 + y2 − 4x+ 6y − 3 = 0.

Розв’язок.

Згрупуємо доданки iз змiнною x та змiнною y та доповнимо одержанi
вирази до повних квадратiв:

x2 − 4x+ y2 + 6y − 3 = 0,

або

(x2 − 4x+ 4)− 4 + (y2 + 6y + 9)− 9− 3 = 0,

звiдки

(x− 2)2 + (y + 3)2 = 16.

Отже, точка (2,−3) – центр кола, а R = 4 – його радiус.

Приклад 4.3. Скласти рiвняння кола, що проходить через точки A(7, 7),
B(−2, 4), а його центр лежить на прямiй 2x−y−4 = 0. Зробити малюнок.

Розв’язок.

Якщо коло проходить через точки A(7, 7) i B(−2, 4), то координати цих
точок повиннi задовольняти рiвнянню кола (4.2). Таким чином отримуємо
два рiвняння:

(7− x0)
2 + (7− y0)

2 = R2,

(−2− x0)
2 + (4− y0)

2 = R2.

Якщо центр кола лежить на прямiй 2x − y − 4 = 0, то його координати
повиннi задовольняти рiвняння цiєї прямої. Одержуємо третє рiвняння:

2x0 − y0 − 4 = 0.
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Для знаходження x0, y0 та R розв’яжемо систему рiвнянь

(7− x0)
2 + (7− y0)

2 = R2,
(−2− x0)

2 + (4− y0)
2 = R2,

2x0 − y0 − 4 = 0,

 ⇒
98− 14x0 − 14y0 + x20 + y20 = R2,
20 + 4x0 − 8y0 + x20 + y20 = R2,
2x0 − y0 − 4 = 0.


Вiднiмемо вiд першого рiвняння друге i одержимо систему

3x0 + y0 − 13 = 0,
2x0 − y0 − 4 = 0.

}
Тепер до першого рiвняння додамо друге i знайдемо x0:

5x0 = 17, x0 = 17/5.

Пiдставивши отримане значення x0 = 17/5 в рiвняння 2x0−y0−4 = 0, одер-
жимо значення y0 = 14/5. Таким чином, координати центра кола знайдено:
C
(
17
5 ,

14
5

)
.

З першого рiвняння вихiдної системи знаходимо R2:

R2 = (7− x0)
2 + (7− y0)

2 =

(
7− 17

5

)2

+

(
7− 14

5

)2

=
153

5
.

Отже, шукане рiвняння кола має вигляд:(
x− 17

5

)2

+

(
y − 14

5

)2

=
153

5
,

а саме коло зображено на рис. 4.2.

Рис. 4.2.
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Завдання для самостiйної роботи

Скласти рiвняння кола в кожному з таких випадкiв:
1) центром кола є точка C(2,−3), радiус R = 7;

Вiдповiдь: (x− 2)2 + (y + 3)2 = 49.
2) центром кола є точка C(6,−8) i коло проходить через початок коор-

динат;

Вiдповiдь: (x− 6)2 + (y + 8)2 = 100.
3) точки A(3, 2) i B(−1, 6) є кiнцями одного з дiаметрiв кола;

Вiдповiдь: (x− 1)2 + (y − 4)2 = 8.
4) центром кола є точка C(1,−1), а пряма 5x− 12y + 9 = 0 є дотичною

до кола;

Вiдповiдь: (x− 1)2 + (y + 1)2 = 4.
5) коло проходить через точки A(3, 1) i B(−1, 3), центр лежить на прямiй

3x− y − 2 = 0;

Вiдповiдь: (x− 2)2 + (y − 4)2 = 10.
6) коло проходить через три точки: M1(−1, 5), M2(−2,−2) i M3(5, 5);

Вiдповiдь: (x− 2)2 + (y − 1)2 = 25.
7) коло проходить через точку M(1, 2) i дотикається до координатних

осей;

Вiдповiдь: (x− 1)2 + (y − 1)2 = 1 або (x− 5)2 + (y − 5)2 = 25.

4.2. Елiпс
Елiпсом називають геометричне мiсце точок, сума вiдстаней вiд кожної

з яких до двох фiксованих точок F1 i F2 (фокусiв) є величина стала 2a
(a > b), бiльша за F1F2.

Канонiчне рiвняння елiпса з пiвосями a i b, центром в початку коор-
динат i вершинами A1, A2, B1, B2, розташованими на осях координат має
вигляд

x2

a2
+
y2

b2
= 1. (4.6)

Вiдстанi мiж вершинами називаються осями елiпса: A1A2 = 2a – велика
(фокальна) вiсь i B1B2 = 2b – мала вiсь для елiпса у котрого a > b (див.
рис. 4.3,а) i навпаки A1A2 = 2a – мала вiсь, а B1B2 = 2b – велика вiсь
для елiпса у котрого b > a (див. рис. 4.3,б ). Точки F1 i F2 називаються
фокусами, а F1F2 = 2c – вiдстань мiж фокусами. Вiдповiдно до означення
будь-яка точка M елiпса задовольняє умовi F1M + F2M = 2a i b2 = a2 − c2

у випадку a > b або F1M + F2M = 2b i a2 = b2 − c2 у випадку b > a.
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Рис. 4.3.

Число ε, рiвне вiдношення вiдстанi мiж фокусами F1F2 до довжини ве-
ликої осi, називається ексцентриситетом елiпса:

ε =
c

a
(a > b) i ε =

c

b
(b > a).

В будь-якому випадку 0 6 ε < 1.
З вище приведених формул для вiдношення осей дiстаємо

якщо a > b, то
b

a
=

√
a2 − c2

a2
=

√
1− c2

a2
=

√
1− ε2,

якщо b > a, то
a

b
=

√
b2 − c2

b2
=

√
1− c2

b2
=

√
1− ε2.

Отже, якщо ε = 0, то b = a, тобто елiпс перетворюється в коло; якщо
ε → 1, то вiдношення осей b/a (a/b) зменшується, тобто елiпс все бiльше
розтягується вздовж осi Ox (Oy).

Вiдстанi F1M = r1 та F2M = r2 точки M = (x, y) елiпса до його фо-
кусiв називаються фокальними радiусами точки M i визначаються за
формулами:

r1 = a+ εx, r2 = a− εx при a > b,

r1 = b+ εy, r2 = b− εy при b > a.

Прямi паралельнi до малої осi елiпса, називаються директрисами елi-
пса; їх рiвняння мають вигляд

x = ±a
ε
= ±a

2

c
,
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якщо a > b, або

y = ±b
ε
= ±b

2

c
,

якщо a < b (див. рис. 4.3). Осi координат є осями симетрiї елiпса.
Рiвняння дотичної до елiпса x2

/
a2+ y2

/
b2 = 1 у точцi M0(x0, y0) має

вигляд
xx0
a2

+
yy0
b2

= 1.

Елiпс з центром у точцi C0(x0, y0) задається рiвнянням

(x− x0)
2

a2
+

(y − y0)
2

b2
= 1. (4.7)

Приклад 4.4. Задано рiвняння елiпса 25x2+169y2 = 4225. Знайти довжину
осей, координати його фокусiв, ексцентриситет, рiвняння директрис та
координати точок елiпса, вiдстань вiд яких до лiвого фокуса F1 дорiвнює
14. Зробити малюнок.

Розв’язок.

Приведемо задане рiвняння елiпса до кононiчного виду (4.6), роздiливши
обидвi його частини на 4225

x2

169
+
y2

25
= 1 або

x2

132
+
y2

52
= 1.

Звiдти одержуємо, що a = 13, 2a = 26; b = 5, 2b = 10. Знаючи a i b, iз
спiввiдношення b2 = a2 − c2 знаходимо c:

c2 = a2 − b2 = 169− 25 = 144, c =
√
144 = 12.

Тодi координати фокусiв будуть: F1(−12, 0) i F2(12, 0) (див. рис. 4.4).

Рис. 4.4.
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Обчислюємо ексцентриситет елiпса ε =
c

a
=

12

13
та записуємо рiвняння

директрис x = ±a
2

c
= ±169

12
.

З рiвняння r1 = a+ εx знаходимо абсцису точок елiпса, що знаходяться
на вiдстанi 14 вiд лiвого фокуса F1

x =
r1 − a

ε
=

14− 13
12
13

=
13

12
.

Пiдставивши її значення в канонiчне рiвняння елiпса, знайдемо ординати
цих точок

y2 =
b2

a2
(a2 − x2), y = ± b

a

√
a2 − x2 = ± 5

13

√
169− 169

144
= ±5

√
143

12
.

Таким чином отримуємо координати шуканих точок: M1

(
13
12 ,

5
√
143
12

)
та

M2

(
13
12 ,−

5
√
143
12

)
.

Приклад 4.5. Скласти канонiчне рiвняння елiпса, фокуси якого лежать
на осi абсцис, симетрично вiдносно початку координат, якщо:

1) його мала вiсь рiвна 24, а вiдстань мiж фокусами рiвна 10;
2) вiдстань мiж фокусами рiвна 6, ексцентриситет рiвний 3/5;
3) вiдстань мiж фокусами рiвна 4, вiдстань мiж директрисами рiвна 5;
4) вiдстань мiж директрисами рiвна 32, ексцентриситет рiвний 0,5;

Розв’язок.

Для того щоб скласти рiвняння елiпса необхiдно знати його пiвосi a
та b.

1. За умовою задачi 2b = 24, b = 12; 2c = 10, c = 5. Велику пiввiсь
a знайдемо iз спiввiдношення b2 = a2 − c2. Таким чином, a2 = b2 + c2 =
122 + 52 = 169. Тодi одержуємо рiвняння елiпса:

x2

169
+

y2

144
= 1.

2. Згiдно умови 2c = 6, c = 3; ε = 3
5. Велику пiввiсь a знайдемо з формули

ε = c
a, а малу пiввiсь b – iз спiввiдношення b2 = a2 − c2:

a =
c

ε
, a =

3

3/5
= 5; b2 = 52 − 32 = 16.

Таким чином, шукане рiвняння елiпса має вигляд:

x2

25
+
y2

16
= 1.
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3. За умовою 2c = 4, c = 2. Нехай d = 5 – вiдстань мiж директрисами.
Тодi їх рiвняння має вигляд: x = ±d

2 = ±5
2. З iншого боку x = ±a2

c . З цих
двох рiвнянь знаходимо квадрат великої пiвосi: a2 = c d

2 = 2·5
2 = 5 i аналогiчно

до попереднiх випадкiв b2 = 5−4 = 1. Одержуємо наступне рiвняння елiпса:

x2

5
+
y2

1
= 1.

4. Нам вiдома вiдстань мiж директрисами d = 32 та ексцентриситет
елiпса ε = 0, 5. З рiвнянь директрис x = ±d

2 i x = ±a
ε знаходимо велику

пiввiсь: a = ε d
2 = 0,5·32

2 = 8. Пiдставляючи значення a = 8 у формулу ε = c
a,

знаходимо c = ε a = 0, 5 · 8 = 4, а знаючи його, легко обчислюємо значення
малої пiвосi: b2 = a2 − c2 = 82 − 42 = 48. В цьому випадку рiвняння елiпса
має вигляд

x2

64
+
y2

48
= 1.

Завдання для самостiйної роботи

1. Дано елiпс, канонiчне рiвняння якого має вигляд
x2

25
+
y2

9
= 1. Знайти

координати його фокусiв, ексцентриситет та рiвняння директрис. Зробити
малюнок.

Вiдповiдь: F1(−4, 0), F2(4, 0), ε = 0, 8, x = ±25/4.
2. Скласти канонiчне рiвняння елiпса, фокуси якого лежать на осi аб-

сцис, симетрично вiдносно початку координат, якщо:
а) його пiвосi вiдповiдно дорiвнюють 4 i 2;
б) вiдстань мiж фокусами рiвна 2c = 6, а бiльша вiсь 2a = 10;
в) бiльша вiсь 2a = 20, а ексцентриситет ε = 0, 8;
г) менша вiсь 2b = 6, а ексцентриситет ε =

√
2/2;

д) сума осей дорiвнює 16, а вiдстань мiж фокусами 2c = 8;
е) вiдстань мiж фокусами 2c = 6, а ексцентриситет ε = 0, 6.

Вiдповiдь: а)
x2

16
+
y2

4
= 1, б)

x2

25
+
y2

16
= 1, в)

x2

100
+
y2

36
= 1, г)

x2

18
+
y2

9
= 1,

д)
x2

25
+
y2

9
= 1, е)

x2

25
+
y2

16
= 1.

3. Скласти рiвняння дотичних до елiпса
x2

10
+

2y2

5
= 1, паралельних

прямiй 3x+ 2y + 7 = 0.

Вiдповiдь: 3x+ 2y − 10 = 0 i 3x+ 2y + 10 = 0 .

4.3. Гiпербола
Гiперболою називають геометричне мiсце точок, рiзниця вiдстаней вiд

кожної з яких до двох фiксованих точок F1 i F2 (фокусiв) є величина стала
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2a (0 < 2a < F1F2). Тобто, для будь-якої точкиM виконується умова |F1M−
F2M | = 2a.

Рис. 4.5.

Канонiчне рiвняння гiперболи (див. рис. 4.5) має вигляд

x2

a2
− y2

b2
= 1, a > 0, b > 0. (4.8)

Параметри 2a, 2b – називаються дiйсною i уявною осями гiперболи
(4.8); a, b – її пiвосi; точки A1(−a, 0), A2(a, 0) – вершини, Ox i Oy – дiйсна
i уявна осi симетрiї, O(0, 0) – центр гiперболи.

Прямi y = ± b
a
x називаються асимптотами гiперболи.

Точки F1(−c, 0) i F2(c, 0), де c =
√
a2 + b2, – фокуси гiперболи. Вiд-

стань мiж фокусами дорiвнює 2c. Число ε =
c

a
=

√
1 + b2/a2 називається

ексцентриситет гiперболи (1 < ε <∞). Вiдстанi r1 та r2 вiд точкиM(x, y)
гiперболи до її фокусiв називаються фокальними радiусами цiєї точки
i визначаються за формулами:

r1 = ex− a, r2 = ex+ a,

за умови, що точка M(x, y) лежить на правiй вiтцi гiперболи.
Прямi x = ±a

ε
називаються директрисами гiперболи.

Гiпербола, для якої a = b, називається рiвносторонньою, її рiвняння
x2 − y2 = a2, а рiвняння асимптот має вигляд y = ±x.

Гiпербола, рiвняння якої має вигляд

y2

b2
− x2

a2
= 1, (4.9)
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називаються спряженою з гiперболою (4.8). Її вершини знаходяться в
точках B1(0,−b) i B2(0, b) на осi Oy, асимптоти спiвпадають з асимптотами
гiперболи (4.8), ε = c/b (див. рис. 4.5).

Дотична до гiперболи (4.8) у точцi M0(x0, y0) визначається рiвнянням

xx0
a2

− yy0
b2

= 1.

Рiвняння гiперболи з центром у точцi C0(x0, y0) має вигляд

(x− x0)
2

a2
− (y − y0)

2

b2
= 1, (4.10)

а рiвняння її асимптот

y − y0 = ± b
a
(x− x0). (4.11)

4.4. Парабола
Параболою називають геометричне мiсце точок площини, що знаходя-

ться на однаковiй вiдстанi вiд даної точки (фокуса) i даної прямої (дире-
ктриси).

x

y

O

M x,y( )

F

x
=

-p
/2

p/2

r

p/2

y =  px
2

2

Рис. 4.6.

Є два вигляди канонiчного рiвняння параболи:

y2 = 2px (4.12)

– парабола симетрична вiдносно осi Ox (рис. 4.6), p > 0 – параметр парабо-
ли;

x2 = 2py (4.13)
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– парабола симетрична вiдносно осi Oy.
В обидвох випадках вершина параболи, тобто точка O(0, 0), яка лежить

на осi симетрiї Ox (Oy), знаходиться в початку координат.
Парабола (4.12) має фокус F

(p
2
, 0
)

i директрису x = −p
2
; фокальний

радiус-вектор точки M(x, y) параболи визначається рiвнiстю r = x+
p

2
.

Парабола (4.13) має фокус F
(
0,
p

2

)
i директрису y = −p

2
; фокальний

радiус-вектор точки M(x, y) параболи визначається рiвнiстю r = y +
p

2
.

Ексцентриситет параболи ε = 1.
Дотична до параболи y2 = 2px у точцi M0(x0, y0) визначається рiвнiстю

yy0 = p(x+ x0).
Рiвняння параболи з вершиною у точцi C0(x0, y0) має вигляд (y −

y0)
2 = 2p(x− x0).

5. ВСТУП ДО МАТЕМАТИЧНОГО АНАЛIЗУ

5.1. Дiйснi числа
Абсолютною величиною (модулем) дiйсного числа x є невiд’ємне

число |x|, яке визначається за формулою

|x| =

 x, якщо x > 0,

−x, якщо x < 0.
(5.1)

Властивостi модуля дiйсного числа:
1) a = b⇒ |a| = |b|; 2) |x| > x; 3) |x| = | − x|;
4) |x+ y| 6 |x|+ |y|; 5) |x− y| > |x| − |y|;

6) |x · y| = |x|+ |y|; 7)

∣∣∣∣xy
∣∣∣∣ = |x|

|y|
, y ̸= 0;

8) |x| 6 a⇔ −a 6 x 6 a; 9) |x| > a⇔ x > a, x 6 −a.
Пiд множиною розумiють сукупнiсть (сiмейство, набiр, зiбрання) дея-

ких об’єктiв, об’єднаних за певною ознакою чи властивiстю. Об’єкти, з яких
складається множина, є її елементами. Якщо елемент x належить множи-
нi X, то пишуть x ∈ X. Запис x∈̄X означає, що елемент x не належить
множинi X.

Множина, елементами якої є числа, називається числовою.
Множина, яка мiстить скiнченну кiлькiсть елементiв, є скiнченною, а

множина, яка мiстить нескiнченну кiлькiсть елементiв, є нескiнченною.
Множина, яка не мiстить жодного елемента, називається порожньою i по-
значається ∅.

Множина C, яка мiстить елементи, кожен з яких належить множинi A
або B, є об’єднанням (сумою) множин A i B: C = A ∪B.
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Множина D, що складається з елементiв, кожний з яких належить одно-
часно множинам A i B, є перерiзом (добутком) множин A i B:D = A∩B.

Множина E, що складається з елементiв, кожний з яких належить мно-
жинi A i не належить множинi B, є рiзницею множин A i B: E = A \B.

5.2. Функцiя

5.2.1. Функцiя. Найпростiшi властивостi функцiї

Якщо кожному числу x з множини D за певним правилом поставлено у
вiдповiднiсть єдине число y, то y є функцiєю вiд x i позначається y = f(x),
x ∈ D.

Змiнна x є незалежною змiнною або аргументом, а змiнна y – зале-
жною змiнною, або функцiєю.

Множина D значень x, для яких функцiя y = f(x) має дiйсний змiст,
називається областю визначення цiєї функцiї.

Множина E всiх чисел y, таких, що y = f(x) для кожного x ∈ D, є
множиною значень функцiї.

Функцiя f(x) є парною, якщо f(−x) = f(x), x ∈ D i непарною, якщо
f(−x) = −f(x), x ∈ D.

Функцiя f(x), яка визначена на всiй числовiй прямiй, є перiодичною,
якщо f(x + T ) = f(x). Число T називається перiодом функцiї. Якщо
T – перiод функцiї, то її перiодом також є числа kT , де k = ±1, ±2, . . . .
Найменше з додатних чисел T є основним перiодом функцiї.

Якщо функцiя f(x) визначена на множинi D i для двох довiльних рiзних
значень x1 i x2 аргументу з цiєї множини при умовi x1 < x2 маємо:

1) f(x1) < f(x2), то функцiя є зростаючою;
2) f(x1) > f(x2), то функцiя є спадною;
3) f(x1) 6 f(x2), то функцiя є неспадною;
4) f(x1) > f(x2), то функцiя є незростаючою.
Зростаючi, незростаючi, спаднi i неспаднi функцiї на множинi D нази-

ваються монотонними на цiй множинi.
Функцiя f(x), визначена на множинi D, є обмеженою на цiй множинi,

якщо iснує таке число M > 0, що для всiх x ∈ D виконується умова |f(x)| 6
M .

Якщо для функцiй f(x) i g(x), якi визначенi на множинi D, iснує таке
число N , що для всiх x ∈ D виконується нерiвнiсть |f(x)| 6 N або |g(x)| >
N , то f(x) є обмеженою зверху, а g(x) – обмеженою знизу функцiєю.

Якщо рiвняння F (x, y) = 0, яке не розв’язане вiдносно y, визначає y як
функцiю x, то y є неявною функцiєю x.

Функцiя x = φ(y) є оберненою до функцiї y = f(x), якщо:
1) областю визначення функцiї φ є множина значень функцiї f ;
2) множина значень функцiї φ є областю визначення функцiї f ;
3) кожному значенню змiнної y ∈ E вiдповiдає єдине значення змiнної

x ∈ D.
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Функцiя y = f(x), x ∈ D, y ∈ E має обернену функцiю x = φ(y) тодi i
тiльки тодi, коли вона є строго монотонною в областi D.

Задання функцiональної залежностi мiж x i y у виглядi двох функцiй
x = φ(t), y = ψ(t) однiєї незалежної змiнної t, якi визначеннi на одному й
тому самому промiжку, є параметричним заданням функцiй; змiнна t при
цьому називається параметром.

Якщо функцiя x = φ(t) має обернену t = Φ(x), то змiнну y можна
розглядати як складену функцiю вiд x: y = φ(Φ(x)).

Найпростiшими елементарними функцiями є:
1) степенева y = xα, α ∈ R;
2) показникова y = ax, a > 0, a ̸= 1;
3) логарифмiчна y = loga x, a > 0, a ̸= 1;
4) тригонометричнi: y = sinx, y = cosx, y = tgx, y = ctgx;
5) оберненi тригонометричнi: y = arcsinx, y = arccosx, y = arctgx,

y = arcctgx.

5.3. Границя
5.3.1. Послiдовнiсть. Границя послiдовностi

Якщо кожному натуральному числу n ∈ N за певним правилом стави-
ться у вiдповiднiсть число xn, то множину чисел

{x1, x2, . . . , xn, . . .}

називають числовою послiдовнiстю i позначають символом {xn}, де x1,
x2, . . ., xn – члени або елементи послiдовностi, xn – загальний член послi-
довностi.

Число x0 є границею послiдовностi {xn}, якщо для довiльного чи-
сла ε > 0 iснує такий номер N = N(ε), що при всiх n > N виконується
нерiвнiсть |xn − x0| < ε.

Якщо x0 є границею послiдовностi {xn}, то пишуть

lim
n→∞

xn = x0.

Послiдовнiсть, яка має границю називається збiжною, в протилежному
випадку – розбiжною.

5.3.2. Границя функцiї. Обчислення границь

Нехай функцiя f(x) визначена в деякому околi точки x0, крiм, можливо,
самої точки x0. Число A називається границею функцiї f(x) в точцi x0
(пишуть lim

x→x0

f(x) = A), якщо для довiльного числа ε > 0 iснує залежне вiд

ε число δ = δ(ε) > 0 таке, що |f(x)− A| < ε при 0 < |x− x0| < δ.
Аналогiчно, lim

x→±∞
f(x) = A, якщо для всякого числа ε > 0 iснує залежне

вiд ε число N таке, що |f(x)− A| < ε при |x| > N .
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Якщо x → x0 i при цьому x < x0, то пишуть x → x0 − 0; аналогiчно,
якщо x → x0 i при цьому x > x0, то пишуть x → x0 + 0. Числа f(x0 − 0) =
lim

x→x0−0
f(x) i f(x0+0) = lim

x→x0+0
f(x) називаються вiдповiдно границею злiва

функцiї f(x) в точцi x0 i границею справа функцiї f(x) в точцi x0.
Для iснування границi функцiї f(x) при x→ x0 необхiдно i достатньо, щоб
виконувалася умова f(x0 − 0) = f(x0 + 0). Замiсть x → 0 − 0 i x → 0 + 0
пишуть x→ −0 i x→ +0 вiдповiдно.

Лiва i права границi функцiї називаються одностороннiми границя-
ми.

Властивостi границь.
1) Границя постiйної рiвна самiй постiйнiй: lim c = c, c = const.
2) Якщо кожна з функцiй u(x) та v(x) має скiнченну границю при x→ x0

(x→ ∞), то справедливi формули:
a) lim cu = c limu;
б) lim(u± v) = limu± lim v;
в) lim(u · v) = limu · lim v;

г) lim
u

v
=

limu

lim v
, lim v ̸= 0.

Наслiдки:
1) lim un = [limu]n, зокрема,
2) lim

x→x0

xn = xn0 , n ∈ N .

Якщо для будь-якого як завгодно великого числа N iснує таке число
δ(N), що при 0 < |x − x0| < δ(N) виконується нерiвнiсть |f(x)| > N ,
то функцiя y = f(x) називається нескiнченно великою при x → x0
( lim
x→x0

f(x) = ∞). Аналогiчно визначається нескiнченно велика f(x) при
x→ ∞.

Якщо lim
x→x0

α(x) = 0, тобто для довiльного ε > 0 iснує δ > 0, таке, що

при 0 < |x− x0| < δ справедлива нерiвнiсть |α(x)| < ε, то α(x) називається
нескiнченно малою функцiєю при x → x0. Аналогiчно визначається
нескiнченно мала α(x) при x→ ∞.

Деякi властивостi нескiнченно малих величин:
1) якщо при x → x0 (x → ∞) α(x) – нескiнченно мала, а f(x) – нескiн-

ченно велика величина, то при x → x0 (x → ∞)
1

α(x)
i

1

f(x)
– вiдповiдно

нескiнченно велика i нескiнченно мала величини;
2) сума скiнченого числа нескiнченно малих величин є нескiнченно ма-

лою величиною;
3) добуток обмеженої функцiї на нескiнченно малу є нескiнченно малою

величиною;
4) частка вiд дiлення нескiнченно малої величини на функцiю, яка має

вiдмiнну вiд нуля границю, є нескiнченно малою величиною.
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Порiвняння нескiнченно малих функцiй.
Нехай при x→ x0 α(x) та β(x) є нескiнченно малими функцiями. Тодi:
I. Якщо lim

x→x0

α

β
= C, C ̸= 0, то α i β є нескiнченно малими одного

порядку; якщо C = 0, то α є нескiнченно малою вищого порядку нiж
β.

II. Якщо lim
x→x0

α

βk
= A ̸= 0, A ∈ R, то α називається нескiнченно малою

k-го порядку вiдносно β.
III. Якщо lim

x→x0

α

β
= 1, то α i β називаються еквiвалентними нескiн-

ченно малими. Еквiвалентнiсть записується так: α ∼ β.
Границя вiдношення нескiнченно малих функцiй α(x) i β(x) при x →

x0 рiвна границi вiдношення еквiвалентних їм нескiнченно малих функцiй
α∗(x) i β∗(x) при x→ x0, тобто справедливi граничнi рiвностi:

lim
x→x0

α

β
= lim

x→x0

α∗

β
= lim

x→x0

α

β∗ = lim
x→x0

α∗

β∗ .

Часто зустрiчаються наступнi еквiвалентнi нескiнченно малi величини
при x→ 0:

sin x ∼ x; ex − 1 ∼ x;

tgx ∼ x; ax − 1 ∼ x ln a;

arcsinx ∼ x; loga(1 + x) ∼ x loga e;

arctgx ∼ x; ln(1 + x) ∼ x;

1− cosx ∼ x2

2
; (1 + x)k − 1 ∼ kx, k > 0.

При обчисленнi границь широко використовуються такi границi:

1) lim
x→0

sin x

x
= 1, lim

x→0

x

sin x
= 1 – перша важлива границя. За її до-

помогою розкривають невизначенiсть виду
0

0
, задану виразами, що мiстять

тригонометричнi функцiї.

2) lim
x→±∞

(
1 +

1

x

)x

= lim
α→0

(1 + α)
1
α = e ≈ 2, 71828 . . . – друга важлива

границя, її використовують при розкриттi невизначеностi виду 1∞.

5.3.3. Неперервнiсть функцiї. Точки розриву

Функцiя y = f(x) називається неперервною в точцi x0, якщо:
1) функцiя f(x) визначена в точцi x0 i деякому її околi;
2) iснує скiнчена границя функцiї f(x) в точцi x0: f(x0 − 0) = f(x0 + 0);
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3) границя функцiї f(x) в точцi x0 рiвна значенню функцiї в цiй точцi
x0, тобто

lim
x→x0

f(x) = f(x0). (5.2)

Точка x0, в якiй не виконується хоча б одна з умов неперервностi функцiї
y = f(x), називається точкою розриву функцiї. Якщо в точцi x0 iснують
скiнченi границi f(x0 − 0) i f(x0 + 0), такi, що f(x0 − 0) ̸= f(x0 + 0), то x0
називається неусувною точкою розриву першого роду. Зокрема, якщо
f(x0 − 0) = f(x0 +0) ̸= f(x0), то x0 є усувною точкою розриву першого
роду. Якщо ж хоча б одна з одностороннiх границь f(x0 − 0) або f(x0 + 0)
не iснує або дорiвнює нескiнченностi, точку x0 називають точкою розриву
другого роду.

Функцiя, неперервна у всiх точках деякої областi, називається непе-
рервною в цiй областi.

6. ДИФЕРЕНЦIАЛЬНЕ ЧИСЛЕННЯ ФУНКЦIЙ ОДНIЄЇ
ЗМIННОЇ

6.1. Похiдна
Похiдною функцiї y = f(x) в точцi x називається границя

lim
△x→0

f(x+△x)− f(x)

△x
= lim

△x→0

△y
△x

, (6.1)

де △x – прирiст аргументу, а △y = f(x+△x)− f(x) – прирiст функцiї.
Якщо ця границя є скiнченою, то функцiя f(x) називається диференцi-

йовною в точцi x; при цьому вона є обов’язково i неперервною в цiй точцi.

Похiдну позначають y′ або f ′(x), або
dy

dx
, або

df(x)

dx
.

6.1.1. Основнi правила диференцiювання

Якщо C – стала величина, а u = u(x) i v = v(x) – деякi диференцiйовнi
функцiї вiд x, то справедливi наступнi правила диференцiювання:

1) C ′ = 0, x′ = 1;
2) (C1u± C2v)

′ = (C1u)
′ ± (C2v)

′ = C1u
′ ± C2v

′;
3) (uv)′ = u′v + uv′;

4)
(u
v

)′
=
u′v − uv′

v2
,
(
C

v

)′
= −Cv

′

v2
;

5) якщо y = f(u), u = u(x), тобто y = f(u(x)) – складена функцiя, то

y′x = y′u u
′
x, або

dy

dx
=
dy

du

du

dx
;

6) якщо для функцiї y = f(x) iснує обернена функцiя x = φ(y), то

y′x =
1

x′y
;
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7) якщо функцiю задано параметрично

 x = φ(t),

y = ψ(t),
то y′x =

y′t
x′t

;

8) якщо функцiю задано в неявнiй формi F (x, y) = 0, то для знаходже-
ння похiдної dy/dx = y′ потрiбно продиференцiювати за змiнною x обидвi
частини рiвняння F (x, y) = 0, вважаючи y функцiєю вiд x: dF (x, y)/dx = 0.
З цього рiвняння знаходимо y′;

9) нехай задано показниково-степеневу функцiю виду y = uv. Пролога-
рифмуємо її за основою e: ln y = v lnu. Пiсля диференцiювання обох частин
рiвностi дiстанемо

y′

y
= v′ lnu+ v

u′

u
.

Звiдси
y′ = vuv−1u′ + uv lnu · v′.

6.1.2. Таблиця похiдних

1. (ua)′ = aua−1u′. 2. ( n
√
um)′ =

mu′

n n
√
um−n

.

3. (au)′ = au ln a · u′. 4. (loga u)
′ =

u′

u ln a
.

5. (lnu)′ =
u′

u
. 6.(sinu)′ = cosu · u′.

7. (cosu)′ = − sinu · u′. 8. (tgu)′ =
u′

cos2 u
.

9. (ctgu)′ = − u′

sin2 u
. 10. (arcsinu)′ =

u′√
1− u2

.

11. (arccosu)′ = − u′√
1− u2

. 12. (arctgu)′ =
u′

1 + u2
.

13. (arcctgu)′ = − u′

1 + u2
. 14. (sh u)′ = chu · u′.

15. (chu)′ = shu · u′. 16. (thu)′ =
u′

ch2u
.

17. (cthu)′ = − u′

sh2u
.

6.1.3. Похiднi вищих порядкiв

Похiдна y′ = f ′(x) вiд функцiї y = f(x) називається похiдною пер-
шого порядку i являє собою деяку нову функцiю, яка теж може мати
похiдну. Тодi похiдна вiд похiдної першого порядку (y′)′ називається похi-
дною другого порядку вiд функцiї y = f(x) i позначається y′′ = (y′)′,

f ′′(x) = (f ′(x))′ або
d2y

dx2
=

d

dx

(
dy

dx

)
.
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Аналогiчно визначається похiдна третього порядку: y′′′ = (y′′)′,

f ′′′(x) = (f ′′(x))′ або
d3y

dx3
=

d

dx

(
d2y

dx2

)
.

Першу похiдну вiд похiдної (n − 1)-го порядку (y(n−1))′ називають по-

хiдною n-го порядку: y(n) = (y(n−1))′, f (n)(x) = (f (n−1)(x))′ або
dny

dxn
=

d

dx

(
dn−1y

dxn−1

)
.

Якщо функцiї u = u(x) i v = v(x) мають похiднi до n-го порядку вклю-
чно, то справедлива формула Лейбнiца

(uv)(n) = u(n)v + nu(n−1)v′ +
n(n− 1)

2!
u(n−2)v′′ + . . .+ uv(n). (6.2)

Нехай функцiя y = f(x) задана неявно рiвнiстю F (x, y) = 0. Диферен-
цiюючи цю рiвнiсть за змiнною x i розв’язуючи одержане рiвняння вiдносно
y′, знаходимо першу похiдну. Щоб знайти другу похiдну, потрiбно проди-
ференцiювати по x першу похiдну i в одержане спiввiдношення пiдставити
її значення. Продовжуючи диференцiювання, можна знайти одна за одною
послiдовно похiднi будь-якого порядку.

Для функцiй заданих параметрично

 x = φ(t),

y = ψ(t),
похiднi можна знайти

за формулами

dy

dx
= y′x =

y′t
x′t
;

d2y

dx2
=

(
dy

dx

)′

t

1

x′t
=

(y′x)
′
t

x′t
; . . .

dny

dxn
=

(
dn−1y

dxn−1

)′

t

1

x′t
.

6.2. Диференцiал
Диференцiалом функцiї y = f(x) називається головна частина її при-

росту, лiнiйна вiдносно приросту аргументу ∆x

dy = f ′(x)∆x. (6.3)

Диференцiал dy називають також диференцiалом першого порядку.
Оскiльки dx = ∆x, то формулу (6.3) можна записати так:

dy = f ′(x)dx. (6.4)

При досить малих значеннях ∆x справджується наближена рiвнiсть
∆y ≈ dy. Звiдси дiстаємо формулу для наближеного обчислення значен-
ня функцiї

f(x+∆x) ≈ f(x) + f ′(x)∆x. (6.5)
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6.2.1. Основнi властивостi диференцiала

1) dC = 0, C = const;
2) d(C1u± C2v) = d(C1u)± d(C2v) = C1du± C2dv;
3) d(uv) = udv + vdu;

4) d
(u
v

)
=
vdu− udv

v2
, d

(
C

v

)
= −C

v2
dv;

5) якщо y = f(u), u = u(x), тобто y = f(u(x)) – складена функцiя,
причому функцiї f(u), u(x) диференцiйовнi в точках u i x. Тодi iснує похiдна
y′x = y′u u

′
x, а отже, i диференцiал

dy = y′xdx = y′u u
′
xdx = y′u du (6.6)

6.2.2. Диференцiали вищих порядкiв

Диференцiалом другого порядку, називається диференцiал вiд пер-
шого диференцiала:

d2y = d(dy).

Оскiльки dx не залежить вiд x, то при диференцiюваннi першого диферен-
цiала dx можна винести за знак похiдної, тому

d2y = d(dy) = d(f ′(x)dx) = (f ′(x)dx)′xdx = f ′′(x)dxdx = f ′′(x)dx2. (6.7)

Тут dx розглядається як один символ, тому (dx)n = dxn.
Диференцiалом третього порядку d3y, називається диференцiал вiд

другого диференцiала:

d3y = d(d2y) = d(f ′′(x)dx2) = f ′′′(x)dx3. (6.8)

Диференцiалом n-го порядку dny, називається диференцiал вiд ди-
ференцiала (n− 1)-го порядку:

dny = d(dn−1y) = f (n)(x)dxn. (6.9)
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