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In this paper we study subcategories of fixed rank of the category of representations of an unbounded
partially ordered set.Ó ñòàòòi âèâ÷àþòüñÿ ïiäêàòåãîði¨ �iêñîâàíîãî ðàíãó êàòåãîði¨ çîáðàæåíü íåîáìåæåíî¨ ÷àñòêîâî âïî-ðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè.Â ðàáîòå [1℄ Ï. �àáðèåëü ââåë ïðåäñòàâëåíèÿ êîë÷àíîâ è ïîêàçàë, ÷òî êîë÷àí èìå-åò êîíå÷íîå, ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîð�èçìà, ÷èñëî íåðàçëîæèìûõ (êîíå÷íîìåðíûõ)ïðåäñòàâëåíèé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî �îðìà Òèòñà ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíîîïðåäåëåííîé. Çàäà÷à îá îïèñàíèè òåõ èëè èíûõ îáúåêòîâ, èìåþùèõ êîíå÷íîå ÷è-ñëî íåðàçëîæèìûõ ïðåäñòàâëåíèé (òàêèå îáúåêòû íàçûâàþòñÿ îáúåêòàìè êîíå÷íîãîòèïà), ðàññìàòðèâàëèñü è ðàíåå, è ñàìûì ëó÷øèì îòâåòîì ïðè ýòîì ñ÷èòàëñÿ åñòå-ñòâåííî îòâåò ÿâíûé.Ïåðâûìè ðåçóëüòàòàìè ïîäîáíîãî òèïà ÿâëÿþòñÿ òå, êîòîðûå ñâÿçàíû ñ ïðåä-ñòàâëåíèÿìè êîíå÷íûõ ãðóïï íàä ïîëÿìè. Â ñëó÷àå, êîãäà õàðàêòåðèñòèêà ïîëÿ íåäåëèò ïîðÿäêà ãðóïïû (êëàññè÷åñêèé ñëó÷àé), ãðóïïà âñåãäà èìååò êîíå÷íûé òèï. Àåñëè õàðàêòåðèñòèêà ïîëÿ p äåëèò ïîðÿäîê ãðóïïû (ìîäóëÿðíûé ñëó÷àé), òî õîðîøîèçâåñòíî, ÷òî ãðóïïà èìååò êîíå÷íûé òèï òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åå ñèëîâñêàÿ
p-ïîäãðóïïà ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé. Åñëè ãîâîðèòü î ïðåäñòàâëåíèÿõ êîíå÷íûõ ãðóïïíàä êîëüöàìè, òî â ïåðâóþ î÷åðåäü ñëåäóåò ñêàçàòü î öåëî÷èñëåííûõ ïðåäñòàâëåíèÿõ.Ñ. Ä. Áåðìàí, Ï. Ì. �óäèâîê â [2�4℄ è, íåçàâèñèìî, À. Õåëëåð, I. �àéíåð â [5, 6℄, äî-êàçàëè, ÷òî êîíå÷íàÿ ãðóïïà èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî p-àäè÷åñêèõ ïðåäñòàâëåíèé òîãäàè òîëüêî òîãäà, êîãäà êîãäà åå ñèëîâñêàÿ p-ïîäãðóïïà ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé ãðóï-ïîé ïîðÿäêà ph, h 6 2; äëÿ öåëî÷èñëåííûõ ïðåäñòàâëåíèé êîíå÷íûõ ãðóïï êðèòåðèéêîíå÷íîñòè òèïà ïîëó÷åí â ðàáîòàõ [2, 3, 7℄ è, íåçàâèñèìî, â [8℄ (îòìåòèì, ÷òî ïåð-âûì ðåçóëüòàòîì äëÿ ãðóïïû íåïðîñòîãî ïîðÿäêà ÿâëÿåòñÿ îïèñàíèå öåëî÷èñëåííûõïðåäñòàâëåíèé öèêëè÷åñêîé ãðóïïû 4-ãî ïîðÿäêà [9)℄. Îòíîñèòåëüíî ïðåäñòàâëåíèéãðóïï íàä äðóãèìè êîëüöàìè ñì., â ïåðâóþ î÷åðåäü, îáçîð [10℄ è ìîíîãðà�èþ [11℄(ñì. òàêæå [12℄). Êðîìå ðàáîò î ïðåäñòàâëåíèÿõ ãðóïï, èìååòñÿ ìíîãî ðàáîò î äðó-ãèõ îáúåêòàõ êîíå÷íîãî òèïà (â ïåðâóþ î÷åðåäü ðàçëè÷íûõ êëàññîâ êîíå÷íîìåðíûõàëãåáð è êîëåö).Âîçâðàùàåìñÿ òåïåðü ê ïðåäñòàâëåíèÿì êîë÷àíîâ. ßâíûé îòâåò îá îáúåêòàõ êî-íå÷íîãî òèïà åñòü è â ñëó÷àå êîë÷àíîâ (êîë÷àíû êîíå÷íîãî òèïà � ýòî â òî÷íîñòèêîë÷àíû Äûíêèíà), îäíàêî ñâÿçü ñ �îðìàìè Òèòñà îêàçàëàñü íàñêîëüêî èíòåðåñíîéè âàæíîé, ÷òî ýòîò ðåçóëüòàò ñòàë íà÷àëîì öåëîãî íàïðàâëåíèÿ â òåîðèè ïðåäñòàâ-ëåíèé. Îòìåòèì, ÷òî �îðìà Òèòñà îïðåäåëåíà â ñàìîé îáùåé ñèòóàöèè â ðàáîòàõ [13℄è [14℄ (åñëè èìåòü ââèäó ñâîáîäíûé ñëó÷àé, ò. å. ðàññìàòðèâàòü çàäà÷è áåç ñîîòíî-øåíèé); äëÿ êîë÷àíîâ ñ ñîîòíîøåíèÿìè êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà Òèòñà ââåäåíà â [15℄.Äëÿ ðàçëè÷íûõ êëàññîâ êëàññè�èêàöèîííûõ çàäà÷ áûëî ïîëó÷åíî ìíîãî ðåçóëüòà-òîâ, êàñàþùèõñÿ èõ ñâÿçè ñ êâàäðàòè÷íîé �îðìîé Òèòñà. ×èòàòåëü, èíòåðåñóþùèéñÿÍàóê. âiñíèê Óæãîðîä óí-òó., 2003., âèï. 8



16 Â. Ì. ÁÎÍÄÀ�ÅÍÊÎ, À. Ì. ÏÎËÈÙÓÊýòîé òåìîé áîëåå ïîäðîáíî, îòñûëàåòñÿ, â ÷àñòíîñòè, � åñëè ãîâîðèòü î áîëåå ðàííèõðàáîòàõ, � ê ðàáîòàì èç ñáîðíèêîâ [16, 17℄ è ê ìîíîãðà�èÿì [18℄ è [19℄ (âìåñòå ñáèáëèîãðà�èÿìè â íèõ); åñëè æå ãîâîðèòü î áîëåå ïîçäíèõ ðàáîòàõ � ñì., íàïðèìåð,ðàáîòû [20�28℄ (ïðèâåäåííûå çäåñü ññûëêè íè â êîåì ñëó÷àå íå ïðåòåíäóþò íà ïîëíîåèçëîæåíèå óêàçàííîé òåìû).Ïðè èçó÷åíèè ñâÿçè ìåæäó çàäà÷àìè êîíå÷íîãî òèïà è ñâîéñòâàìè �îðìû Òèòñàðå÷ü èäåò îáû÷íî î åå ñëàáîé ïîëîæèòåëüíîñòè (ò.å. ïîëîæèòåëüíîñòè íà íåíóëå-âûõ âåêòîðàõ ñ íåîòðèöàòåëüíûìè êîîðäèíàòàìè). Îòìåòèì, ÷òî óêàçàííûé âûøåðåçóëüòàò î êîë÷àíàõ êîíå÷íîãî òèïà íå ÿâëÿåòñÿ ïî ñóùåñòâó èñêëþ÷åíèåì, òàê êàêäëÿ �îðìû Òèòñà â ýòîì ñëó÷àå óñëîâèÿ ïîëîæèòåëüíîñòè è ñëàáîé ïîëîæèòåëüíî-ñòè ýêâèâàëåíòíû. Åñëè ãîâîðèòü î êëàññè�èêàöèîííûõ çàäà÷àõ áåç ñîîòíîøåíèé,òî ñëåäóþùèì ïîñëå ðåçóëüòàòà Ï. �àáðèåëÿ ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷åííûé Þ. À. Äðîçäîì[29℄ ðåçóëüòàò î òîì, ÷òî ÷àñòè÷íî óïîðÿäîâåííîå (ñîêðàùåííî ÷. ó.) ìíîæåñòâî èìå-åò êîíå÷íûé òèï òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî �îðìà Òèòñà ñëàáî ïîëîæèòåëüíà(íàïîìíèì, ÷òî ïðåäñòàâëåíèÿ ÷. ó. ìíîæåñòâ îïðåäåëåíû, íà ìàòðè÷íîì ÿçûêå, âðàáîòå [30℄; �îðìà Òèòñà äëÿ ÷. ó. ìíîæåñòâ âïåðâûå ââåäåíà â [29)℄. Ïîëîæèòåëüíîîïðåäåëåííûå �îðìû ïðè ýòîì íå èãðàþò êàêîé-ëèáî ðîëè. Îäíàêî, åñëè èçó÷àòüåñòåñòâåííûå ïîäêàòåãîðèè êàòåãîðèè ïðåäñòàâëåíèé ÷. ó. ìíîæåñòâà, òî (êàê çàìå-òèë ïåðâûé èç àâòîðîâ) ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûå �îðìû Òèòñà ìîãóò óæå èãðàòüâàæíóþ ðîëü. Íàñòîÿùàÿ ñòàòüÿ ÿâëÿåòñÿ ïåðâîé ðàáîòîé â ýòîì íàïðàâëåíèè. Æå-ëàÿ èñêëþ÷èòü èç ðàññìîòðåíèÿ ÷. ó. ìíîæåñòâà ñðàâíèòåëüíî ìàëûõ ðàçìåðíîñòåé(çäåñü îáùèå çàêîíîìåðíîñòè ïðîÿâëÿþòñÿ, êàê îáû÷íî â ïîäîáíûõ ñëó÷àÿõ, äëÿìíîæåñòâ, ïîðÿäîê êîòîðûõ ïðåâîñõîäèò íåêîòîðîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî N), ìû ðàñ-ñìàòðèâàåì (êîíå÷íîìåðíûå) ïðåäñòàâëåíèÿ áåñêîíå÷íûõ ÷. ó. ìíîæåñòâ.1. Ôîðìóëèðîâêà îñíîâíèõ ðåçóëüòàòîâ. Íà ïðîòÿæåíèè âñåé ñòàòüè ìû ïðè-äåðæèâàåìñÿ ïðàâîé çàïèñè (â òîì ÷èñëå óìíîæàåì ìîð�èçìû è ò. ï. ñëåâà íàïðàâî).Âñå ðàññìàòðèâàåìûå â ýòîé ñòàòüå âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íîìåð-íûìè.Íàïîìíèì [31℄, ÷òî ïðåäñòàâëåíèåì êîíå÷íîãî ÷. ó. ìíîæåñòâà S íàä ïîëåì kíàçûâàåòñÿ íàáîð êîíå÷íîìåðíûõ âåêòîðíûõ k-ïðîñòðàíñòâ Ũ = {U,Ux |x ∈ S}, ãäåêàæäîå Ux ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì â U è Ux ⊆ Uy, åñëè x < y. Àíàëîãè÷íûì îáðà-çîì ìîæíî îïðåäåëèòü ïðåäñòàâëåíèå áåñêîíå÷íîãî ÷. ó. ìíîæåñòâà S. Ïðåäñòàâëåíèÿìíîæåñòâà S îáðàçóþò êàòåãîðèþ, åñëè ìîð�èçìàìè èç Ũ â Ṽ ñ÷èòàòü ëèíåéíûå îòî-áðàæåíèÿ ϕ : U → V òàêèå, ÷òî Uxϕ ⊆ Vx äëÿ ëþáîãî x ∈ S. Åñëè Ũ = {U,Ux |x ∈ S}� ïðåäñòàâëåíèå (êîíå÷íîãî èëè áåñêîíå÷íîãî) ÷. ó. ìíîæåñòâà S, òî äëÿ x ∈ S ïîëî-æèì U ′
x = Ux/

∑
y<x Uy è dx = dx(Ũ) = dimkU

′
x. Ñóììó d = d(Ũ) = d0 +

∑
x∈S dx, ãäå

d0 = d0(Ũ) = dimkU , áóäåì íàçûâàòü ðàçìåðíîñòüþ ïðåäñòàâëåíèÿ U . Ïðåäñòàâëåíèå
U íàçîâåì êîíå÷íîìåðíûì, åñëè åãî ðàçìåðíîñòü êîíå÷íà. Êàòåãîðèþ êîíå÷íîìåð-íûõ ïðåäñòàâëåíèé ìíîæåñòâà S îáîçíà÷èì ÷åðåç Rk(S). Ýòà êàòåãîðèÿ ÿâëÿåòñÿêàòåãîðèåé Êðóëëÿ-Øìèäòà (ïîñêîëüêó ýòî èìååò ìåñòî äëÿ êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ).Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî êîíå÷íîìåðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ÷. ó.ìíîæåñòâ.Ïóñòü K � k-êàòåãîðèÿ è J � ïîëíîå ìíîæåñòâî åå íåðàçëîæèìûõ ïîïàðíî íåè-çîìîð�íûõ îáúåêòîâ. Ïîäêàòåãîðèþ T êàòåãîðèè K íàçîâåì íîðìàëüíîé, åñëè îíàÿâëÿåòñÿ ïîëíîé è êàæäûé íåðàçëîæèìûé îáúåêò èç T èçîìîð�åí íåêîòîðîìó îáúå-êòó èç J . Ïðåäñòàâëåíèåì êàòåãîðèè K íàçûâàåòñÿ âñÿêèé (k-ëèíåéíûé) �óíêòîð
F : K → mod k, ãäå mod k îáîçíà÷àåò, êàê îáû÷íî, êàòåãîðèþ êîíå÷íîìåðíûõ âå-êòîðíûõ k-ïðîñòðàíñòâ. Äâà ïðåäñòàâëåíèÿ F è F ′ íàçûâàþòñÿ èçîìîð�íûìè, åñëèÍàóê. âiñíèê Óæãîðîä óí-òó., 2003., âèï. 8
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F è F ′ èçîìîð�íû êàê îáúêòû êàòåãîðèè �óíêòîðîâ èç K â mod k. �àçìåðíîñòþïðåäñòàâëåíèÿ F íàçîâåì ÷èñëî d(F ) =

∑
X∈J dimkF (X). Ïðåäñòàâëåíèå F íàçîâåìêîíå÷íîìåðíîé, åñëè d(F ) < ∞. Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî êî-íå÷íîìåðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ êàòåãîðèé. Êàòåãîðèþ K íàçîâåì êàòåãîðèåé êîíå÷íîãîòèïà, åñëè îíà èìååò, ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîð�èçìà, êîíå÷íîå ÷èñëî íåðàçëîæèìûõïðåäñòàâëåíèé (â ýòîì ñëó÷àå, î÷åâèäíî, J � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî). Äàëåå, K íàçîâåìêàòåãîðèåé ëîêàëüíî êîíå÷íîãî òèïà, åñëè êîíå÷íûé òèï èìååò âñÿêàÿ åå íîðìàëü-íàÿ ïîäêàòåãîðèÿ ñ êîíå÷íûì, ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîð�èçìà, ÷èñëîì íåðàçëîæèìûõîáúåêòîâ; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå K íàçûâàåì êàòåãîðèåé ëîêàëüíî áåñêîíå÷íîãî òèïà.Åñëè S � (êîíå÷íîå èëè áåñêîíå÷íîå) ÷. ó. ìíîæåñòâî è R � ïîäêàòåãîðèÿ êàòåãî-ðèè Rk(S) ñ ìíîæåñòâîì íåðàçëîæèìûõ îáúåêòîâ I, òî ïîëîæèì r(R) = supX∈I d(X).Ìû íàçûâàåì r(R) ðàíãîì ïîäêàòåãîðèè R (ðàíã ïðîèçâîëüíîé ïîäêàòåãîðèè ìîæåòáûòü êàê êîíå÷íûì, òàê è áåñêîíå÷íûì). ×åðåç Rm,k(S), ãäå m � íàòóðàëüíîå ÷èñëî,ìû îáîçíà÷àåì åñòåñòâåííóþ ïîäêàòåãîðèþ êàòåãîðèè Rk(S), ÿâëÿþùóþñÿ ïîëíîéè ñîäåðæàùóþ â êà÷åñòâå îáúåêòîâ òå îáúåêòû èç Rk(S), êîòîðûå íå ñîäåðæàò íå-ðàçëîæèìûõ ïðÿìûõ ñëàãàåìûõ ðàçìåðíîñòè d > m; î÷åâèäíî, ÷òî r(Rm,k(S)) 6 m.Ïîëíóþ ïîäêàòåãîðèþ ýòîé êàòåãîðèè, ñîñòîÿùåé èç �èêñèðîâàííûõ ïðåäñòàâèòåëåéâñåõ êëàññîâ èçîìîð�íûõ íåðàçëîæèìûõ îáúåêòîâ, îáîçíà÷àåì ÷åðåç R◦

m,k(S).Ïóñòü S � áåñêîíå÷íîå ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî è ZS∪0
0 � ïîäìíîæå-ñòâî â äåêàðòîâîì ïðîèçâåäåíèè ZS∪0, ñîñòîÿùåå èç âñåõ âåêòîðîâ z = (zi) ñ êîíå÷íûì÷èñëîì íåíóëåâûõ êîîðäèíàò. Ñîîòâåòñòâóþùóþ ìíîæåñòâó S êâàäðàòè÷íóþ �îðìóÒèòñà qS : ZS∪0

0 → Z îïðåäåëèì (ïî àíàëîãèè ñ êîíå÷íûì ñëó÷àåì [29℄) ðàâåíñòâîì
qS(z) = z2

0 +
∑

i∈S
z2
i +

∑

i<j,i,j∈S
zizj − z0

∑

i∈S
zi.×. ó. ìíîæåñòâî S íàçûâàåòñÿ ðàçëîæèìûì, åñëè îíî ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðÿìóþñóììó äâóõ íåïóñòûõ ïîäìíîæåñòâ (ò. å. ñóùåñòâóþò íåïóñòûå ïîäìíîæåñòâà X è Y ñïîïàðíî íåñðàâíèìûìè ýëåìåíòàìè, òàêèå, ÷òî S = X∪Y è X∩Y = ∅); â ïðîòèâíîìñëó÷àå ìíîæåñòâî S íàçûâàåòñÿ íåðàçëîæèìûì. Áåñêîíå÷íîå ÷. ó. ìíîæåñòâî íàçîâåìíåîãðàíè÷åííûì, åñëè îíî íå èìååò íè ìèíèìàëüíûõ, íè ìàêñèìàëüíûõ ýëåìåíòîâ.Íàøåé öåëüþ ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùèõ òåîðåì.Òåîðåìà 1. Ïóñòü S � íåîãðàíè÷åííîå ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî.Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1) ïîäêàòåãîðèÿ R2,k(S) èìååò ëîêàëüíî êîíå÷íûé òèï;
2) �îðìà Òèòñà qS(t) ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé.Òåîðåìà 2. Ïóñòü S � íåîãðàíè÷åííîå ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî.Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:
1) ïîäêàòåãîðèÿ R3,k(S) èìååò ëîêàëüíî êîíå÷íûé òèï;
2) S íåðàçëîæèìî è �îðìà Òèòñà qS(t) ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé.Òåîðåìà 3. Ïóñòü S � íåîãðàíè÷åííîå ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî è

m > 3. Òîãäà ïîäêàòåãîðèÿ Rm,k(S) èìååò ëîêàëüíî êîíå÷íûé òèï òîãäà è òîëüêîòîãäà, êîãäà ëîêàëüíî êîíå÷íûé òèï èìååò ïîäêàòåãîðèÿ R3,k(S).Çàìåòèì, ÷òî èç òåîðåìì 2 è 3 â äåéñòâèòåëüíîñòè ñëåäóåò (ñì. äîêàçàòåëüñòâîòåîðåìû 3), ÷òî åñëè ïðè m > 3 ïîäêàòåãîðèÿ Rm,k(S) èìååò ëîêàëüíî êîíå÷íûé òèï,òî Rm,k(S) = R3,k(S) (èëè, äðóãèìè ñëîâàìè, S íå èìååò ïðåäñòàâëåíèé ðàçìåðíîñòè
d > 3).Íàóê. âiñíèê Óæãîðîä óí-òó., 2003., âèï. 8



18 Â. Ì. ÁÎÍÄÀ�ÅÍÊÎ, À. Ì. ÏÎËÈÙÓÊ2. Äîêàçàòåëüñòâî òeîðåìû 1. Íàì ïîíàäîáèòñÿ îäíî âñïîìîãàòåëüíîå óòâåð-æäåíèå î ñâÿçè íàøåé çàäà÷è ñ ïðåäñòàâëåíèÿìè êîë÷àíîâ.Ïóñòü S � ïðîèçâîëüíîå (êîíå÷íîå èëè áåñêîíå÷íîå) ÷. ó. ìíîæåñòâî. Ýëåìåíòû
a, b ∈ S áóäåì íàçûâàòü ñîñåäíèìè, åñëè îíè ñðàâíèìû è â ñëó÷àå, êîãäà x < y (ñîî-òâåòñòâåííî x > y), íå ñóùåñòâóåò ýëåìåíòà z òàêîãî, ÷òî x < z < y (ñîîòâåòñòâåííî
x > z > y). Îáîçíà÷èì ÷åðåç Γ(S) êîììóòàòèâíûé êîë÷àí ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí
Γ0(S) = S è ìíîæåñòâîì ñòðåëîê Γ1(S) = {x → y |x, y � ñîñåäíèå ýëåìåíòû èç Sè ïðè ýòîì x > y}; óñëîâèå êîììóòàòèâíîñòè îçíà÷àåò, ÷òî ëþáûå äâà ïóòè ìåæäóîäíèìè è òåìè æå äâóìÿ âåðøèíàìè ðàâíû. Îáîçíà÷èì, äàëåå, ÷åðåç Γ̃(S) êîë÷àíñ ñîîòíîùåíèÿìè, ÿâëÿþùèéñÿ ðàñøèðåíèåì êîë÷àíà Γ(S) ñ ïîìîùüþ âåðøèíû 0 èñòðåëîê 0 → x, ãäå x ïðîáåãàåò S; ïðè ýòîì ñ÷èòàåì, ÷òî ïðîèçâåäåíèå ñòðåëîê 0 → aè a→ b ðàâíî ñòðåëêå 0 → b (a, b ∈ S). Â ñëó÷àå, êîãäà S êîíå÷íî, êîë÷àí Γ̃(S) ìîæíîçàäàòü áîëåå åñòåñòâåííûì ñïîñîáîì, èñêëþ÷èâ èç íåãî ñòðåëêè, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿïðîèçâåäåíèåì äðóãèõ. Òîãäà Γ̃(S) � êîììóòàòèâíûé êîë÷àí ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí
Γ̃0(S) = S ∪ 0 è ìíîæåñòâîì ñòðåëîê Γ̃1(S) = {x → y | x, y � ñîñåäíèå ýëåìåíòû èç
S è ïðè ýòîì x > y} ∪ {0 → x |x � ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò S}.Íàïîìíèì, ÷òî êàòåãîðèÿ (êîíå÷íîìåðíûõ) ïðåäñòàâëåíèé ëþáîãî êîë÷àíà èçî-ìîð�íà êàòåãîðèè (êîíå÷íîìåðíûõ) ïðåäñòàâëåíèé åãî k-êàòåãîðèè ïóòåé.Ïðåäëîæåíèå 1. Êàòåãîðèÿ (êîíå÷íîìåðíûõ) ïðåäñòàâëåíèé êàòåãîðèè R◦

2,k(S)èçîìîð�íà êàòåãîðèè (êîíå÷íîìåðíûõ) ïðåäñòàâëåíèé êîë÷àíà Γ̃(S) (à çíà÷èò êà-òåãîðèÿ ïðåäñòàâëåíèé êàòåãîðèè R2,k(S) ýêâèâàëåíòíà êàòåãîðèè ïðåäñòàâëåíèéêîë÷àíà Γ̃(S)).Äîêàçàòåëüñòâî. Íåðàçëîæèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ ðàçìåðíîñòè 1 è 2 ÷. ó. ìíîæå-ñòâà S èñ÷åðïûâàþòñÿ ïðåäñòàâëåíèÿìè Ũ0 = {U0 = k, U0
x = 0 äëÿ ëþáîãî x ∈ S} è

Ũa = {Ua = k, Ua
x = k äëÿ ëþáîãî x > a, Ua

x = 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå}, ãäå a ïðîáåãà-åò S. Ïðè ýòîì äëÿ ìíîæåñòâ ìîð�èçìîâ ìåæäó ýòèìè îáúåêòàìè êàòåãîðèè R2,k(S)èìååì:a) åñëè a > b, òî Hom (Ũa, Ũ b) = Eabk, ãäå Eab : Ua → U b � òîæäåñòâåííîåëèíåéíîå îòîáðàæåíèå (ò. å. αEab = α äëÿ ëþáîãî α ∈ k); â ïðîòèâíîì ñëó÷àå (åñëè
a < b èëè b íåñðàâíèìî ñ a) Hom (Ũa, Ũ b) = 0;b) Hom (Ũ0, Ũa) = Fak, ãäå Fa : U0 → Ua � òîæäåñòâåííîå ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå;) Hom (Ũa, Ũ0) = 0.Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðîèçâåäåíèÿ ìîð�èçìîâ âèäà Eab è Fa çàäàþòñÿ ñëåäóþùèìè�îðìóëàìè: EabEbc = Eac è FaEab = Fb; âî âñåõ îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ ïðîèçâåäåíèåðàâíî 0.Îòñþäà, î÷åâèäíî, ñëåäóåò òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå.Òåïåðü óæå ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè �îðìà Òèòñà qS(z) ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëå-íà, òî R2,k(S)� êàòåãîðèÿ ëîêàëüíî êîíå÷íîãî òèïà. Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó îñíîâíîãîðåçóëüòàòà ðàáîòû [32℄ S ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé äâóõ öåïíûõ èëè öåïíîãî è ïî÷òèöåïíîãî ìíîæåñòâ (ïî÷òè öåïíûì ìû íàçûâàåì ÷. ó. ìíîæåñòâî ñ åäèíñòâåííîé ïàðîéíåñðàâíèìûõ ýëåìåíòîâ, à öåïíûì � âñÿêîå ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî). Èîñòàëîñü ëèøü âîñïîëüçîâàòüñÿ òåì, ÷òî â ñèëó îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ ðàáîò (â êîòî-ðûõ ñ�îðìóëèðîâàí êðèòåðèé êîíå÷íîñòè òèïà äëÿ êîììóòàòèâíûõ êîë÷àíîâ) [33℄ è[34℄ ëþáîé (êîíå÷íûé) êîììóòàòèâíûé êîë÷àí Γ̃(S ′), ãäå S ′ � êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî
S, èìååò â ýòîì ñëó÷àå êîíå÷íûé òèï.Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî åñëè �îðìà Òèòñà qS(z) íå ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäå-Íàóê. âiñíèê Óæãîðîä óí-òó., 2003., âèï. 8



Î ÏÎÄÊÀÒÅ�Î�ÈßÕ ÊÎÍÅ×ÍÎ�Î �ÀÍ�À ÊÀÒÅ�Î�ÈÈ Ï�ÅÄÑÒÀÂËÅÍÈÉ . . . 19ëåííîé, òî R2,k(S) � êàòåãîðèÿ ëîêàëüíî áåñêîíå÷íîãî òèïà.Íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.Ïðåäëîæåíèå 2. Ïóñòü S � íåîãðàíè÷åííîå ÷. ó. ìíîæåñòâî. Òîãäà �îðìàÒèòñà qS(t) íå ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé â òîì è òîëüêî â òîì ñëó-÷àå, êîãäà îíî ñîäåðæèò ïîäìíîæåñòâî èçîìð�íîå èëè àíòèèçîìîð�íîå îäíîìó èçñëåäóþùèõ ÷. ó. ìíîæåñòâ:
1) T1 = {1, 2, 3, 4} (áåç ñðàâíèìûõ i 6= j);
2) T ′

2 = {1, 2, 3, 4, 5 | 1 ≺ 4, 2 ≺ 4, 3 ≺ 4 ≺ 5};
3) T3 = {1, 2, 3, 4 | 1 ≺ 3, 1 ≺ 4, 2 ≺ 3, 2 ≺ 4};
4) T4 = {1, 2, 3, 4, 5, 6 | 1 ≺ 2, 3 ≺ 4, 5 ≺ 6};
5) T ′

5 = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 | 1 ≺ 2 ≺ 3, 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8, 3 ≺ 7};
6) T ′

6 = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 | 2 ≺ 3, 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8};
7) T ′

7 = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 | 1 ≺ 2, 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9, 1 ≺ 4};
8) T ′

8 = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 | 1 ≺ 4, 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8 ≺ 9}.Îòìåòèì, ÷òî ýòî óòâåðæäåíèå, íî â ñëó÷àå, êîãäà âìåñòî ìíîæåñòâà T ′
6 ðàññìà-òðèâàòü ìíîæåñòâî T6 = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 | 1 ≺ 2 ≺ 3, 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8, 1 ≺ 4}, à âìåñòîìíîæåñòâ T ′

2, T5, T ′
7 è T ′

8 � ìíîæåñòâà T2 = T ′
2 \ 5, T5 = T ′

5 \ 8, T7 = T ′
7 \ 9 è T8 = T ′

8 \ 9,ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû [32℄ (ïîñêîëüêó ïðè äîêàçàòåëüñòâåòåîðåìû èç [32℄, à òî÷íåå òîé åå ÷àñòè, êîòîðàÿ ñâÿçàíà ñ íåîáõîäèìîñòüþ, èñïîëü-çóåòñÿ íåïîëîæèòåëüíàÿ îïðåäåëåííîñòü �îðìû Òèòñà òîëüêî äëÿ ìíîæåñòâ T1�T8).Åñëè áîëåå äåòàëüíî ïðîàíàëèçèðîâàòü äîêàçàòåëüñòâî óêàçàííîé òåîðåìû, òî ëåãêîâèäåòü, ÷òî ìíîæåñòâà T6, T7 è T8 ìîæíî çàìåíèòü íà ìíîæåñòâà (ñ íåïîëîæèòåëü-íîé îïðåäåëåííîé �îðìîé Òèòñà) T6(p) \ 1, T7(p) è T8(p) (p � íàòóðàëüíîå ÷èñëî),êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî èç T6 \ 1, T7 è T8 çàìåíîé ýëåìåíòà 8 íà öåïü
8 ≺ 8+1 . . . 8+p; àíàëîãè÷íî ìíîæåñòâa T2 è T5 ìîæíî çàìåíèòü íà ìíîæåñòâà T2(p)è T5(p), êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ èç T2 è T5 çàìåíîé ýëåìåíòîâ 4 è 7 ñîîòâåòñòâåííî íàöåïè 4 ≺ 4 + 1 . . . 4 + p è 7 ≺ 7 + 1 . . . 7 + p. Â ñëó÷àå íàøåãî óòâåðæäåíèÿ ìû áåðåìâî âñåõ ñëó÷àÿõ p = 1.Òåïåðü îñòàëîñü óáåäèòüñÿ ëèøü â òîì, ÷òî êîììóòàòèâíûé êîë÷àí Γ̃(T ) èìååò áå-ñêîíå÷íûé òèï äëÿ êàæäîãî ÷. ó. ìíîæåñòâà ìíîæåñòâà T , óêàçàííîãî â ïðåäëîæåíèè2. À ýòî ñëåäóåò (ñ ó÷åòîì ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû [1)℄ èç òîãî, ÷òî1) äëÿ T = T1 êîë÷àí Γ̃(T ) èçîìîð�åí ïîïîëíåííîìó êîë÷àíó Äûíêèíà (ñ íåêî-òîðûì íàïðàâëåíèåì ðåáåð) D̃4;2) äëÿ T = T ′

2, (T
′
2)

∗ ïîäêîë÷àí Γ(T ) êîë÷àíà Γ̃(T ) èçîìîð�åí ïîïîëíåííîìó êîë-÷àíó Äûíêèíà D̃4;3) äëÿ T = T3 ïîäêîë÷àí Γ(T ) êîë÷àíà Γ̃(T ) èçîìîð�åí ïîïîëíåííîìó êîë÷àíóÄûíêèíà Ã3;4) äëÿ T = T4 êîë÷àí Γ̃(T ) èçîìîð�åí ïîïîëíåííîìó êîë÷àíó Äûíêèíà Ẽ6;5) äëÿ T = T ′
5, (T

′
5)

∗ ïîäêîë÷àí Γ(T ) êîë÷àíà Γ̃(T ) èçîìîð�åí ïîïîëíåííîìó êîë-÷àíó Äûíêèíà Ẽ7;6) äëÿ T = T ′
6 êîë÷àí Γ̃(T ) èçîìîð�åí ïîïîëíåííîìó êîë÷àíó Äûíêèíà Ẽ8;7)�8) äëÿ T = T ′

7, T
′
8, (T

′
7)

∗, (T ′
8)

∗ êîë÷àí Γ(T ) èçîìîð�åí ïîïîëíåííîìó êîë÷àíóÄûíêèíà Ẽ8.3. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìì 2 è 3. Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì òåîðåìó 2.Ïîêàæåì, ÷òî åñëè S íåðàçëîæèìî è �îðìà Òèòñà qS(t) ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíîîïðåäåëåííîé, òî ïîäêàòåãîðèÿ R3,k(S) èìååò ëîêàëüíî êîíå÷íûé òèï. Â ñèëó îñíîâ-íîãî ðåçóëüòàòà ðàáîòû [32℄ íåîãðàíè÷åííîå ÷. ó. ìíîæåñòâî ñ ïîëîæèòåëüíî îïðå-Íàóê. âiñíèê Óæãîðîä óí-òó., 2003., âèï. 8



20 Â. Ì. ÁÎÍÄÀ�ÅÍÊÎ, À. Ì. ÏÎËÈÙÓÊäåëåííîé �îðìîé Òèòñà ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé äâóõ öåïíûõ èëè öåïíîãî è ïî÷òèöåïíîãî ìíîæåñòâ. Çíà÷èò ìíîæåñòâî S ÿâëÿåòñÿ öåïíûì èëè ïî÷òè öåïíûì. Î÷åâè-äíî, äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ëîêàëüíî êîíå÷íûé òèï èìååò ïîäêàòåãîðèÿ R3,k(S
′),ãäå S ′ � êîíå÷íîå ïî÷òè öåïíîå ìíîæåñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç a, b åäèíñòâåííóþ ïàðóíåñðàâíèìûõ ýëåìåíòîâ â S ′. Êðîìå íåðàçëîæèìûõ ïðåäñòàâëåíèé ðàçìåðíîñòè 1 è 2,êîòîðûå èñ÷åðïûâàþòñÿ ïðåäñòàâëåíèÿìè Ũ0 = {U0 = k, U0

x = 0 äëÿ ëþáîãî x ∈ S ′}è Ũa = {Ua = k, Ua
x = k äëÿ ëþáîãî x > a, Ua

x = 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå}, ãäå a ïðîáå-ãàåò S ′ (ñì. äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 1), ìíîæåñòâî S ′ èìååò åùå îäíî ïðåäñòàâ-ëåíèå ðàçìåðíîñòè 3: Ũab = {Uab = k, Uab
x = k äëÿ ëþáîãî x òàêîãî, ÷òî x > a èëè

x > b, Uab
x = 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå}. Ïðè ýòîìd) Hom (Ũ0, Ũab) = Fabk, ãäå Fab : U0 → Uab � òîæäåñòâåííîå ëèíåéíîå îòîáðàæå-íèå;e) Hom (Ũab, Ũ0) = 0;f) åñëè c > a èëè c > b, òî Hom (Ũ c, Ũab) = Gcabk, ãäå Gcab : U c → Uab � òîæäå-ñòâåííîå ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå Hom (Ũ c, Ũab) = 0;g) åñëè c < a (òîãäà c < b), òî Hom (Ũab, Ũ c) = Habck, ãäå Habc : Uab → U c �òîæäåñòâåííîå ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå Hom (Ũab, Ũ c) = 0.Ëåãêî âèäåòü, ÷òî FcGcab = Fab, EabGbcd = Gacd, HabcEcd = Habd è GcabHabd = Ecd.Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî êàòåãîðèÿ R◦

3,k(S
′) èçîìîð�íà êàòåãîðèè R◦

2,k(S
′
ab), ãäå S ′

ab =
= S ′ ∪ {(a, b)} è ïðè ýòîì (a, b) < a, (a, b) < b è c < (a, b) äëÿ ëþáîãî c < a (òîãäà
c < b). È ïîñêîëüêó S ′

ab � ïî÷òè öåïü, òî â ñèëó òåîðåìû 1 êàòåãîðèÿ R◦
3,k(S

′), àçíà÷èò è êàòåãîðèÿ R3,k(S
′), èìååò ëîêàëüíî êîíå÷íûé òèï.Ïîêàæåì, ÷òî åñëè ïîäêàòåãîðèÿ R3,k(S) èìååò ëîêàëüíî êîíå÷íûé òèï, òî S íå-ðàçëîæèìî è �îðìà Òèòñà qS(t) ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé. Ïîñêîëüêóêàòåãîðèÿ R2,k(S) èìååò â ýòîì ñëó÷àå ëîêàëüíî êîíå÷íûé òèï (êàê ïîëíàÿ íîðìàëü-íàÿ ïîäêàòåãîðèÿ êàòåãîðèè R3,k(S) ëîêàëüíî êîíå÷íîãî òèïà), òî â ñèëó òåîðåìû 1�îðìà Òèòñà qS(t) ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé. Òîãäà (î ÷åì óæå ãîâîðè-ëîñü âûøå) S ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé äâóõ öåïíûõ èëè öåïíîãî è ïî÷òè öåïíîãîìíîæåñòâ. Íàì íóæíî äîêàçàòü, ÷òî S íåðàçëîæèìî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òî-ãäà â S ñóùåñòâóåò ïîäìíîæåñòâî âèäà S ′ = {a, b, c, d | a < b, c < d}. Ëåãêî âèäåòü,÷òî ïîëíàÿ ïîäêàòåãîðèÿ êàòåãîðèè R◦

3,k(S
′), ñîñòîÿùàÿ èç ïðåäñòàâëåíèé Ũ b, Ũd,

Ũad è Ũ bc, èçîìîð�íà êàòåãîðèè ïðåäñòàâëåíèé ïîïîëíåííîãî êîë÷àíà Äûíêèíà Ã3(ñ íåêîòîðûì íàïðàâëåíèåì ðåáåð), è ñëåäîâàòåëüíî R◦
3,k(S

′), à çíà÷èò è R3,k(S), èìå-åò ëîêàëüíî áåñêîíå÷íûé òèï. Ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ è çíà÷èò ÷. ó. ìíîæåñòâî Síåðàçëîæèìî.Ïåðåõîäèì ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 3.Åñëè Rm,k(S) èìååò ëîêàëüíî êîíå÷íûé òèï, òî ëîêàëüíî êîíå÷íûé òèï èìååò,î÷åâèäíî, è R3,k(S). Îáðàòíî, åñëè R3,k(S) èìååò ëîêàëüíî êîíå÷íûé òèï, òî (ñì.äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2) ìíîæåñòâî S ÿâëÿåòñÿ öåïíûì èëè ïî÷òè öåïíûì. Òîãäà
S íå èìååò íåðàçëîæèìûõ ïðåäñòàâëåíèé ðàçìåðíîñòè d > 3 è çíà÷èò Rm,k(S) =
= R3,k(S).1. Gabriel P. Unzerlegbare Darstellungen // Manusripts Math. � 1972. � 6. � P. 71�103,309.2. Áåðìàí Ñ. Ä., �óäèâîê Ï. Ì. Î öåëî÷èñëåííûõ ïðåäñòàâëåíèÿõ êîíå÷íûõ ãðóïï // ÄÀÍ ÑÑ-Ñ�. � 1962. � 145, âûï. 6. � Ñ. 1199-1201.3. Áåðìàí Ñ. Ä., �óäèâîê Ï. Ì. Î öåëî÷èñëåííûõ ïðåäñòàâëåíèÿõ êîíå÷íûõ ãðóïï // Äîêë. èñîîáù. Óæãîðîäñêîãî óí-òà. � 1962. � �5. � Ñ. 74-76.Íàóê. âiñíèê Óæãîðîä óí-òó., 2003., âèï. 8
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