
28 Ï. Ì. �ÓÄÈÂÎÊ, Â. Ï. �ÓÄÜÊÎ, Í. Â. Þ�×ÅÍÊÎÓÄÊ 512.86Ï. Ì. �óäèâîê, Â. Ï. �óäüêî, Í. Â. Þð÷åíêî (Óæãîðîäñêèé íàö. óí-ò)Ï�Î ÌIÍIÌÀËÜÍI ÍÅÇÂIÄÍI ÏIÄ��ÓÏÈ ÏÎÂÍÎ� ËIÍIÉÍÎ���ÓÏÈ ÍÀÄ ÏÎËÅÌThe minimal irreduible solvable subgroups of the groups GL(n, Q) and GL(n, Q(ε)) (εp = 1, ε 6= 1and p is a privne) have been studied in the paper. All minimal irreduible p-subgroups of the groups
GL(pr, Q(ε)), GL(pr(p− 1), Q) (r ≤ 2) and some lasses of minimal irredusible solvable subgroups of thegroup GL(n, Q) are desribed.Âèâ÷àþòüñÿ ìiíiìàëüíi íåçâiäíi ðîç'ÿçíi ïiäãðóïè ãðóï GL(n, Q) i GL(n, Q(ε)) (εp = 1, ε 6= 1, p �ïðîñòå ÷èñëî). Îïèñóþòüñÿ ìiíiìàëüíi íåçâiäíi p-ïiäãðóïè ãðóïGL(pr, Q(ε)) (r ≤ 2) i GL(ps(p−1), Q)
(s ≤ 2).Â. Ï. Ïëàòîíîâ [1℄ ïîêàçàâ, ùî âñÿêà ìiíiìàëüíà íåçâiäíà ïiäãðóïà ïîâíî¨ ëiíiéíî¨ãðóïè GL(n, S) (S � äîâiëüíå ïîëå) ñêií÷åííà. Ä. Î. Ñóïðóíåíêî [2℄ i Â. Ï. Þ�åðåâ[3℄ îïèñàëè ç òî÷íiñòþ äî ñïðÿæåíîñòi ìiíiìàëüíi íåçâiäíi ðîçâ'ÿçíi ïiäãðóïè ãðó-ïè GL(p, S) (p � ïðîñòå ÷èñëî). Àíàëîãi÷íà çàäà÷à ðîçâ'ÿçàíà â [4℄ i [5℄ äëÿ ãðóï
GL(p2,Q) i GL(pq,Q), äå q � ïðîñòå ÷èñëî (p > q) i q íå äiëèòü p− 1. Â [6℄ äîñëiäæó-þòüñÿ âëàñòèâîñòi ìiíiìàëüíèõ íåçâiäíèõ ðîçâ'ÿçíèõ ïiäãðóï ãðóïè GL(p2, S), äå S �àëãåáðà¨÷íî çàìêíóòå ïîëå. Â [7℄ îïèñàíi ìiíiìàëüíi íåçâiäíi íiëüïîòåíòíi ïiäãðóïèãðóïè GL(p2, S).Â äàíié ðîáîòi âèâ÷àþòüñÿ ìiíiìàëüíi íåçâiäíi ðîçâ'ÿçíi ïiäãðóïè ãðóï GL(n,Q)i GL(n, F ), äå F = Q(ε) (εp = 1, ε 6= 1). Äà¹òüñÿ êëàñè�iêàöiÿ íåñïðÿæåíèõ ìiíi-ìàëüíèõ íåçâiäíèõ p-ïiäãðóï ãðóï GL(p, F ) i GL((p − 1)p,Q), à òàêîæ ìiíiìàëüíèõíåçâiäíèõ íiëüïîòåíòíèõ ïiäãðóï ãðóïè GL(2pr11 · · · prs−1

s−1 ps,Q), äå p1, . . . , ps � ðiçíi íå-ïàðíi ïðîñòi ÷èñëà, p1 < p2 < . . . < ps (rj ≥ 1, j = 1, . . . , s). Îïèñóþòüñÿ ç òî÷íiñòþ äîiçîìîð�içìó ìiíiìàëüíi íåçâiäíi p-ïiäãðóïè ãðóï GL(p2, F ) i GL(p2(p− 1),Q). Â êií-öi ðîáîòè çíàõîäÿòüñÿ äåÿêi êëàñè ìiíiìàëüíèõ íåçâiäíèõ ðîçâ'ÿçíèõ ïiäãðóï ãðóïè
GL(pq,Q), äå p i q � ðiçíi ïðîñòi ÷èñëà i q äiëèòü p− 1.1. Ïðî ìiíiìàëüíi íåçâiäíi íiëüïîòåíòíi ïiäãðóïè ãðóïè GL(n,Q). Íåõàé
p � ïðîñòå ÷èñëî. Iç ðåçóëüòàòiâ �. Ò. Âîëüâà÷îâà [8℄ âèïëèâà¹, ùî â ãðóïi GL(n,Q)iñíóþòü íåçâiäíi p-ïiäãðóïè òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè n = (p − 1)pr. Âñi ñèëîâñüêi
p-ïiäãðóïè ãðóïè GL((p−1)pr,Q) ïîïàðíî ñïðÿæåíi â öié ãðóïi, ¹ íåçâiäíi i içîìîð�íiñïëåòiííþ öèêëi÷íî¨ ãðóïè ïîðÿäêó p i ñèëîâñüêî¨ p-ïiäãðóïè ñèìåòðè÷íî¨ ãðóïè Sprñòåïåíÿ pr. Íåõàé ε� ïåðâiñíèé êîðiíü ñòåïåíÿ p iç îäèíèöi, F = Q(ε) i F̃ � içîìîð�íåïîëþ F , ïîëå ìàòðèöü ïîðÿäêó p−1 íàä ïîëåìQ. ßêùîH � ïiäãðóïà ãðóïè GL(n, F ),òî ÷åðåç H̃ áóäåìî ïîçíà÷àòè ïiäãðóïó ãðóïè GL((p−1)n,Q), ùî îäåðæó¹òüñÿ iç ãðóïè
H çàìiíîþ åëåìåíòiâ ïîëÿ F íà âiäïîâiäíi åëåìåíòè ïîëÿ F̃ . ßêùî G � íåçâiäíà
p-ïiäãðóïà ãðóïè GL((p − 1)pr,Q), òî G ñïðÿæåíà â öié ãðóïi ç ïiäãðóïîþ H̃, äå Häåÿêà íåçâiäíà p-ïiäãðóïà ãðóïè GL(pr, F ).Ëåìà 1.1. (Ä. Î. Ñóïðóíåíêî [9℄). Íåõàé n � íåïàðíå ÷èñëî áiëüøå 1. Â ãðóïi
GL(n,Q) íåìà¹ ñêií÷åííèõ íåçâiäíèõ íiëüïîòåíòíèõ ïiäãðóï.Ëåìà 1.2 (Õóïïåðò [10℄). Ñêií÷åííà p-ãðóïa ìà¹ òî÷íå íåçâiäíå ìàòðè÷íå çîáðà-æåííÿ íàä ïîëåì êîìïëåêñíèõ ÷èñåë C òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè öåíòð öi¹¨ ãðóïè ¹öèêëi÷íà ãðóïà.Òåîðåìà 1.1. Íåõàé G � ñêií÷åííà p-ãðóïà ïîðÿäêó |G| > 1. �ðóïà G ìà¹ òî÷íåíåçâiäíå ìàòðè÷íå Q-çîáðàæåííÿ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè öåíòð Z(G) öi¹¨ ãðóïè ¹öèêëi÷íà ãðóïà. Íàóê. âiñíèê Óæãîðîä óí-òó., 2003., âèï. 8



Ï�Î ÌIÍIÌÀËÜÍI ÍÅÇÂIÄÍI ÏIÄ��ÓÏÈ ÏÎÂÍÎ� ËIÍIÉÍÎ� . . . 29Äîâåäåííÿ . Íåîáõiäíiñòü âiðíà äëÿ áóäü-ÿêî¨ ñêií÷åííî¨ ãðóïè G. Äîñòàòíiñòüñëiäó¹ iç ëåìè 1.2 i íàñòóïíî¨ âëàñòèâîñòi: áóäü-ÿêå íåçâiäíå C-çîáðàæåííÿ ãðóïè G¹ êîìïîíåíòîþ äåÿêîãî íåçâiäíîãî Q-çîáðàæåííÿ öi¹¨ ãðóïè. Òåîðåìà äîâåäåíà.Ââåäåìî â ðîçãëÿä äâi ïiäãðóïè ãðóïè GL(p, F ):
H1 = 〈ζ̃〉, H2 = 〈diag[1, ε, . . . , εp−1], σ̃〉,äå ζ̃ � ñóïðîâiäíà ìàòðèöÿ ìíîãî÷ëåíà xp − ε, σ̃ � ìàòðèöÿ öèêëà σ = (1, 2, . . . , p).�ðóïà H1 � öèêëi÷íà ïîðÿäêó p2, H2 � íåàáåëåâà ïîðÿäêó p3 ãðóïà åêñïîíåíòè p ïðè

p 6= 2.Òåîðåìà 1.2. Áóäü-ÿêà ìiíiìàëüíà íåçâiäíà p-ïiäãðóïà ãðóïè GL(p, F ) ñïðÿæå-íà ç ãðóïîþ H1 àáî ç ãðóïîþ H2. Áóäü-ÿêà ìiíiìàëüíà íåçâiäíà p-ïiäãðóïà ãðóïè
GL((p− 1)p, Q) ñïðÿæåíà ç îäíi¹þ iç ãðóï H̃1, H̃2.Äîâåäåííÿ. Íåõàé G� ìiíiìàëüíà íåçâiäíà p-ïiäãðóïà ãðóïè GL(p, F ). ßêùî âãðóïi G iñíó¹ åëåìåíò ïîðÿäêó p2, òî öåé åëåìåíò ïîðîäæó¹ ïiäãðóïó, ñïðÿæåíó çãðóïîþ H1, i òîäi G = H1. Íåõàé â G íåìà¹ åëåìåíòiâ ïîðÿäêó p2. Òîäi G� íåàáåëåâàãðóïà åêñïîíåíòè p i p 6= 2. Íåõàé A ⊂ B � òàêi ñóñiäíi äâà ÷ëåíè êîìïîçèöiéíîãîðÿäó ãðóïè G, ùî A� àáåëåâà ãðóïà, à B � íåàáåëåâà ãðóïà. Òîäi A� ãðóïà òèïó
(p, . . . , p), à B = A〈b〉 � íàïiâïðÿìèé äîáóòîê ãðóïè A i öèêëi÷íî¨ ãðóïè 〈b〉 ïîðÿäêó
p. Åëåìåíò b äi¹ â A (ÿê â ëiíiéíîìó ïðîñòîði íàä ïîëåì iç p åëåìåíòiâ) ç äîïîìîãîþïðÿìî¨ ñóìè êëiòîê Æîðäàíà. Îäíà iç öèõ êëiòîê ìà¹ ðîçìiðè áiëüøi íiæ 1. Öåîçíà÷à¹ iñíóâàííÿ â A òàêèõ åëåìåíòiâ a0, a1, ùî ba0 = a0b, a1b = ba0a1. �ðóïà H =
= 〈a1, b〉 ç òî÷íiñòþ äî ñïðÿæåíîñòi ìà¹ îäíå òî÷íå íåçâiäíå F -çîáðàæåííÿ ∆:

a1 → diag[1, ε, . . . , εp−1], b→ σ̃.Îòæå, ãðóïà G ìiñòèòü íåçâiäíó ïiäãðóïó, ñïðÿæåíó ç ãðóïîþ H2. Òîäi ãðóïà G ñïðÿ-æåíà ç H2. Òåîðåìà äîâåäåíà.Ëåìà 1.3. Íåõàé íå ïðîñòå íàòóðàëüíå ÷èñëî n òàêå, ùî ÿêùî q� íàéáiëüøåïðîñòå ÷èñëî, ùî äiëèòü n, òî n íå äiëèòüñÿ íà q2. ßêùî â ãðóïi GL(n,Q) iñíóþòüíåçâiäíi p-ïiäãðóïè, òî n = p− 1 àáî p = q i n = (p− 1)p.Äîâåäåííÿ. ßêùî â ãðóïi GL(n,Q) iñíóþòü íåçâiäíi p-ïiäãðóïè, òî iç [8℄ âèïëè-âà¹, ùî n = (p− 1)pr. ßêùî r 6= 0, òî p = q i r = 1. Ëåìà äîâåäåíà.Òåîðåìà 1.3. Íåõàé n = 2spr11 · · · prt−1

t−1 pt (s ≥ 1, ri ≥ 1, p1, . . . , pt � ðiçíi íåïàð-íi ïðîñòi ÷èñëà, p1 < p2 < . . . < pt). Â ãðóïi GL(n,Q) iñíó¹ ìiíiìàëüíà íåçâiäíà
p-ïiäãðóïà H (p 6= 2) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè n = ϕ(pr) (r ≤ 2, ϕ � �óíêöiÿÅéëåðà). ßêùî r = 1, òî â GL(p − 1),Q) ìiñòèòüñÿ ç òî÷íiñòþ äî ñïðÿæåíîñòi¹äèíà ìiíiìàëüíà íåçâiäíà ïiäãðóïà H ïîðÿäêó p. Ïðè n = ϕ(p2) (p 6= 2) â GL(n,Q) çòî÷íiñòþ äî ñïðÿæåíîñòi ìiñòÿòüñÿ äâi ìiíiìàëüíi íåçâiäíi p-ïiäãðóïè: öèêëi÷íàãðóïà ïîðÿäêó p2 i íåàáåëåâà ãðóïà H ïîðÿäêó p3 ç expH = p.Äîâåäåííÿ ñëiäó¹ iç òåîðåìè 1.2 i ëåìè 1.3.Ëåìà 1.4 [11℄. Íåõàé H � ñêií÷åííà íiëüïîòåíòíà ïiäãðóïà íåïàðíîãî ïîðÿäêóâ ãðóïi GL(n,Q) (n > 1). �ðóïà H áóäå íåçâiäíà òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âîíàñïðÿæåíà â GL(n,Q) ç ïiäãðóïîþ G = G1 ⊗ · · · ⊗Gk, äå Gj � íåçâiäíà pj-ïiäãðóïà âãðóïi GL(nj,Q), G1⊗G2 = {A1⊗A2|Ai ∈ Gi}, A1⊗A2 � êðîíåêåðiâ äîáóòîê ìàòðèöü
A1 i A2 (n = n1 . . . nk, pj � ïðîñòå ÷èñëî, pj 6= pi ïðè j 6= i).Òåîðåìà 1.4. Íåõàé G = G1 ⊗ · · · ⊗ Gk , äå Gj � íåçâiäíà pj-ïiäãðóïà â ãðóïi
GL(nj,Q) (n = n1 . . . nk, pj � íåïàðíå ïðîñòå ÷èñëî, pj 6= pi ïðè j 6= i). �ðóïà GÍàóê. âiñíèê Óæãîðîä óí-òó., 2003., âèï. 8



30 Ï. Ì. �ÓÄÈÂÎÊ, Â. Ï. �ÓÄÜÊÎ, Í. Â. Þ�×ÅÍÊÎáóäå ìiíiìàëüíîþ íåçâiäíîþ íiëüïîòåíòíîþ ïiäãðóïîþ ãðóïè GL(n,Q) òîäi i òiëüêèòîäi, êîëè ãðóïà Gj áóäå ìiíiìàëüíîþ íåçâiäíîþ ïiäãðóïîþ â ãðóïi GL(nj,Q) (j =
= 1, . . . , k).Äîâåäåííÿ . Íåõàé Et � îäèíè÷íà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó t i

Ḡ1 = G1 ⊗ E1 ⊗ · · · ⊗ Ek,
Ḡj = Edj

⊗Gj ⊗ Etj (dj = n1 · · ·nj−1, tj = nj+1 · · ·nk).Òîäi ãðóïà G áóäå ïðÿìèì äîáóòêîì: G = Ḡ1 × · · · × Ḡk.Âèêîðèñòàâøè öåé ðîçêëàä, íåâàæêî äîâåñòè íåîáõiäíiñòü óìîâ òåîðåìè. Äîñòàò-íiñòü äîâåäåìî âiä ñóïðîòèâíîãî. Íåõàé H � íåçâiäíà ïiäãðóïà ãðóïè G. Òàê ÿê Ḡj� ñèëîâñüêà pj-ïiäãðóïà ãðóïè G, òî
H = H̄1 × · · · × H̄k (H̄1 ⊆ Ḡ1, . . . , H̄k ⊆ Ḡk).ßêùî H 6= G, òî äëÿ äåÿêîãî j ãðóïà Gj áóäå ìiñòèòè âëàñíó íåçâiäíó ïiäãðóïó Hj,ùî íåìîæëèâî. Òåîðåìà äîâåäåíà.Ëåìà 1.5. Íåõàé ïàðíå íàòóðàëüíå ÷èñëî n (n > 2) íå äiëèòüñÿ íà 4 i â ãðóïi

GL(n,Q) iñíó¹ ñêií÷åííà íåçâiäíà íiëüïîòåíòíà ïiäãðóïà G. Òîäi G áóäå p-ãðóïîþ
(p > 2) àáî ïðÿìèì äîáóòêîì p-ãðóïè íà ãðóïó ïîðÿäêó 2 i, ïðè öüîìó, n = (p− 1)pr

(r ≥ 0).Äîâåäåííÿ . �ðóïà G ¹ ïðÿìèì äîáóòêîì ñâî¨õ ñèëîâñüêèõ pj-ïiäãðóï:
G = G0 ×G1 × · · · ×Gs,äå G0 � 2-ãðóïà, G1 � p1-ãðóïà, Gs � ps-ãðóïà (p1, . . . , ps � ðiçíi íåïàðíi ïðîñòi÷èñëà). Ïðèïóñòèìî ñïî÷àòêó, ùî ãðóïà G ç òî÷íiñòþ äî ñïðÿæåíîñòi ¹ òåíçîðíèìäîáóòêîì G = H0⊗H1⊗· · ·⊗Hs, äå H0 � íåçâiäíà 2-ïiäãðóïà ãðóïè GL(n0,Q), Hj �íåçâiäíà p-ïiäãðóïà ãðóïè GL(nj,Q) (j = 1, . . . , s). Òîäi âñi nj � ïàðíi (j ≥ 1) i n =

= n0n1 . . . ns. Çâiäñè ñëiäó¹, ùî |H0| ≤ 2 i s = 1, òîáòîG� p-ãðóïà àáî äîáóòîê p-ãðóïèíà ãðóïó ïîðÿäêó 2. �îçãëÿíåìî òåïåð âèïàäîê, êîëè ãðóïà G íå áóäå òåíçîðíèìäîáóòêîì i ïîêàæåìî, ùî öåé âèïàäîê íåìîæëèâèé. Iç ëåìè 1.4 âèïëèâà¹, ùî ãðóïà
G ïàðíîãî ïîðÿäêó. Iç òåîði¨ çîáðàæåíü ñêií÷åííèõ ãðóï âiäîìî, ùî iñíóþòü òàêiíåçâiäíi Q-çîáðàæåííÿ Γ(Γ(G) = G), Γ1 i Γ2 ãðóï G,G0 i G1

0 (G1
0 � ïðÿìå äîïîâíåííÿ

G0 â G) âiäïîâiäíî, ùî ñóìà çîáðàæåíü Γ + Γ áóäå çîâíiøíiì òåíçîðíèì äîáóòêîìçîáðàæåíü Γ1 i Γ2. Ïðè öüîìó 2tm = 2n, äå 2t � ñòåïiíü Γ1 i t ≥ 2, m � ñòåïiíü Γ2 i
m � ïàðíå ÷èñëî. Öå íåìîæëèâî. Ëåìà äîâåäåíà.Çàóâàæåííÿ 1.1. Íåõàé â óìîâi òåîðåìè 1.3 ïîêàçíèê s = 1 (òîáòî n � ïàðíå÷èñëî, ùî íå äiëèòüñÿ íà 4). Òîäi öÿ òåîðåìà ðàçîì ç ëåìîþ 1.5 äà¹ îïèñàííÿ çòî÷íiñòþ äî ñïðÿæåíîñòi âñiõ ìiíiìàëüíèõ íåçâiäíèõ íiëüïîòåíòíèõ ïiäãðóï ãðóïè
GL(n,Q). Òàêèìè ïiäãðóïàìè ìîæóòü áóòè ëèøå p-ãðóïè ïîðÿäêó pr (r ≤ 3).Íàñëiäîê 1.1. Íåõàé ïàðíå íàòóðàëüíå ÷èñëî n âiëüíå âiä êâàäðàòiâ. Â ãðóïi
GL(n,Q) iñíóþòü ñêií÷åííi íåçâiäíi íiëüïîòåíòíi ïiäãðóïè òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè
n = (p− 1)pr, äå p � ïðîñòå ÷èñëî i r = 0 àáî r = 1.Òåîðåìà 1.5. Íåõàé Hj(Gj) � ñêií÷åííà íåçâiäíà ïiäãðóïà ãðóïè GL(nj,Q) (nj >
> 1), Π(Hj) = Π(Gj) (Π(Hj) � ìíîæèíà âñiõ ïðîñòèõ ÷èñåë, ùî äiëÿòü ïîðÿäîê
|Hj| ãðóïè Hj; j = 1, 2), (|H1|, |H2|) = 1 i (|G1|,|G2|) = 1. Ïiäãðóïè H = H1 ⊗ H2 i
G = G1⊗G2 ãðóïè GL(n,Q) (n = n1n2) ñïðÿæåíi òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ñïðÿæåíiïiäãðóïè Hj i Gj â ãðóïi GL(nj,Q) (j = 1, 2). Íàóê. âiñíèê Óæãîðîä óí-òó., 2003., âèï. 8



Ï�Î ÌIÍIÌÀËÜÍI ÍÅÇÂIÄÍI ÏIÄ��ÓÏÈ ÏÎÂÍÎ� ËIÍIÉÍÎ� . . . 31Äîâåäåííÿ. Iç ñïðÿæåíîñòi ãðóï Hj i Gj ñëiäó¹ ñïðÿæåíiñòü ãðóï H i G. Íåõàé
T òàêà ìàòðèöÿ iç ãðóïè GL(n,Q), ùî T−1HT = G. Ïðåäñòàâèìî ãðóïè H i G ó âèäiïðÿìèõ äîáóòêiâ: H = H̄1 × H̄2, G = Ḡ1 × Ḡ2 (äèâ. äîâåäåííÿ ò. 1.4). Òîäi

T−1H̄jT ⊆ Ḡj, T
−1HT = T−1H̄1T · T−1H̄2T = Ḡ1Ḡ2.Çâiäñè ñëiäó¹, ùî T−1H̄jT = Ḡj (j = 1, 2). Çâiäêè, âèêîðèñòàâøè íåçâiäíiñòü ãðóïè

Hj, íåâàæêî ïîêàçàòè, ùî âîíà ñïðÿæåíà ç ãðóïîþ Gj (j = 1, 2). Òåîðåìà äîâåäåíà.Çàóâàæåííÿ 1.2. Òåîðåìè 1.4�1.5 çâîäÿòü îïèñàííÿ ç òî÷íiñòþ äî ñïðÿæåíî-ñòi ìiíiìàëüíèõ íåçâiäíèõ íiëüïîòåíòíèõ ïiäãðóï íåïàðíîãî ïîðÿäêó â GL(n,Q) äîâiäïîâiäíîãî îïèñàííÿ ìiíiìàëüíèõ íåçâiäíèõ ìàòðè÷íèõ p-ãðóï íàä ïîëåì Q.2. Iíäóêîâàíi çîáðàæåííÿ i íåçâiäíi ìàòðè÷íi ãðóïè. Íåõàé P � ïîëå iç påëåìåíòiâ, H � ñêií÷åííà ãðóïà, L � ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì P , ÿêèé ¹ PH-ìî-äóëåì. Äåêàðòîâèé äîáóòîê G = (L×H) áóäå ãðóïîþ ç ãðóïîâîþ îïåðàöi¹þ
(x1, h1)(x2, h2) = (x1 + h1x2, h1h2) (xj ∈ L; hj ∈ H). (1)Ïiäãðóïà (L, 1) (1 � îäèíèöÿ ãðóïè H) � íîðìàëüíà â ãðóïi G i �àêòîðãðóïà

G/(L, 1) içîìîð�íà ÿê ïiäãðóïi (0, H) òàê i ãðóïi H. Îòîòîæíèìî ïiäãðóïó (L, 1) çiçîìîð�íîþ ¨é àäèòèâíîþ ãðóïîþ L+ ïðîñòîðó L.Ëiíiéíèé ïðîñòið L∗ = HomP (L, P ) ¹ ïðàâèì PH-ìîäóëåì:
ϕh(x) = ϕ(hx) (ϕ ∈ L∗, h ∈ H, x ∈ L). (2)Íåõàé F = Q(ε), äå ε � ïåðâiñíèé êîðiíü ñòåïåíÿ p iç îäèíèöi. Äëÿ �óíêöiîíàëà

ϕ ∈ L∗ âèçíà÷èìî ëiíiéíèé õàðàêòåð ϕ̂ : L+ → F ãðóïè L+ íàä ïîëåì F , ïîêëàâøè:
ϕ̂(x) = εϕ(x) (x ∈ L). (3)Íåõàé N = {h ∈ H : φh = φ} � ñòàáiëiçàòîð �óíêöiîíàëà ϕ â ãðóïi H i

n = (H : N). Ïðîäîâæèìî õàðàêòåð ϕ̂ íà ïiäãðóïó A = (L × N) ⊂ G, ââàæàþ÷è,ùî âií äîðiâíþ¹ îäèíèöi íà åëåìåíòàõ ãðóïè (0, N). Ïîêàæåìî, ùî òàêå îçíà÷åííÿïðîäîâæåííÿ ¹ êîðåêòíå. Äiéñíî, íåõàé gj = (xj, 1)(0, hj) (xj ∈ L, hj ∈ N). Òîäi,âðàõóâàâøè (1) i ðiâíiñòü φh = φ (h ∈ N), îäåðæèìî
ϕ̂(g1g2) = εϕ(x1+h1x2) = εϕ(x1)+(ϕh1) (x2) = εϕ(x1)εϕ(x2) = ϕ̂(g1)ϕ̂(g2),ùî çàâåðøó¹ ïåðåâiðêó.Íåõàé Γϕ = ϕ̂G � F -çîáðàæåííÿ ãðóïè G, ÿêå iíäóêó¹òüñÿ ëiíiéíèì õàðàêòåðîì

ϕ̂ ïiäãðóïè A. Ââåäåìî ùå â ðîçãëÿä çîáðàæåííÿ ρ ãðóïè H ïiäñòàíîâêàìè íîìåðiâ1,2,...,n ëiâèõ ñóìiæíèõ êëàñiâ ãðóïè H ïî ïiäãðóïi N , ïðåäñòàâíèêàìè ÿêèõ íåõàéáóäóòü åëåìåíòè g1, . . . , gn ãðóïè H. ßêùî h ∈ H, òî ïiäñòàíîâêà ρ(h) ñèìâîë kïåðåâîäèòü â ñèìâîë j òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè g−1
j hgk ∈ N (k, j ∈ {1, . . . , n}).Ëåìà 2.1. Íåõàé x ∈ L. Òîäi Γϕ((x, 1)) = diag[εα1 , . . . , εαn ], äå αk = (ϕg−1

k )(x) =
= ϕ(g−1

k x) (k = 1, 2, . . . , n).Íåõàé h ∈ H. Òîäi Γϕ((0, h)) = ρ̃(h) � ìàòðèöÿ ïiäñòàíîâêè ρ(h).Äîâåäåííÿ. Ïîçíà÷èìî x′ = (x, 1), h′ = (0, h). Òîäi g′1, . . . , g′n �ïðåäñòàâíèêèëiâèõ ñóìiæíèõ êëàñiâ ãðóïè G ïî ïiäãðóïi A. Íåõàé M = FAe � îäíîâèìiðíèé íàäïîëåì F ìîäóëü, â ÿêîìó ãðóïà A äi¹ ïî ïðàâèëó:
(x′h′)e = ϕ̂(x′h′)e = εϕ(x)e (x ∈ L, h ∈ N).Íàóê. âiñíèê Óæãîðîä óí-òó., 2003., âèï. 8



32 Ï. Ì. �ÓÄÈÂÎÊ, Â. Ï. �ÓÄÜÊÎ, Í. Â. Þ�×ÅÍÊÎÅëåìåíòè g′1 ⊗ e, . . . , g′n ⊗ e óòâîðþþòü F -áàçèñ iíäóêîâàíîãî FG-ìîäóëÿ MG. Òîäi
x′(g′k ⊗ e) = x′g′k ⊗ e = g′k ⊗ (g−1

k x)′e = εα(g′k ⊗ e) (α = ϕ(g−1
k x) );

h′(g′k ⊗ e) = (hgk)
′ ⊗ e = g′j ⊗ ϕ̂((g−1

j hgk)
′)e = g′j ⊗ e (j = ρ(h)(k)),ùî äîâîäèòü ëåìó.Ëåìà 2.2. Îáìåæåííÿ Γϕ|L çîáðàæåííÿ Γϕ ãðóïè G íà ïiäãðóïó (L, 1) áóäå ñóìîþ

n ðiçíèõ ëiíiéíèõ íàä ïîëåì F õàðàêòåðiâ öi¹¨ ïiäãðóïè:
Γϕ|L = ϕ̂1 + · · · + ϕ̂n, äåϕ1 = ϕg−1

1 , . . . , ϕn = ϕg−1
n .Äîâåäåííÿ. Iç îçíà÷åííÿ ãðóïè N âèòiêà¹, ùî õàðàêòåðè ϕ̂1, . . . , ϕ̂n ðiçíi, à içëåìè 2.1 ñëiäó¹, ùî ¨õ ñóìà ñïiâïàäà¹ ç Γϕ|L. Öå äîâîäèòü ëåìó.Ëåìà 2.3. �ðóïà Γϕ(G) áóäå àáñîëþòíî íåçâiäíîþ ïiäãðóïîþ ãðóïè GL(n, F ). Ìà¹ìiñöå içîìîð�içì Γϕ(G) ∼= G ãðóï òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíióìîâè:

1) ÿäðî �óíêöiîíàëà ϕ íå ìiñòèòü íåíóëüîâèõ PH-ïiäìîäóëiâ;
2) ïiäñòàíîâî÷íå çîáðàæåííÿ ρ ãðóïè H ¹ òî÷íèì.Äîâåäåííÿ. Íåçâiäíiñòü çîáðàæåííÿ Γϕ ñëiäó¹ iç ëåìè 2.2 i êðèòåðiÿ Øîäè íå-çâiäíîñòi iíäóêîâàíîãî çîáðàæåííÿ. Iíøå âèòiêà¹ iç ëåìè 2.1. Ëåìà äîâåäåíà.Ëåìà 2.4. Íåõàé Γϕ(G) ∼= G. Íåõàé H1 � òàêà ïiäãðóïà ãðóïè H i N1 � òàêàïiäãðóïà â ãðóïi H1 ∩ N , ùî (H : N) = (H1 : N1). Ïðèïóñòèìî, ùî â PH-ìîäóëi

L iñíó¹ PH1-ïiäìîäóëü L1 òàêèé, ùî, ÿêùî φ1 = φ|L1 � îáìåæåííÿ �óíêöiîíàëà
φ íà L1 i a1, . . . , an � ñèñòåìà ïðåäñòàâíèêiâ ëiâèõ ñóìiæíèõ êëàñiâ ãðóïè H1 ïîïiäãðóïi N1, òî �óíêöiîíàëè φ1a1, . . . , φ1an ïîïàðíî ðiçíi. Íåõàé G1 = (L1×H1). Òîäiãðóïà Γϕ(G1) = Γφ1(G1) áóäå íåçâiäíîþ ïiäãðóïîþ â ãðóïi Γϕ(G), içîìîð�íîþ ãðóïi
G1.Äîâåäåííÿ. Äî ãðóï G i G1 çàñòîñó¹ìî ëåìó 2.1. Íåâàæêî áà÷èòè, ùî â öié ëåìiìîæíà âçÿòè gj = aj (j = 1, . . . , n). Òîäi Γϕ|G1 = Γφ1. Çâiäñè ñëiäó¹ äîâåäåííÿ ëåìè.Òåîðåìà 2.1. Íåõàé Γϕ(G) ∼= G. ßêùî ãðóïà Γϕ(G) áóäå ìiíiìàëüíîþ íåçâiäíîþïiäãðóïîþ ãðóïè GL(n, F ), òîäi âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi óìîâè:

1) ãðóïà ρ(H) ¹ ìiíiìàëüíîþ òðàíçèòèâíîþ ïiäãðóïîþ ñèìåòðè÷íî¨ ãðóïè Sn;
2) äëÿ áóäü-ÿêîãî âëàñíîãî PH-ïiäìîäóëÿ L1 â L iíäåêñ (H : N1) ñòàáiëiçàòîðà

N1 �óíêöiîíàëà φ1 = φ|L1 â H ¹ ìåíøèé íiæ n = (H : N).ßêùî p íå äiëèòü ïîðÿäîê |H| ãðóïè H i âèêîíóþòüñÿ óìîâè 1) − 2), òî ãðóïà
Γϕ(G) áóäå ìiíiìàëüíîþ íåçâiäíîþ ïiäãðóïîþ ãðóïè GL(n, F ).Äîâåäåííÿ. Íåõàé Γϕ(G) áóäå ìiíiìàëüíîþ íåçâiäíîþ ïiäãðóïîþ ãðóïè GL(n, F )i H1 òàêà ïiäãðóïà â H, ùî ρ(H1) � òðàíçèòèâíà ïiäãðóïà â ρ(H). Âiçüìåìî â ëåìi2.4 çà L1 óâåñü ìîäóëü L. Òîäi áóäóòü âèêîíóâàòèñü âñi óìîâè öi¹¨ ëåìè, çãiäíî ç ÿêîþãðóïà Γϕ((L×H1)) áóäå íåçâiäíîþ. Òîäi Γϕ((L×H1)) = Γϕ(G), çâiäêè H = H1, òîáòî
ρ(H) � ìiíiìàëüíà òðàíçèòèâíà ïiäãðóïà â ãðóïi Sn. Íåõàé óìîâà 2) íå âèêîíó¹òüñÿäëÿ PH-ïiäìîäóëÿ L1 â L i G1 = (L1 ×H). Òîäi Γϕ1(G1) áóäå íåçâiäíîþ ïiäãðóïîþ âãðóïi Γϕ(G), òîáòî Γϕ1(G1) = Γϕ(G) i, îòæå, L1 = L.Íåõàé p íå äiëèòü ïîðÿäîê |H| ãðóïè H i âèêîíóþòüñÿ óìîâè 1)�2). Òîäi áóäü-ÿêàïiäãðóïà â ãðóïi G = (L×H) áóäå ìàòè âèä G1 = (L1 ×H1), äå H1 � ïiäãðóïà â H,à L1 � PH1-ïiäìîäóëü â L. Âèêîðèñòîâóþ÷è óìîâè 1)�2) i âëàñòèâiñòü òðàíçèòèâ-íîñòi iíäóêîâàíèõ çîáðàæåíü, íåâàæêî ïîêàçàòè, ùî ãðóïà Γϕ(G) áóäå ìiíiìàëüíîþíåçâiäíîþ ïiäãðóïîþ ãðóïè GL(n, F ). Òåîðåìà äîâåäåíà.Íàóê. âiñíèê Óæãîðîä óí-òó., 2003., âèï. 8



Ï�Î ÌIÍIÌÀËÜÍI ÍÅÇÂIÄÍI ÏIÄ��ÓÏÈ ÏÎÂÍÎ� ËIÍIÉÍÎ� . . . 33Òåîðåìà 2.2. Íåõàé ñêií÷åííà ãðóïà H ìà¹ òî÷íå çîáðàæåííÿ ρ ïiäñòàíîâêàìèíà n ñèìâîëàõ òàêå, ùî ρ(H) ¹ ìiíiìàëüíà òðàíçèòèâíà ïiäãðóïà ñèìåòðè÷íî¨ ãðó-ïè Sn. Òîäi â ãðóïi GL(n, F ) iñíó¹ ìiíiìàëüíà íåçâiäíà ïiäãðóïà, ÿêà áóäå içîìîð�íàðîçøèðåííþ åëåìåíòàðíî¨ àáåëåâî¨ p-ãðóïè ïîðÿäêó pk (k ≤ n) ç äîïîìîãîþ ãðóïè
H. Äîâåäåííÿ. Íåõàé L = PH � ãðóïîâà àëãåáðà ãðóïè H íàä ïîëåì P i ϕ ∈ L∗òàêèé �óíêöiîíàë, ùî φ(e) = 1, φ(g) = 0 (g 6= e, g ∈ H, e � îäèíèöÿ ãðóïè H.Äàëi, íåõàé N = {h ∈ H : ρ(h)(1) = 1} � ïiäãðóïà òèõ åëåìåíòiâ iç H, âiäïîâiäíiïiäñòàíîâêè ÿêèõ ñòàáiëiçóþòü ñèìâîë 1. Òîäi çîáðàæåííÿ ρ � öå çîáðàæåííÿ ãðóïè
H ïiäñòàíîâêàìè íà ìíîæèíi âñiõ ëiâèõ ñóìiæíèõ êëàñàõ ãðóïè H ïî ïiäãðóïi N iíåõàé g1, . . . , gn � ïðåäñòàâíèêè öèõ êëàñiâ. Íåõàé

v =
∑

h∈N
h, L1 = PHv, ϕ1 = ϕ|L1.Òîäi N áóäå ñòàáiëiçàòîðîì �óíêöiîíàëà φ1 â ãðóïi H i F -çîáðàæåííÿ Γφ1 ãðóïè

G1 = (L1 × H) áóäå òî÷íèì, à ãðóïà Γϕ1(G1) áóäå íåçâiäíîþ ïiäãðóïîþ â GL(n, F ).Íåõàé G2� òàêà ïiäãðóïà â G1, ùî Γϕ1(G2) áóäå ìiíiìàëüíîþ íåçâiäíîþ ãðóïîþ. Òîäi
G2 ⊆ (L1, H1), äå H1 � ïiäãðóïà â H. Íåõàé G3 = (L,H1). ßêùî H1 6= H, òî ρ(H1)íå òðàíçèòèâíà ïiäãðóïà â ρ(H). Íåõàé g1, . . . , gs � ïðåäñòàâíèêè ñóìiæíèõ êëàñiâ,ÿêi ïåðåñòàâëÿþòüñÿ ãðóïîþ H1 òðàíçèòèâíî. Òîäi s < n i s∑

j=1

F (gj ⊗ e) � âëàñíèé
FG3-ïiäìîäóëü â iíäóêîâàíîìó ìîäóëi MG (äèâ. ëåìó 2.1, G = G1). Çíà÷èòü, G3�çâiäíà ãðóïà, ùî ñóïåðå÷èòü âèáîðó G2. Îòæå, H1 = H. Òîäi

H ∼= G3/(L1, 1) ∼= G2/(G2 ∩ (L1, 1)),òîáòî, ç òî÷íiñòþ äî içîìîð�içìó, ãðóïè G2 i Γϕ1(G2) áóäóòü ðîçøèðåííÿìè åëåìåí-òàðíî¨ àáåëåâî¨ p-ãðóïè (ïiäãðóïè â L1) ç äîïîìîãîþ ãðóïè H. Òåîðåìà äîâåäåíà.Íàñëiäîê 2.1. Íåõàé H � ñêií÷åííà ãðóïà ïîðÿäêó n. Â ãðóïi GL(n, F ) iñíó¹ ìi-íiìàëüíà íåçâiäíà ïiäãðóïà, ÿêà içîìîð�íà ðîçøèðåííþ åëåìåíòàðíî¨ àáåëåâî¨ p-ãðó-ïè ç äîïîìîãîþ ãðóïè H.Íàñëiäîê 2.2. Íåõàé H � ãðóïà ïîðÿäêó pk. Â ãðóïi GL((p− 1)pk,Q) iñíó¹ ìiíi-ìàëüíà íåçâiäíà p-ïiäãðóïà, ÿêà içîìîð�íà ðîçøèðåííþ åëåìåíòàðíî¨ àáåëåâî¨ p-ãðó-ïè ç äîïîìîãîþ ãðóïè H.Íàñëiäîê 2.3. Íåõàé H � ãðóïà ïîðÿäêó n. Â ãðóïi GL(n,Q) iñíó¹ ìiíiìàëü-íà íåçâiäíà ïiäãðóïà, ÿêà içîìîð�íà ðîçøèðåííþ åëåìåíòàðíî¨ àáåëåâî¨ 2-ãðóïè çäîïîìîãîþ ãðóïè H.Äîâåäåííÿ. Íåõàé L = PH � ãðóïîâà àëãåáðà ãðóïè H íàä ïîëåì P i ϕ ∈ L∗òàêèé �óíêöiîíàë, ùî φ(e) = 1, φ(g) = 0 (g 6= e, g ∈ H, e � îäèíèöÿ ãðóïè H. Òîäiñòàáiëiçàòîð �óíêöiîíàëà φ â ãðóïi H áóäå îäèíè÷íèé, çîáðàæåííÿ ρ áóäå òî÷íèì,
ρ(H) ∼= H i ρ(H) � ìiíiìàëüíà òðàíçèòèâíà ïiäãðóïà â ãðóïi Sn. Çàëèøèëîñü çàñòîñó-âàòè òåîðåìó 2.1. Íàñëiäîê 2.2 � öå òåîðåìà 2.1 ïðè F = Q. Ùîá îäåðæàòè íàñëiäîê2.1 ïîòðiáíî â òåîðåìi 2.1 çàìiíèòè ïîëå F íà içîìîð�íå éîìó ïîëå, ùî ñêëàäà¹òüñÿiç ìàòðèöü ïîðÿäêó p− 1 íàä ïîëåì Q.3. Ïðî íåçâiäíi p-ïiäãðóïè ãðóïè GL(n,F).Ëåìà 3.1. Íåõàé G � ìiíiìàëüíà íåçâiäíà p-ïiäãðóïà ãðóïè GL(n, F ). Òîäi n =
= pr(r ≥ 0). ßêùî n = 1, òî G = 〈ε〉. Íåõàé n > 1 i H � íîðìàëüíà iíäåêñà pÍàóê. âiñíèê Óæãîðîä óí-òó., 2003., âèï. 8



34 Ï. Ì. �ÓÄÈÂÎÊ, Â. Ï. �ÓÄÜÊÎ, Í. Â. Þ�×ÅÍÊÎïiäãðóïà ãðóïè G : G = 〈H, c〉 (cp ∈ H). Òîäi H � çâiäíà i öiëêîì çâiäíà ïiäãðóïà â
GL(n, F ). Iñíó¹ íåçâiäíå F -çîáðàæåííÿ ∆ ãðóïè H òàêå, ùî ãðóïà G áóäå ñïðÿæåíàâ GL(n, F ) ç ãðóïîþ ìàòðèöü, â ÿêié åëåìåíòè iç H çàìiíÿòüñÿ ìàòðèöÿìè

diag[∆1(h), . . . ,∆p(h)] (h ∈ H), (4)äå ∆j(h) = ∆(c−(j−1)hcj−1) (j = 1, . . . , p), à åëåìåíò c ïåðåéäå â ìàòðèöþ
diag[α,E, . . . , E] (σ̃ ⊗ E), (5)äå E � îäèíèöÿ ãðóïè GL(np−1, F ), σ̃ � ìàòðèöÿ öèêëó σ = (1, 2, ..., p), α ∈ ∆(H),ïðè ÷îìó diag[α, . . . , α] = d(h) äëÿ äåÿêîãî h ∈ H.Äîâåäåííÿ. Áóäü-ÿêà p-ïiäãðóïà ãðóïè GL(n, F ) ¹ ñêií÷åííîþ ãðóïîþ. Íåõàé L� íåçâiäíèé FG-ìîäóëü, äëÿ ÿêîãî ãðóïà G ¹ ãðóïîþ ìàòðèöü ëiíiéíèõ îïåðàòî-ðiâ. Iç òåîði¨ çîáðàæåíü ñêií÷åííèõ ãðóï ñëiäó¹, ùî n = dimFL ¹ äiëüíèêîì ÷èñëà

(Q(ζ):F )|G|, äå ζ � ïåðâiñíèé êîðiíü ñòåïåíÿ |G| iç îäèíèöi. Òàê ÿê F = Q(ε), òî
(Q(ζ) : F ) ¹ ñòåïåíåì ÷èñëà p. Òîäi n ¹ òàêîæ ñòåïåíåì ÷èñëà p. Íåõàé n > 1. Çãiäíîòåîðåìè Êëi�îðäà, ãðóïà H ¹ çâiäíà i öiëêîì çâiäíà. Íåõàé V � íåíóëüîâèé FH-ïiä-ìîäóëü â L i s � íàéìåíøå íàòóðàëüíå ÷èñëî òàêå, ùî ñóìà M =

s−1∑
j=0

cjV áóäå ïðÿ-ìîþ ñóìîþ FH-ïiäìîäóëiâ i ïðè öüîìó csV ⊂ M . Òîäi M áóäå FG-ïiäìîäóëåì â Li, îòæå, M = L i n = s · (dimV ). Çâiäñè ñëiäó¹, ùî s = p i L = V ⊕ cV ⊕ · · · ⊕ cp−1V� ïðÿìà ñóìà FH-ìîäóëiâ. Íåõàé ∆ � F -çîáðàæåííÿ ãðóïè H, ùî ðåàëiçó¹òüñÿ â
FH-ìîäóëi V . Òîäi ∆j (äå ∆j(h) = ∆(c−(j−1)hcj−1)) áóäå F -çîáðàæåííÿì ãðóïè H,ùî ðåàëiçó¹òüñÿ â FH-ìîäóëi cj−1V (j = 1, . . . , p). Öå äîâîäèòü ëåìó.Ëåìà 3.2. Íåõàé G = 〈H, c〉 (cp ∈ H) � p-ïiäãðóïà â GL(n, F ), ùî ïîðîäæó¹òü-ñÿ íîðìàëüíîþ ïiäãðóïîþ H i åëåìåíòîì c. Ïðèïóñòèìî, ùî iñíó¹ òàêå íåçâiäíå
F -çîáðàæåííÿ ∆ ãðóïè H, ùî ìàòðèöi iç ãðóïè H ìàþòü âèä (4), à ìàòðèöÿ c âèä
(5). ßêùî F -çîáðàæåííÿ ∆ = ∆1 i ∆2 (∆2(h) = ∆(c−1hc) (h ∈ H)) íååêâiâàëåíòíi,òî ãðóïà G áóäå íåçâiäíîþ.Äîâåäåííÿ. Íåõàé ∆G � iíäóêîâàíå çîáðàæåííÿ. Òîäi G = ∆G(G) i îáìåæåí-íÿ çîáðàæåííÿ ∆G íà ïiäãðóïó H áóäå ñóìîþ ïîïàðíî íååêâiëåíòíèõ íåçâiäíèõ
F -çîáðàæåíü öi¹¨ ïiäãðóïè. Çâiäñè ñëiäó¹ íåçâiäíiñòü F -çîáðàæåííÿ ∆G ãðóïè G.Òåîðåìà 3.1. Íåõàé H � ìiíiìàëüíà íåçâiäíà p-ïiäãðóïà â GL(n, F ) i G � ïiä-ãðóïà â GL(np, F ), ÿêà ïîðîäæó¹òüñÿ ìàòðèöÿìè:

d(x) = diag[x, . . . , x] (x ∈ H), a = diag[E, εE, . . . , εp−1E], b = σ̃ ⊗ E

(E � îäèíèöÿ ãðóïè GL(n, F ), σ̃ � ìàòðèöÿ ïiäñòàíîâêè σ = (12...p)). Òîäi G �ìiíiìàëüíà íåçâiäíà p-ïiäãðóïà ãðóïè GL(np, F ).Äîâåäåííÿ. Ïåðø çà âñå âiäìiòèìî, ùî b−1ab = εa. Ïîòðiáíî ïîêàçàòè, ùî áóäü-ÿêà íåçâiäíà ïiäãðóïà â ãðóïi G ñïiâïàäà¹ ç öi¹þ ãðóïîþ. Íåõàé G1 � ïiäãðóïà ãðóïè
G, H0 � ïiäãðóïà â H òàêèõ åëåìåíòiâ x, ùî d(x) ∈ G1. Òîäi ãðóïà G1 áóäå ïî-ðîäæóâàòèñü ìàòðèöÿìè d(x) (x ∈ H1) i ìàòðèöÿìè x1a, x2b ç äåÿêèìè x1, x2 ∈ H.Âiäìiòèìî, ùî xp1, xp2 ∈ H1. Íåõàé H1 = 〈H0, x1〉 i H2 = 〈H1, x2〉. Òîäi H0 � íîðìàëüíàïiäãðóïà â ãðóïi H2. Íåõàé H1 � âëàñíà ïiäãðóïà â ãðóïi H. Òîäi H1 � çâiäíà ãðóïà.Öå îçíà÷à¹ iñíóâàííÿ òàêî¨ âèðîäæåíî¨ íåíóëüîâî¨ ìàòðèöi α, ÿêà êîìóòó¹ ç êîæíîþìàòðèöåþ ãðóïè H1. Òîäi ìàòðèöÿ

diag[α, x2αx
−1
2 , . . . , xp−1

2 αx
−(p−1)
2 ]Íàóê. âiñíèê Óæãîðîä óí-òó., 2003., âèï. 8



Ï�Î ÌIÍIÌÀËÜÍI ÍÅÇÂIÄÍI ÏIÄ��ÓÏÈ ÏÎÂÍÎ� ËIÍIÉÍÎ� . . . 35êîìóòó¹ iç êîæíèì åëåìåíòîì ãðóïè G1 i, îòæå, ãðóïà G1 áóäå çâiäíîþ. Òàêèì ÷è-íîì äëÿ íåçâiäíîñòi ãðóïè G1 íåîáõiäíî, ùîá H1 = H. Íåõàé öÿ óìîâà âèêîíó¹òüñÿàëå, ïðè öüîìó, H0 � âëàñíà ïiäãðóïà â ãðóïi H1. Ìîæíà ââàæàòè, ùî x2 ¹ äåÿêèìñòåïåíåì x1. Çàñòîñó¹ìî ëåìó 3.1 äî ãðóïè H1 = H i ¨¨ íîðìàëüíî¨ ïiäãðóïè H0 (iççàìiíîþ G íà H1 i H íà H0). Çãiäíî öi¹¨ ëåìè åëåìåíòè ãðóïè H1 áóäóòü ìàòðèöÿ-ìè íàä êiëüöåì M(np−1, F ) ìàòðèöü ïîðÿäêó np−1, ïðè÷îìó åëåìåíòè iç H0 áóäóòüäiàãîíàëüíèìè ìàòðèöÿìè (äèâ. (4)), à ìàòðèöÿ x1 áóäå ìàòè âèä ìàòðèöi (5). Òîäiìàòðèöÿ a1 = diag[E1, εE1, . . . , ε
p−1E1] (E1 � îäèíèöÿ â M(np−1, F )) áóäå öåíòðàëiçó-âàòè ãðóïó H0 i , îêðiì öüîãî, x−1
1 a1x1 = εa1. Íåõàé A = diag[E, a1, . . . , a

p−1
1 ]. Òîäi

A−1G1A = 〈d(x) = diag[x, . . . , x] (x ∈ H0), d(x1), d(x
s
1)d(a1)b1〉,äå b1 = asb (0 ≤ s ≤ p). Ëåãêî áà÷èòè, ùî íåíóëüîâà âèðîäæåíà ìàòðèöÿ E+b1 + . . .+

+bp−1
1 öåíòðàëiçó¹ ãðóïó A−1G1A i òîìó öÿ ãðóïà i ãðóïà G1 áóäóòü çâiäíèìè ãðóïàìè.Òàêèì ÷èíîì äëÿ íåçâiäíîñòi ãðóïè G1 íåîáõiäíî, ùîá âèêîíóâàëàñü óìîâà H0 = H.Íåõàé öÿ óìîâà âèêîíó¹òüñÿ. Òîäi äëÿ íåçâiäíîñòi ãðóïè G1 íåîáõiäíî, ùîá åëåìåíòè

a i b íàëåæàëè öié ãðóïi, òîáòî íåçâiäíîþ ïiäãðóïîþ â G ìîæå áóòè ëèøå ñàìà öÿãðóïà. Íåçâiäíiñòü ãðóïè G âèïëèâà¹ iç ëåìè 3.2 (ïîòðiáíî â öié ëåìi çà ïiäãðóïó
H âçÿòè ïiäãðóïó â G, ïîðîäæåíó âñiìà ¨¨ ìàòðèöÿìè d(x) i ìàòðèöåþ a). Òåîðåìàäîâåäåíà.4. Ìiíiìàëüíi íåçâiäíi p-ïiäãðóïè ãðóïè GL(p2, F). Ââåäåìî íàñòóïíi ïî-çíà÷åííÿ äëÿ äåÿêèõ åëåìåíòiâ ãðóïè GL(p, F ): a0 = diag[ε, . . . , ε] = εE, a1 =
= diag[1, ε, . . . , εp−1], b � ìàòðèöÿ öèêëó σ = (1, 2, ..., p) (àáî ñóïðîâiäíà ìàòðèöÿìíîãî÷ëåíà xp − 1 ), aj (j = 2, . . . , p − 1) � òàêi äiàãîíàëüíi ìàòðèöi, ùî b−1ajb =
= ajaj−1, ε̃1 = diag[ε, 1, . . . , 1]b � ñóïðîâiäíà ìàòðèöÿ ìíîãî÷ëåíà xp − ε.Ëåìà 4.1. �ðóïàìè H1j = 〈aj, b〉 (j = 1, . . . , p−1), H2j = 〈aj, ε̃1〉 (j = 0, 1, . . . , p−1)âè÷åðïóþòüñÿ âñi íåçâiäíi p-ïiäãðóïè ãðóïè GL(p, F ) ç òî÷íiñòþ äî ñïðÿæåíîñòiâ öié ãðóïi. �ðóïà H20 (öèêëi÷íà ïîðÿäêó p2) i ãðóïà H11 � ìiíiìàëüíi íåçâiäíi, àãðóïà H1p−1 � ìàêñèìàëüíà íåçâiäíà. �ðóïè Hij óòâîðþþòü äâà ñóáíîðìàëüíi ðÿäè:

H11 ⊂ H12 ⊂ . . . ⊂ H1p−1;H20 ⊂ . . . ⊂ H2p−1 = H1p−1,�àêòîðè ÿêèõ ¹ öèêëi÷íi ãðóïè ïîðÿäêó p. �ðóïè Hij ((j, i) 6= (0, 2)) � àáñîëþòíîíåçâiäíi.Äîâåäåííÿ ñëiäó¹ iç îïèñàííÿ ìiíiìàëüíèõ íåçâiäíèõ p-ïiäãðóï ãðóïè GL(p, F )(äèâ. ò.1.2) i îïèñàííÿ ñèëîâñüêî¨ p-ïiäãðóïè öi¹¨ ãðóïè. Öÿ ïiäãðóïà ¹ ñïëåòåííÿìãðóïè 〈ε〉 i ãðóïè ïiäñòàíîâîê 〈σ〉.Íåõàé äàëi G � ìiíiìàëüíà íåçâiäíà p-ïiäãðóïà ãðóïè GL(p2, F ).Íåõàé H � íîðìàëüíà iíäåêñà p ïiäãðóïà â ãðóïi G i G = 〈H, c〉 (cp ∈ H). Çàñòî-ñó¹ìî ëåìó 3.1, ÿêà ïðèâîäèòü äî äâîõ âèïàäêiâ: 1) F -çîáðàæåííÿ ∆1 i ∆2 ãðóïè Håêâiâàëåíòíi i 2) öi çîáðàæåííÿ íååêâiâàëåíòíi. Â ïåðøîìó âèïàäêó íàçâåìî ãðóïó
H îäíîðiäíî çâiäíîþ, â äðóãîìó � íåîäíîðiäíî çâiäíîþ.Ïåðøèé âèïàäîê . Íåõàé H1 = ∆1(H). Òîäi H ∼= ∆1(H) i ∆1(H) � íåçâiäíà ïiä-ãðóïà â ãðóïi GL(p, F ).Ëåìà 4.2. Íåõàé γ ∈ GL(p, F ) i γ−1∆1(h)γ = ∆2(h) (h ∈ H).Òîäi ãðóïà G ñïðÿ-æåíà â ãðóïi GL(p2, F ) ç ãðóïîþ, ùî ïîðîäæó¹òüñÿ ìàòðèöÿìè

〈d(h) = diag[h, . . . , h](h ∈ H1), diag[α,E, . . . , E]d(γ)(b⊗ E)〉,Íàóê. âiñíèê Óæãîðîä óí-òó., 2003., âèï. 8



36 Ï. Ì. �ÓÄÈÂÎÊ, Â. Ï. �ÓÄÜÊÎ, Í. Â. Þ�×ÅÍÊÎäå ìàòðèöÿ α = ∆1(c
p) öåíòðàëiçó¹ ãðóïó H1 i αγ = γα, ìàòðèöÿ γ íîðìàëiçó¹ ãðóïó

H1 i γp = E � îäèíèöÿ ãðóïè GL(p, F ).Äîâåäåííÿ. Çà ìàòðèöþ ñïðÿæåíîñòi ïîòðiáíî âçÿòè diag[E, γ, . . . , γp−1] i âèêî-ðèñòàòè ëåìó 3.1.Íåõàé H � àáåëåâà ãðóïà. Òîäi H = Cp2 = 〈ε̃1〉 � öèêëi÷íà ãðóïà ïîðÿäêó p2 (äèâ.ëåìó 4.1).Ëåìà 4.3. Íåõàé H � àáåëåâà ãðóïà. Òîäi G = Cp3 = 〈ε̃2〉 � öèêëi÷íà ïîðÿäêó
p3, ùî ïîðîäæó¹òüñÿ ñóïðîâiäíîþ ìàòðèöåþ ìíîãî÷ëåíà xp2 − ε i ïðè p = 2 ãðóïà
G ìîæå òàêîæ áóòè ãðóïîþ êâàòåðíiîíiâ ïîðÿäêó 8:

K4 =

〈(
ĩ 0
0 −ĩ

)
,

(
0 −E
E 0

)〉
,äå

ĩ =

(
0 −1
1 0

)
, E =

(
1 0
0 1

)
.Äîâåäåííÿ. Iñíóþòü 3 ðîçøèðåííÿ öèêëi÷íî¨ ãðóïè ïîðÿäêó p2 ç äîïîìîãîþ ãðó-ïè ïîðÿäêó p. Öå öèêëi÷íà ãðóïà ïîðÿäêó p3 i äâà ðîçùåïëåíèõ ðîçøèðåííÿ, æîäíåç ÿêèõ íåìà¹ íåçâiäíîãî ñòåïåíÿ p2 çîáðàæåííÿ íàä ïîëåì F . Îêðiì öüîãî ïðè p = 2iñíó¹ íåàáåëåâå íåðîçùåïëåíå ðîçøèðåííÿ � ãðóïà êâàòåðíiîíiâ.Ëåìà 4.4. Íåõàé H � íåàáåëåâà ãðóïà. Òîäi ãðóïà G áóäå íåðîçùåïëåíèì ðîç-øèðåííÿì àáñîëþòíî íåçâiäíî¨ p-ïiäãðóïè â GL(p, F ) ç äîïîìîãîþ öèêëi÷íî¨ ãðóïèïîðÿäêó p.Äîâåäåííÿ. Íåõàé ∆1(H) = H1j−1 àáî ∆1(H) = H2j−1 (j > 1). Áóäåìî ââàæàòè,ùî ãðóïà G ñïiâïàäà¹ ç ãðóïîþ, òâiðíi ÿêî¨ âêàçàíi â ëåìi 4.2. Òîäi öåíòðàëiçàòîðãðóïè H â êiëüöi M(p2, F ) áóäå ñïiâïàäàòè ç êiëüöåì M(p, F ) ⊗ E (öå âèòiêà¹ iç àá-ñîëþòíî¨ íåçâiäíîñòi çîáðàæåííÿ ∆ = ∆1). Çâiäñè ñëiäó¹, ùî öåíòðàëiçàòîð ãðóïè Gâ êiëüöi M(p2, F ) áóäå ñïiâïàäàòè ç êiëüöåì ìíîãî÷ëåíiâ F (z) âiä ìàòðèöi z =

= diag[α,E, . . . , E](b ⊗ E)(äèâ. ëåìó 4.2). ßêùî α = E, òî â êiëüöi F (z) iñíóþòüíåíóëüîâi âèðîäæåíi ìàòðèöi, ùî ñóïåðå÷èòü íåçâiäíîñòi ãðóïè G. Îòæå, ìîæíà ââà-æàòè, ùî α = εE. Òîäi zp = d(α) � íåîäèíè÷íèé åëåìåíò ïiäãðóïè H, ùî içîìîð�íààáñîëþòíî íåçâiäíié ïiäãðóïi â GL(p, F ) (äèâ. ëåìó 4.1). Öå äîâîäèòü ëåìó.Çàóâàæåííÿ äî äîâåäåííÿ. ßêùî â åëåìåíòi z γ ∈ ∆1(H), òî ìîæíà γ çàìiíèòèíà E. ßêùî γ /∈ ∆1(H), òî γ ∈ H1j àáî γ ∈ H2j. Òîäi ìîæíà ââàæàòè, ùî γ = aj.Òåîðåìà 4.1. Íåõàé G � ìiíiìàëüíà íåçâiäíà ïiäãðóïà ãðóïè GL(p2, F ) i ãðóïà
G ìiñòèòü îäíîðiäíî çâiäíó íîðìàëüíó ïiäãðóïó iíäåêñà p. Òîäi ãðóïà G ñïðÿæåíàâ ãðóïi GL(p2, F ) iç îäíi¹þ ç íàñòóïíèõ ãðóï:1) öèêëi÷íîþ ãðóïîþ ïîðÿäêó p3;2) G11(p) = 〈xi = d(ai)(i = 0, 1), y = d(b), z = ε̃1 ⊗ E〉

(xpi = yp = 1, zp = x0, xiz = zxi, yx0 = x0y, y
−1x1y = x0x1, zy = yz);3) G21(p) = 〈xi = d(ai)(i = 0, 1), y = d(ε̃1), z = ε̃1 ⊗ E〉(p > 2)

(xpi = 1, yp = zp = x0, xiz = zxi, y
−1x1y = x0x1, zy = yz);4) G21(2) = K4 � ãðóïà êâàòåðíiîíiâ ïîðÿäêó 8;5) G1j(p) = 〈xi = d(ai)(i = 0, . . . j − 1), y = d(b),

z = d(aj)(ε̃1 ⊗ E)〉(j = = 2, . . . , p− 1; p > 2),
(xpi = yp = 1, zp = x0, xiz = zxi, yx0 = x0y, y

−1xiy = xi−1xi(i ≥ 1), zy = yzxj−1);Íàóê. âiñíèê Óæãîðîä óí-òó., 2003., âèï. 8



Ï�Î ÌIÍIÌÀËÜÍI ÍÅÇÂIÄÍI ÏIÄ��ÓÏÈ ÏÎÂÍÎ� ËIÍIÉÍÎ� . . . 376) G2j(p) = 〈xi = d(ai)(i = 0, . . . , j − 1), y = d(ε̃1),

z = d(aj)(ε̃1 ⊗ E)〉(j = = 2, . . . , p− 1; p > 2),
(xpi = 1, yp = zp = x0, xiz = zxi, y

−1xiy = xi−1xi(i ≥ 1), zy = yzxj−1).×èñëî òàêèõ ãðóï G ðiâíî 2p− 1.Äîâåäåííÿ. Êîæíà iç öèõ ãðóï ¹ ìiíiìàëüíîþ íåçâiäíîþ ïiäãðóïîþ ó âiäïîâiä-íié ãðóïi GL(p2, F ). Äîâåäåìî öå äëÿ ãðóïè G ðiâíié G1j(p) àáî G2j(p). Íåõàé A �ìiíiìàëüíà íåçâiäíà ïiäãðóïà ãðóïè G. Äëÿ íåçâiäíîñòi ãðóïè A íåîáõiäíî iñíóâàííÿâ íié äâîõ åëåìåíòiâ âèäó y1 = yx òà z1 = zx1, äå x, x1 ∈ 〈x0, . . . , xj−1〉. �îçãëÿäàþ÷èïîñëiäîâíî êîìóòàòîðè u1 = [y1, z1, ui = [y1, ui−1], íåâàæêî âïåâíèòèñü ó òîìó, ùîâñi åëåìåíòè xi (i = 0, . . . , j − 1) íàëåæàòü ãðóïi A. Òîäi A = G, ùî ïîòðiáíî áóëîäîâåñòè. Iç ëåì 4.2 - 4.4 i çàóâàæåííÿ äî ëåìè 4.4 ñëiäó¹, ùî ãðóïà G ñïðÿæåíà â
GL(p2, F ) ç îäíi¹þ iç ïåðåðàõîâàíèõ â òåîðåìi ãðóï. Òåîðåìà äîâåäåíà.Äðóãèé âèïàäîê (ïiäãðóïà H íåîäíîðiäíà).Ëåìà 4.5. Íåõàé H � íåçâiäíà p-ïiäãðóïà ãðóïè GL(n, F ), ÿêà ìà¹ òàêèé çîâíi-øíié àâòîìîð�içì θ ïîðÿäêà p ïî ìîäóëþ ïiäãðóïè âíóòðiøíèõ àâòîìîð�içìiâ, ùî
F -çîáðàæåííÿ ∆ : h → h (h ∈ H) òà ∆1 : h → θ(h) (h ∈ H) íå åêâiâàëåíòíi. Òîäiãðóïà

G = 〈diag[h, θ(h), . . . , θp−1(h)] (h ∈ H), diag[h0, E, . . . , E] (b⊗ E)〉,äå h0 òîé åëåìåíò iç H, ùî ïîðîäæó¹ âíóòðiøíié àâòîìîð�içì θp, áóäå íåçâiäíîþ
p-ïiäãðóïîþ ãðóïè GL(np, F ).Äîâåäåííÿ ñëiäó¹ iç ëåìè 3.2.Íàñëiäîê 4.1. Íàñòóïíi äâi ïiäãðóïè ãðóïè GL(p2, F ) áóäóòü ìiíiìàëüíèìè íå-çâiäíèìè:

G3 = 〈x0 = d(a0), y1 = d(b), y2 = d(a1)diag[E, b, . . . , bp− 1], z = (b⊗ E)〉
(yp1 = yp2 = zp = 1, y1y2 = y2y1, y1z = zy1, z

−1y2z = y1y2),
G4 = 〈x0 = d(a0), y1 = d(b), y2 = d(a1)diag[E, b, . . . , b

p−1],
z = diag[εE,E, . . . , E](b⊗ E)〉
(yp1 = yp2 = 1, zp = x0, y1y2 = y2y1, y1z = zy1, z

−1y2z = y1y2).�îçãëÿíåìî íàðåøòi âèïàäîê, êîëè â ìiíiìàëüíié íåçâiäíié ïiäãðóïi G ãðóïè
GL(p2, F ) íîðìàëüíà iíäåêñà p ïiäãðóïà H íå áóäå içîìîð�íà ãðóïi ∆(H), òîáòîêîëè ÿäðî çîáðàæåííÿ ∆ � íåîäèíè÷íà ãðóïà. ×àñòèíà òàêèõ ãðóï G îïèñó¹òüñÿ òå-îðåìîþ 4.1 (òâiðíó y ïiäãðóïè H çàìiíèòè íà z). Ñåðåä íèõ áóäóòü òàêîæ äâi ãðóïè
G, ùî îïèñóþòüñÿ òåîðåìîþ 3.1. Ùå ÷àñòèíó ìè îïèøåìî ç äîïîìîãîþ êîíñòðóêöi¨,ðîçãëÿíóòî¨ â ï. 2, äåùî çìiíèâøè ¨¨.Íåõàé p > 2 i A = 〈a, b〉 � àáåëåâà ãðóïà òèïó (p, p) ç òâiðíèìè a òà b, L �
PA-ìîäóëü ç P -áàçèñîì e1, e2, e3 i ç âiäïîâiäíèì P -çîáðàæåííÿì:

a→




1 0 1
1 0

1


 b→




1 1 0
1 0

1


 (6)ãðóïè A. Íåõàé f : A× A→ L � 2-êîöèêë ãðóïè A iç çíà÷åííÿìè â PA-ìîäóëi L.Âèçíà÷èìî ãðóïó (L,A, f) ÿê äåêàðòîâèé äîáóòîê (L×A) ç íàñòóïíîþ îïåðàöi¹þâ íüîìó:

(x1, a1)(x2, a2) = (x1 + a1(x2) + f(a1, a2), a1a2)(xj ∈ L, aj ∈ A).Íàóê. âiñíèê Óæãîðîä óí-òó., 2003., âèï. 8



38 Ï. Ì. �ÓÄÈÂÎÊ, Â. Ï. �ÓÄÜÊÎ, Í. Â. Þ�×ÅÍÊÎÂèçíà÷èìî äàëi ëiíiéíèé �óíêöiîíàë φ : L→ P ðiâíiñòþ:
φ(α1x1 + α2x2 + α3x3) = α1(αj ∈ P ).Íàðåøòi âèçíà÷èìî ëiíiéíèé õàðàêòåð χ : (L, 1) → F χ((x, 1)) = εφ(x)(x ∈ L) ïiä-ãðóïè (L, 1) ãðóïè (L,A, f). Íåõàé Γ � F -çîáðàæåííÿ ãðóïè (L,A, f), ÿêå iíäóêó¹òüñÿ

F -çîáðàæåííÿì χ ïiäãðóïè (L, 1) i íåõàé Gf = Γ((L,A, f)).Ëåìà 4.6. �ðóïè Gf òà (L,A, f) içîìîð�íi. �ðóïà Gf áóäå ìiíiìàëüíîþ íåçâi-äíîþ ïiäãðóïîþ ãðóïè GL(p2, F ). �ðóïà Gf içîìîð�íà ðîçøèðåííþ åëåìåíòàðíî¨ àáå-ëåâî¨ ãðóïè òèïó (p, p, p) (öå L+) ç äîïîìîãîþ ãðóïè A (iç ñèñòåìîþ �àêòîðiâ f).Äîâåäåííÿ. Âèêîðèñòàâøè (6) íåâàæêî ïîêàçàòè, ùî îáìåæåííÿ çîáðàæåííÿ Γíà ïiäãðóïó (L, 1) áóäå ñóìîþ p2 ðiçíèõ õàðàêòåðiâ öi¹¨ ïiäãðóïè. Çâiäñè ñëiäó¹ íåçâi-äíiñòü çîáðàæåííÿ Γ. Íåâàæêî áà÷èòè, ùî öå çîáðàæåííÿ ¹ òî÷íèì. Ëåìà äîâåäåíà.Çàóâàæåííÿ 4.1. Íåõàé a1 = (0, a), b1 = (0, b). Â êîæíîìó êëàñi 2-êîöèêëiâ(ÿê åëåìåíòó ãðóïè H2(A,L)) ìîæíà âèáðàòè òàê êîöèêë f , ùî ãðóïà (L,A, f) áóäåìàòè ñïiââiäíîøåííÿ: (a1)p = (α, 1), (b1)p = (β, 1), a1b1 = (γ, 1)b1a1, äå α, β ∈ 〈e1〉,
γ ∈ 〈e2, e3〉.Çàóâàæåííÿ 4.2. Íåõàé σ � äîâiëüíèé àâòîìîð�içì ãðóïè A. Íåâàæêî ïåðå-ñâiä÷èòèñü â òîìó, ùî ñïðÿæåíèé PA-ìîäóëü Lσ áóäå içîìîð�íèé PA-ìîäóëþ L iíåõàé σ1 � âiäïîâiäíèé içîìîð�içì. Âèçíà÷èìî 2-êîöèêë fσ : A × A → L ðiâíiñòþ
fσ(x, y) = σ1f(σ(x), σ(y)) (x, y ∈ A). �ðóïè Γf i Γfσ áóäóòü içîìîð�íi.Íåõàé B = 〈b〉 � öèêëi÷íà ãðóïà ïîðÿäêó p2 i L � PB-ìîäóëü ç P -áàçèñîì
e1, . . . , ep+1 i íàñòóïíèì P -çîáðàæåííÿì ãðóïè B : b → Jp+1(1) (êëiòêà Æîðäàíà).Âèçíà÷èìî �óíêöiîíàë φ(

p+1∑
j=1

αjej) = α1 ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L i âiäïîâiäíèé éîìóõàðàêòåð φ̂ : (L, 1) → F ïiäãðóïè (L, 1) ãðóïè (L×B) (äèâ. ï. 2).Íåõàé Γφ � F -çîáðàæåííÿ ãðóïè (L×B), ùî iíäóêó¹òüñÿ õàðàêòåðîì φ̂ ïiäãðóïè
(L, 1) öi¹¨ ãðóïè.Ëåìà 4.7. �ðóïà Gφ = Γφ((L×B)) áóäå ìiíiìàëüíîþ íåçâiäíîþ p-ïiäãðóïîþ ãðóïè
GL(p2, F ). �ðóïà Gφ içîìîð�íà ãðóïi (L×B) i ¹ íàïiâïðÿìèì äîáóòêîì åëåìåíòàðíî¨àáåëåâî¨ ãðóïè ïîðÿäêó pp+1 òà öèêëi÷íî¨ ãðóïè ïîðÿäêó p2.Öÿ ëåìà çàâåðøó¹ ðîçãëÿä 2-ãî âèïàäêó íîðìàëüíî¨ iíäåêñà p ïiäãðóïè â ìiíi-ìàëüíié íåçâiäíié p-ïiäãðóïi ãðóïè GL(p2, F ).Ëåìè 4.3 � 4.7 ðàçîì ç òåîðåìîþ 4.1 äàþòü îïèñàííÿ ç òî÷íiñòþ äî içîìîð�içìóâñiõ ìiíiìàëüíèõ íåçâiäíèõ p-ïiäãðóï ãðóïè GL(p2, F ). Íåõàé ε̃ � ñóïðîâiäíà ìàòðèöÿïîëiíîìà Φp(x) ïîäiëó êðóãà íà p ÷àñòèí i Q(ε̃) � içîìîð�íå ïîëþ F , ïîëå ìàòðèöüïîðÿäêó p − 1. Çàìiíèâøè åëåìåíòè ïîëÿ F íà åëåìåíòè ïîëÿ Q(ε̃), ìè îäåðæèìîîïèñàííÿ ìiíiìàëüíèõ íåçâiäíèõ p-ïiäãðóï ãðóïè GL(ϕ(p3),Q) (ϕ��óíêöiÿ Åéëåðà).5. Ìiíiìàëüíi íåçâiäíi ðîçâ'ÿçíi ïiäãðóïè ãðóïè GL(pq, Q). Íåõàé p i q� ðiçíi ïðîñòi ÷èñëà. Çðîáèìî äåÿêi çàóâàæåííÿ ïðî ìiíiìàëüíi íåçâiäíi ðîçâ'ÿçíiïiäãðóïè ãðóïè GL(pq,Q).Ëåìà 5.1. [5℄. Íåõàé pq � íåïàðíå ÷èñëî. Áóäü-ÿêà ìiíiìàëüíà íåçâiäíà ðîçâ'ÿçíàïiäãðóïà ãðóïè GL(pq,Q) áóäå ðîçøèðåííÿì åëåìåíòàðíî¨ àáåëåâî¨ 2-ãðóïè ç äîïî-ìîãîþ ìiíiìàëüíî¨ òðàíçèòèâíî¨ ðîçâ'ÿçíî¨ ãðóïè ïiäñòàíîâîê íà pq ñèìâîëàõ.Ââåäåìî äåÿêi ïîçíà÷åííÿ.

Zq � ïîëå iç q åëåìåíòiâ;
Zq(ζ)� ðîçøèðåííÿ ïîëÿ Zq ç äîïîìîãîþ ïåðâiñíîãî êîðåíÿ ζ ñòåïåíÿ p iç îäèíèöi;
mq,p = (Zq(ζ) : Zq); Íàóê. âiñíèê Óæãîðîä óí-òó., 2003., âèï. 8
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Z2(η) � ðîçøèðåííÿ ïîëÿ Z2 iç äâîõ åëåìåíòiâ ç äîïîìîãîþ ïåðâiñíîãî êîðåíÿ ηñòåïåíÿ q iç îäèíèöi;
mq = (Z2(η) : Z2);
Hq,p = (Zq(ζ) × 〈ζ〉) � ãðóïà ç åëåìåíòàìè [x, ζj] (x ∈ Zq(ζ), j ∈ Zp) i ç îïåðàöi¹þ

[x, ζj][y, ζ i] = [x+ y, ζj+i].Íåõàé A = (Zq(ζ) × 1) � ïiäãðóïà ãðóïè Hq,p. Ïåðåòâîðèìî ïîëå Z2(η) â Z2A-ìî-äóëü, ïîêëàâøè [r + ω, 1](x) = ηrx, äå x ∈ Z2(η), r + ω ∈ Zq + Z1
q = Zq(ζ), r ∈ Zq,

ω ∈ Z1
q (Z1

q � ïðÿìå äîïîâíåííÿ ïiäãðóïè Zq â ãðóïi Zq(ζ)). Íåõàé Lq,p = (Z2(η))
Hq,p �

Z2Hq,p-ìîäóëü, iíäóêîâàíèé Z2A-ìîäóëåì Zq(η) i (Lq,p×Hq,p) � íàïiâïðÿìèé äîáóòîê
2-ãðóïè Lq,p i ãðóïè Hq,p (äèâ. ïîçíà÷åííÿ ï. 2). Íåâàæêî áà÷èòè, ùî

|(Lq,p ×Hq,p)| = 2pmpqn, äå m = mq, n = mq,p.Ìîäóëü Lq,p ïðåäñòàâèìî ó âèäi ïðÿìî¨ ñóìè ëiíiéíèõ ïðîñòîðiâ
Lq,p = ⊕

p−1∑

i=0

[0, ζ i] ⊗ Z2(η)i âèçíà÷èìî �óíêöiîíàë φ : (Lqp × 1) → Z2, ïîêëàâøè
φ([0, ζ i] × x, 1) =

{
0, (i = 1, . . . , p− 1);
α0 (i = 0),äå x = α0 + α1η + . . . � åëåìåíò ïîëÿ Z2(η), ðîçêëàäåíèé ïî ñòåïåíåâîìó Z2-áàçèñó

1, η, . . . öüîãî ïîëÿ (αj ∈ Z2).Íåâàæêî áà÷èòè, ùî ïiäãðóïà B = (Z1
q , 1) ãðóïè Hq,p ñòàáiëiçó¹ �óíêöiîíàë φ. Öåäà¹ ìîæëèâiñòü âèçíà÷èòè ëiíiéíèé õàðàêòåð φ̂ : (Lq,p ×B) → Q, ïîêëàâøè

φ̂(ab) = (−1)φ(a) ((a ∈ (Lq,p × 1), b ∈ B).Ëåìà 5.2. Íåõàé Γφ � Q-çîáðàæåííÿ ãðóïè (Lq,p × Hq,p), ùî iíäóêó¹òüñÿ ëi-íiéíèì õàðàêòåðîì φ̂ ïiäãðóïè (Lq,p × B) öi¹¨ ãðóïè. Òîäi Γφ � òî÷íå i íåçâiäíåçîáðàæåííÿ ñòåïåíÿ pq. Ïiäãðóïà Gq,p = Γφ((Lq,p×Hq,p)) ãðóïè GL(pq,Q) áóäå ìiíi-ìàëüíîþ íåçâiäíîþ.Äîâåäåííÿ àíàëîãi÷íå äîâåäåííþ ëåìè 2.1. Âiäìiòèìî ëèøå, ùî çà Q-áàçèñ iíäó-êîâàíîãî ìîäóëÿ ìîæíà âçÿòè pq åëåìåíòiâ [r, ζj] (r ∈ Zq, j = 0, 1, . . . , p− 1).Íåõàé öèêëi÷íà ãðóïà Cpq = 〈a〉 × 〈b〉 ïîðÿäêó pq áóäå ïðÿìèì äîáóòêîì ãðóï 〈a〉i 〈b〉 ïîðÿäêiâ p i q âiäïîâiäíî i íåõàé Z2(ηp) � ðîçøèðåííÿ ïîëÿ Z2 ç äîïîìîãîþíåîäèíè÷íîãî êîðåíÿ ηp ñòåïåíÿ p iç îäèíèöi. Ââåäåìî â ðîçãëÿä äâà Z2Cpq-ìîäóëi :
L1 = Z2(ηp) ⊕ Z2(ηq)( (ab)(x, y) = (ηpx, ηqy), (x ∈ Z2(ηp), y ∈ Z2(ηq)),

L2 = Z2(ηpηq)((ab)(x) = ηpηqx(x ∈ L2)i âiäïîâiäíi öèì ìîäóëÿì äâi ãðóïè (L1 ×Cpq) i (L2 ×Cpq). Âiäìiòèìî, ùî L1 � ïðÿìàñóìà äâîõ íåçâiäíèõ Z2Cpq-ìîäóëiâ, à L2 � íåçâiäíèé Z2Cpq-ìîäóëü.Íåõàé φ1 : L1 → Z2, φ2 : L2 → Z2 � íåíóëüîâi �óíêöiîíàëè, ïðè÷îìó φ1 6= 0 íàêîæíîìó ïðÿìîìó äîäàíêó i φ̂j : (Lj × 1) → Q � ëiíiéíèé õàðàêòåð ïiäãðóïè (Lj × 1)â (Lj × Cpq), ùî âiäïîâiäà¹ �óíêöiîíàëó φj (j = 1, 2).Íàóê. âiñíèê Óæãîðîä óí-òó., 2003., âèï. 8



40 Ï. Ì. �ÓÄÈÂÎÊ, Â. Ï. �ÓÄÜÊÎ, Í. Â. Þ�×ÅÍÊÎËåìà 5.3. �ðóïè G1,pq = Γφ1((L1 × Cpq)) i G2,pq = Γφ2((L2 × Cpq)) áóäóòü ìiíi-ìàëüíèìè íåçâiäíèìè ïiäãðóïàìè ãðóïè GL(pq,Q). Ïîðÿäêè öèõ ïiäãðóï ðiâíi âiä-ïîâiäíî |G1,pq| = 2mpq, äå m = mp +mq, |G2,pq| = 2npq, äå n = (L2 : Z2).Äîâåäåííÿ ñëiäó¹ iç ëåìè 2.1.Òåîðåìà 5.1 (Ä. Î. Ñóïðóíåíêî [5℄). Íåõàé q < p i q íå äiëèòü p−1. Ç òî÷íiñòþäî ñïðÿæåíîñòi â ãðóïi GL(pq,Q) iñíóþòü 4 ìiíiìàëüíi íåçâiäíi ðîçâ'ÿçíi ïiäãðóïè.Öå ãðóïè Gq,p, Gp,q, G1,pq, G2,pq.�ðóïè, ùî ïðèâåäåíi â òåîðåìi, îïèñàíi â ëåìàõ 5.2 � 5.3.Íåõàé, ÿê i ðàíiøå, q < p, àëå q äiëèòü p− 1. �îçãëÿíåìî ïèòàííÿ ïðî iñíóâàííÿìiíiìàëüíèõ íåçâiäíèõ ðîçâ'ÿíèõ ïiäãðóï â GL(pq,Q). Ïðè öüîìó áóäåìî êîðèñòóâà-òèñü íàñòóïíèìè ïîçíà÷åííÿìè:
α � íàéáiëüøå íàòóðàëüíå ÷èñëî òàêå, ùî qα äiëèòü p− 1;
m � ïîêàçíèê, ÿêîìó íàëåæèòü 2 ïî ìîäóëþ p;
β � íàéáiëüøå íåâiä'¹ìíå öiëå ÷èñëî òàêå, ùî qβ äiëèòü m;
ν � ïåðâiñíèé êîðiíü ñòåïåíÿ qα iç îäèíèöi ïî ìîäóëþ p, âèáðàíèé òàê, ùî

νq
α−β ≡ 2

m

qβ (mod p);

Tα = 〈a, b〉 � ãðóïà ç òâiðíèìè a òà b i âèçíà÷àëüíèìè ñïiââiäíîøåííÿìè:
ap = bq

α

= 1, bab−1 = aν ;

Tj = 〈a, bj = bq
α−j〉 ⊂ Tα (j = 0, 1, . . . , α);

Tα+1 = 〈a1, . . . , aq, c〉 (ap1 = . . . = ap = cq
α+1

= 1, cajc
−1 = aj+1, caqc

−1 = aν1);(áóäåìî ââàæàòè, ùî ãðóïà Tα ìiñòèòüñÿ â ãðóïi Tα+1: äëÿ öüîãî ïîêëàäåìî a = a1 i
b = cq).ßê âèòiêà¹ iç ðåçóëüòàòiâ Ò. I. Êîïèëîâî¨ [12℄, ãðóïè T1, . . . , Tα+1 içîìîð�íi ìiíi-ìàëüíèì òðàíçèòèâíèì ðîçâ'ÿçíèì ãðóïàì ïiäñòàíîâîê ñòåïåíÿ pq.Íåõàé äàëi Z2(η) � ðîçøèðåííÿ ïîëÿ Z2 ç äîïîìîãîþ ïåðâiñíîãî êîðåíÿ η = ηpñòåïåíÿ p iç îäèíèöi, σ � òàêèé àâòîìîð�içì ïîëÿ Z2(η), ùî σ(η) = 2d, äå d = 2

m

qβ .Ïîëå Z2(η) áóäå Z2Tβ-ìîäóëåì: a(x) = ηx, bβ(x) = σ(x) (x ∈ Z2(η)). Âèáåðåìî â
Z2(η) ñòåïåíåâèé Z2-áàçèñ 1, η, . . . , ηm−1 i íåõàé η̃, σ̃ � ìàòðèöi îïåðàòîðiâ a, σ. ßêùîîòîòîæíèòè êîæíèé åëåìåíò ïîëÿ Z2(η) = L ç êîîðäèíàòíèì ñòîâïöåì, òî ïðîñòið L∗ëiíiéíèõ (íàä Z2) �óíêöiîíàëiâ öüîãî ïîëÿ ñòàíå m-âèìiðíèì âåêòîðíèì ïðîñòîðîìíàä ïîëåì Z2. Íåõàé e∗ � òàêèé âåêòîð iç L∗, ùî e∗σ̃ = e∗. Òîäi L∗ = e∗Z2Tβ = e∗Z2(η̃)i ìîæíà ââàæàòè, ùî L∗ = Z2(η). Íåâàæêî âïåâíèòèñü â òîìó, ùî

xa = xη, x(bβ)
−1 = σ(x)(x ∈ L∗ = Z2(η). (7)Ââåäåìî â ðîçãëÿä Z2Tj-ìîäóëü Lj äëÿ êîæíîãî j = 0, 1, . . . , α+ 1:1) Lj = L|Tj � îáìåæåííÿ Z2Tβ-ìîäóëÿ L = Z2(η) íà ïiäãðóïó Tj ãðóïè Tβ, äå

j = 0, 1, . . . , β;2) Lj = LTj � iíäóêîâàíèé Z2Tj-ìîäóëü äëÿ j = β + 1, . . . , α.Íåõàé T 1
α+1 = 〈a = a1, a2, . . . , aq, b = cq〉. Ïåðåòâîðèìî Z2Tα-ìîäóëü Lα â

Z2T
1
α+1-ìîäóëü, ïîêëàâøè äîäàòêîâî a2(x) = . . . = aq(x) = x(x ∈ Lα). Òîäi3) Lα+1 = LTα+1

α � iíäóêîâàíèé Z2Tα+1 -ìîäóëü.Ëåìà 5.4. Z2Tj-ìîäóëü Lj ¹ íåçâiäíèé i ãðóïà Tj äi¹ òî÷íî â íüîìó (j = 0, 1, . . .
. . . , α + 1). Íàóê. âiñíèê Óæãîðîä óí-òó., 2003., âèï. 8



Ï�Î ÌIÍIÌÀËÜÍI ÍÅÇÂIÄÍI ÏIÄ��ÓÏÈ ÏÎÂÍÎ� ËIÍIÉÍÎ� . . . 41Äîâåäåííÿ ëåãêî âèòiêà¹ iç äîáðå âiäîìèõ îçíàê íåçâiäíîñòi iíäóêîâàíèõ ìîäóëiâ.Âiäìiòèìî, ùî Lβ � ïîëå.Òåîðåìà 5.2. Íåõàé q äiëèòü p − 1. Äëÿ êîæíî¨ ãðóïè Tj (1 ≤ j ≤ α + 1, α �íàéáiëüøå íàòóðàëüíå ÷èñëî òàêå, ùî qα äiëèòü p−1) iñíóþòü òàêèé Z2Tj-ìîäóëü
Vj i òàêèé ëiíiéíèé �óíêöiîíàë φj : Vj → Z2, ùî iíäåêñ ñòàáiëiçàòîðà öüîãî �óí-êöiîíàëà â ãðóïi Tj äîðiâíþ¹ pq. Íåõàé (Vj × Tj) � íàïiâïðÿìèé äîáóòîê àäèòèâíî¨ãðóïè ïðîñòîðó Vj òà ãðóïè Tj. Òîäi ãðóïà Γφj((Vj × Tj)) áóäå ìiíiìàëüíîþ íåçâi-äíîþ ðîçâ'ÿçíîþ ïiäãðóïîþ ãðóïè GL(pq,Q). Áiëüø òî÷íiøå ðåçóëüòàò ïðèâåäåíîâ òàáëèöi :

N β, j V |Γφj((Vj × Tj))|1 β > 0; j = 1, . . . , β, ÿêùî j = 1, òî
p 6= 2m−1

d
(d = 2

m
q − 1)

Lj 2mqjp2 β > 0; j = 1, p = 2m−1
d

(d = 2
m
q − 1) i2a) q > 2 L1 + L1 22mqp2b) q = 2 V0 + L1 23mp3 α > β ≥ 0, j = β + t(t = 1, . . . , α− β) Lj 2mrrp, äå r = qj4 j = α+ 1 Lj 2mkqα+1p, äå k = qα−βÄîâåäåííÿ. Ïåðø çà âñå âiäìiòèìî, ùî ãðóïè (Vj×Tj) i Γφj((Vj×Tj)) içîìîð�íi.Ôîðìóëè äëÿ ïîðÿäêiâ âèòiêàþòü iç ðiâíîñòi |(Vj×Tj)| = 2n|Tj|, äå n = dimVj. Îñíîâ-íèì â äîâåäåíi ¹ ïîáóäîâà �óíêöiîíàëà φj. �îçãëÿíåìî âèïàäîê 1 ≤ j ≤ β. Òâiðíèéåëåìåíò bj ãðóïè Tj äi¹ â Z2Tj− ìîäóëi Lj = Z2(η) ÿê àâòîìîð�içì ω ïîðÿäêó qj ïîëÿ

Z2(η). Âiçüìåìî çà �óíêöiîíàë φj òàêèé åëåìåíò φ ïîëÿ Z2(η) = Lj (äèâ. (7)), ùî
ω(φ) 6= φ i ωq(φ) = φ. (8)Çíàéäåìî óìîâè, ïðè ÿêèõ â ìíîæèíi Uj = {ωs(φ)ηt : s = 0, 1, . . . , q − 1; t =

= 0, 1, . . . , p−1}pq �óíêöiîíàëiâ ïðîñòîðó Lj iñíóþòü îäíàêîâi �óíêöiîíàëè. Öå áóäåòîäi i òiëüêè òîäi, êîëè äëÿ äåÿêîãî s (1 ≤ s < q) i äåÿêîãî λ = ηt (1 ≤ t < p) áóäåâèêîíóâàòèñü ðiâíiñòü ωs(φ) = φλ. Òîäi iç (8) âèòiêà¹, ùî
φ = ωsq(φ) = φλn, (9)äå n = 1 + r + . . . + rq−1 i r = 2

sm

qj . �iâíiñòü (9) áóäå âèêîíóâàòèñü òîäi i òiëüêèòîäi, êîëè n ≡ 0(modp), ùî åêâiâàëåíòíî óìîâi rt ≡ 1(modp), äå t = 2q. Öÿ óìîâàïðè j > 1 íå âèêîíó¹òüñÿ. Îòæå, ïðè j > 1 ìíîæèíà φZ2Tj = Uj ñêëàäà¹òüñÿ iç
pq ðiçíèõ �óíêöiîíàëiâ, òîáòî iíäåêñ ñòàáiëiçàòîðà �óíêöiîíàëà φj = φ â ãðóïi Tjäîðiâíþ¹ pq. Òîäi ãðóïà Γφj((Lj × Tj)) áóäå íåçâiäíîþ ïiäãðóïîþ ãðóïè GL(pq,Q).Ìiíiìàëüíiñòü öi¹¨ ãðóïè ñëiäó¹ iç íåçâiäíîñòi Lj. Íåõàé òåïåð j = 1 i ω � àâòîìîð�içìïîðÿäêó q ïîëÿ Z2(η). �îçãëÿíåìî ïiäïîëå A = {x ∈ Z2(η) : ω(x) = x} ïîëÿ Z2(η).Ìíîæèíà U1 = {xηt : x ∈ A − 0}; t = 0, . . . , p − 1} ìiñòèòü (2

m
q − 1)p åëåìåíòiâ.ßêùî öå ÷èñëî íå ñïiâïàäà¹ ç ÷èñëîì íåíóëüîâèõ åëåìåíòiâ ïîëÿ Z2(η) (òîáòî p 6=

6= 2m−1
d

− 1) (d= 2
m
q − 1), òî ìîæíà âçÿòè V1 = L1 = Z2(η) i �óíêöiîíàë φ1 âèáðàòèñåðåä òèõ åëåìåíòiâ ïðîñòîðó L∗

1 = Z2(η), ÿêi íå ìiñòÿòüñÿ â U1. Iíäåêñ ñòàáiëiçàòîðà�óíêöiîíàëà φ1 â ãðóïi T1 áóäå ðiâíèé pq i ãðóïà Γφ1((V1 × T1)) áóäå ìiíiìàëüíîþíåçâiäíîþ ïiäãðóïîþ ãðóïè GL(pq,Q).Íåõàé p = 2m−1
d

(d = 2
m
q −1). Âiçüìåìî V1 = L1⊕L1 i φ1 = (φ, φη) : V1 → Z2, äå φ �íåíóëüîâèé �óíêöiîíàë iç L∗

1 . Çîêðåìà, ÿêùî q = 2, òî ìîæíà âçÿòè çà V1 = V0 ⊕L1,Íàóê. âiñíèê Óæãîðîä óí-òó., 2003., âèï. 8



42 Ï. Ì. �ÓÄÈÂÎÊ, Â. Ï. �ÓÄÜÊÎ, Í. Â. Þ�×ÅÍÊÎäå V0 � Z2T1-ìîäóëü ç áàçèñîì e1, e2 òàêèì, ùî
a(e1) = e1, a(e2) = e2, b1(e1) = e1, b1(e2) = e1 + e2.Íåõàé φ0 = (1, 0) : V0 → Z2, φ ∈ L∗

1 (φ 6= 0) i φ1 = (φ0, φ) � âiäïîâiäíèé �óíêöiîíàëiç V ∗
1 . Â îáîõ âèïàäêàõ ãðóïà Γφ1((V1 × T1)) áóäå ìiíiìàëüíîþ íåçâiäíîþ ïiäãðóïîþãðóïè GL(pq,Q).�îçãëÿíåìî òåïåð âèïàäîê, êîëè α > β i j > β. Z2Tj-ìîäóëü Lj iíäóêó¹òüñÿ

Z2Tj−1-ìîäóëåì Lj−1: Lj = 1 ⊗ Lj−1 ⊕ bj ⊗ Lj−1 ⊕ · · · ⊕ bq−1
j ⊗ Lj−1.Çðó÷íî äàëi ââàæàòè åëåìåíòàìè ìîäóëÿ Lj q-âèìiðíi âåêòîðè-ñòîâá÷èêè, êîì-ïîíåíòè ÿêèõ íàëåæàòü ìîäóëþ Lj−1. Òîäi åëåìåíòàìè ïðîñòîðó �óíêöiîíàëiâ L∗

jáóäóòü q-âèìiðíi âåêòîðè, êîìïîíåíòè ÿêèõ íàëåæàòü L∗
j−1, à çíà÷åííÿ �óíêöiî-íàëà φ ∈ L∗

j íà åëåìåíòi x ∈ Lj áóäå äîáóòîê φ · x ðÿäêà íà ñòîâá÷èê. Íåõàé
φ1
j−1 òàêèé �óíêöiîíàë iç L∗

j−1, ùî (φ1
j−1)bj−1 = φ1

j−1. Âèçíà÷èìî äâà �óíêöiîíà-ëà φj = (φ1
j−1, 0, . . . , 0), φ1

j = (φ1
j−1, . . . , φ

1
j−1) iç ïðîñòîðó L∗

j . Íåâàæêî áà÷èòè, ùî
(φ1

j)bj = φ1
j , (φjbj−1 = φj. Òîäi iíäåêñ ñòàáiëiçàòîðà �óíêöiîíàëà φj â ãðóïi Tj áó-äå ðiâíèé pq i ãðóïà Γφj((Lj × Tj)) áóäå ìiíiìàëüíîþ íåçâiäíîþ ïiäãðóïîþ ãðóïè

GL(pq,Q). Ôóíêöiîíàë φ1
j âèêîðèñòîâó¹òüñÿ äëÿ ïîáóäîâè �óíêöiîíàëà φj+1 (j ≤ α).Òåîðåìà äîâåäåíà.Çàóâàæåííÿ 5.1.Äî ïåðåðàõîâàíèõ â òåîðåìi ãðóï ñëiä äîáàâèòè ãðóïè Gp,q,

G1,pq, G2,pq (äèâ. òåîðåìó 5.1). Àëå i ïiñëÿ öüîãî ñïèñîê ìiíiìàëüíèõ íåçâiäíèõ ðîçâ'ÿ-çíèõ ïiäãðóï â ãðóïi GL(pq,Q) (íàâiòü ç òî÷íiñòþ äî içîìîð�içìó) áóäå íåïîâíèì.Çàóâàæåííÿ 5.2. Äëÿ äàíî¨ ãðóïè Tj íåõàé G � ìiíiìàëüíà íåçâiäíà ïiäãðóïàãðóïè GL(pq,Q), ùî ¹ íàïiâïðÿìèì äîáóòêîì åëåìåíòàðíî¨ àáåëåâî¨ 2-ãðóïè i ãðóïè
Tj. Ñåðåä òàêèõ ãðóï G ãðóïà Γφj((Vj × Tj)) ìà¹ ñèëîâñüêó 2-ïiäãðóïó ç íàéìåíøèìïîðÿäêîì.1. Ïëàòîíîâ. Â. Ï. Êîíå÷íîñòü ìèíèìàëüíûõ íåïðèâîäèìûõ ëèíåéíûõ ãðóïï // Èçâ. ÀÍ ÁÑÑ�.Ñåð. �èç.-ìàò. íàóê. � 1975. � �5. � Ñ. 96�97.2. Ñóïðóíåíêî Ä. À. Ìèíèìàëüíûå íåïðèâîäèìûå ðàçðåøèìûå ëèíåéíûå ãðóïïû ïðîñòîé ñòåïåíè// Òðóäû Ìîñê. ìàòåì. îá�âà. �1973. � 29. � C. 223�234.3. Þ�åðåâ Â.Ï. Êëàññè�èêàöèÿ ìèíèìàëüíûõ íåïðèâîäèìûõ ëèíåéíûõ ãðóïï ïðîñòîé ñòåïåíè// Èçâ. ÀÍ ÁÑÑ�. Ñåð. �èç.-ìàò. íàóê. � 1974. � �2. � C. 5�10.4. �óäèâîê Ï.Ì., Êàïèòîíîâà Þ. Â., �óäüêî Â. Ï. Î êîíå÷íûõ íåïðèâîäèìûõ ïîäãðóïïàõ ãðóïïû

GL(n, Z) // Êèáåðíåòèêà. � 1986. � �5. � Ñ. 1�16.5. Ñóïðóíåíêî Ä. À. Ïîäïðîñòðàíñòâà, ïîðîæäåííûå ñòðîêàìè öèðêóëÿíòîâ, è ìèíèìàëüíûå íå-ïðèâîäèìûå ëèíåéíûå ãðóïïû // Ìàòåì. ñá. � 1985. � 127. � Ñ. 45�54.6. Êîïûëîâà Ò.È. Î ìèíèìàëüíûõ íåïðèâîäèìûõ ðàçðåøèìûõ ëèíåéíûõ ãðóïïàõ // Èçâ. ÀÍÁÑÑ�. Ñåð. �èç.-ìàò. íàóê. � 1978. � �6. � Ñ. 20�22.7. Êîïûëîâà Ò.È. Ìèíèìàëüíûå íåïðèâîäèìûå íèëüïîòåíòíûå ëèíåéíûå ãðóïïû ñòåïåíè p2 //Èçâ. ÀÍ ÁÑÑ�. Ñåð. �èç.-ìàò. íàóê. � 1979. � �5. � Ñ. 30�34.8. Âîëüâà÷åâ �. Ò. p-ïîäãðóïïû Ñèëîâà ïîëíîé ëèíåéíîé ãðóïïû // Èçâ. ÀÍ ÑÑÑ�. Ñåð. ìàòåì. �1963. � 27. � Ñ. 1031�1054.9. Ñóïðóíåíêî Ä. À. Î êîíå÷íûõ íåïðèâîäèìûõ ðàçðåøèìûõ ëèíåéíûõ ãðóïïàõ // Èçâ. ÀÍ ÁÑÑ�.Ñåð. �èç.-ìàò. íàóê. � 1971. � �3. � Ñ. 5�16.10. Huppert B. Endlihe Gruppen, Berlin: Springer, 1967.11. Roquette P. Realisierung von Darstellungen endliher nilpotenter gruppen // Arh. der Math. �1958. � 9. � P. 241�250.12. Êîïûëîâà Ò. È. �àçðåøèìûå ìèíèìàëüíûå òðàíçèòèâíûå ãðóïïû ïîäñòàíîâîê ñòåïåíè pq //Èçâ. ÀÍ ÁÑÑ�. Ñåð. �èç.-ìàò. íàóê. � 1985. � �6. � Ñ. 54�60. Îäåðæàíî 24.09.2003Íàóê. âiñíèê Óæãîðîä óí-òó., 2003., âèï. 8


