
�ÎÇÏÎÄIËÈ ÅÊÑÒ�ÅÌÓÌIÂ Ï�ÎÖÅÑIÂ ËÅÂI I �Õ ÇÂ'ßÇÎÊ ÇI ÑÕÎÄÈÍÊÎÂÈÌÈ . . . 43ÓÄÊ 519.21Ä. Â. �óñàê (Ií-ò ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè, Êè¨â)�ÎÇÏÎÄIËÈ ÅÊÑÒ�ÅÌÓÌIÂ Ï�ÎÖÅÑIÂ ËÅÂI I �Õ ÇÂ'ßÇÎÊ ÇIÑÕÎÄÈÍÊÎÂÈÌÈ ÒÎ×ÊÀÌÈ
It is considered Levy process with a bounded variation and the compound Poisson process with jumps, the
negative part of which is exponentially distributed. For a such processes the distributions of maximum
is defined in ferms the moment generating functions of the initial ladder points and heigts.�îçãëÿäà¹òüñÿ ïðîöåñ Ëåâi ç îáìåæåíîþ âàðiàöi¹þ òà ñêëàäíèé ïóàññîíiâñüêèé ïðîöåñ iç ñòðèáêàìè,âiä'¹ìíà ÷àñòèíà ÿêèõ ïîêàçíèêîâî ðîçïîäiëåíà. Äëÿ òàêèõ ïðîöåñiâ ðîçïîäië ìàêñèìóìó âèçíà÷à-¹òüñÿ â òåðìiíàõ ãåíåðàòðèñè ïî÷àòêîâèõ ñõîäèíêîâèõ òî÷îê òà âèñîò.Äëÿ îäíîðiäíèõ ïðîöåñiâ ç íåçàëåæíèìè ïðèðîñòàìè â çàãàëüíîìó âèïàäêó êîìïî-íåíòè áåçìåæíî ïîäiëüíî¨ �àêòîðèçàöi¨ âèçíà÷àþòü ðîçïîäiëè åêñòðåìóìiâ ïðîöåñó.Ïðè öüîìó ïîäâiéíå iíòåãðàëüíå ïåðåòâîðåííÿ ðîçïîäiëó ìàêñèìóìó äîñèòü ñêëàäíîâèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç íåïðîñòi ïåðåòâîðåííÿ ðîçïîäiëó íåâiä'¹ìíèõ çíà÷åíü ïðîöåñó, àïîäâiéíå iíòåãðàëüíå ïåðåòâîðåííÿ ðîçïîäiëó ìiíiìóìó àíàëîãi÷íî âèðàæà¹òüñÿ ÷å-ðåç òàêi æ ïåðåòâîðåííÿ ðîçïîäiëó âiä'¹ìíèõ çíà÷åíü öüîãî ïðîöåñó çà äîïîìîãîþàíàëîãiâ òîòîæíîñòi Ñïiòöåðà (äèâ. [1℄, òåîðåìè 3.1, 3.2, . 61, 64). Äëÿ ïðîöåñiâ, ùîìàþòü ñòðèáêè îäíîãî çíàêó (¨õ áóäåìî íàçèâàòè íàïiâíåïåðåðâíèìè ïðîöåñàìè Ëåâi)âäà¹òüñÿ óòî÷íèòè öþ çàëåæíiñòü âiä ðîçïîäiëó äîäàòíèõ àáî âiä'¹ìíèõ çíà÷åíü ïðî-öåñó i ñïðîñòèòè çîáðàæåííÿ äëÿ õàðàêòåðèñòè÷íèõ �óíêöié ìàêñèìóìó é ìiíiìóìó(äèâ. [1℄, ëåìà 3.2, ñ. 149). Äëÿ ðîçïîäiëó ìiíiìóìó íåïåðåðâíîãî çâåðõó ïðîöåñó â [2℄(ñ. 136) âñòàíîâëåíî ñïiââiäíîøåííÿ â òåðìiíàõ ðåçîëüâåíòè öüîãî ïðîöåñó. Ç ðåçóëü-òàòiâ [3℄ âèïëèâà¹, ùî ðîçïîäiëè åêñòðåìóìiâ ìîæíà âèðàçèòè ùå ÷åðåç ñïåêòðàëüíóìiðó äîäàòíèõ àáî âiä'¹ìíèõ ñòðèáêiâ ïðîöåñó. Äëÿ ïðîöåñiâ Ëåâi ç îáìåæåíîþ âàðià-öi¹þ âñòàíîâëþ¹òüñÿ çâ'ÿçîê ðîçïîäiëó ìàêñèìóìà ïðîöåñó ç ðîçïîäiëîì ñõîäèíêîâèõ�óíêöiîíàëiâ.Ñïî÷àòêó ìè ðîçãëÿíåìî ìàéæå íàïiâíåïåðåðâíi çíèçó ïðîöåñè Ëåâi. Îñòàíí¹îçíà÷à¹, ùî

ξ(t) =
∑

k≤ν(t)
ξk, Pk(t) = P{ν(t) = k} = e−λt

(λt)k

k!
, k ≥ 0, λ > 0,à ñòðèáêè ξk ìàþòü õ.�.

ϕ(α) =
qc

c+ iα
+ pϕ+(α), ϕ+(α) =

∫ ∞

0

eiαxdF+(x), p+ q = 1. (1)Õ.�. é êóìóëÿíòà ìàéæå íàïiâíåïåðåðâíîãî ïðîöåñó ξ(t) ìàþòü âèãëÿä
ϕt(α) = Eeiαξ(t) = etψ(α), ψ(α) = λ

[
pϕ+(α) − cp+ iα

c+ iα

]
. (2)Ç óìîâè (1) âèïëèâà¹, ùî �óíêöiÿ ðîçïîäiëó (�.ð.) ñòðèáêiâ ìà¹ çîáðàæåííÿ:

F (x) =

{
qecx, x < 0, c > 0,

q + pF+(x), x > 0, p+ q = 1.
(3)Íàóê. âiñíèê Óæãîðîä óí-òó., 2003., âèï. 8



44 Ä. Â. �ÓÑÀÊ
m1 = Eξ(1) = λ(pµ+ − qc−1), µ+ =

∫ ∞

0

F+(x)dx,

F (x) = 1 − F (x) = pF+(x), x ≥ 0.Çàìiñòü (1) äëÿ õ.�. ñòðèáêiâ ìàéæå íåïåðåðâíîãî çíèçó ïðîöåñó ξ(t) ìîæíà êî-ðèñòóâàòèñü ñïiââiäíîøåííÿì
ϕ(α) =

c

c+ iα
ϕ∗(α), ϕ∗(α) =

∫ ∞

0

eiαxdF∗(x). (4)Òîäi ðîçïîäië ñòðèáêiâ âèçíà÷à¹òüñÿ õâîñòàìè ðîçïîäiëó
{
F (x) = qe−cx, q =

∫∞
0
e−cxdF∗(x), x < 0,

F (x) =
∫∞
x

(1 − ec(x−y))dF∗(x), F (0) = p = 1 − q, x > 0.
(5)Äëÿ ïðîöåñiâ ç êóìóëÿíòîþ (2) òà äëÿ íåïåðåðâíèõ çíèçó ó çâè÷àéíîìó ñåíñi ïðîöåñiâËåâi ç êóìóëÿíòîþ

ψ(α) = iαa+

∫ ∞

0

(eiαx − 1)Π(dx),

∫ 1

0

xΠ(dx) <∞, a < 0, (6)ìîæíà ââåñòè ñõîäèíêîâi �óíêöiîíàëè i âèðàçèòè ÷åðåç íèõ ñóïðîâiäíèé �óíêöiîíàëäëÿ ìàêñèìóìó öèõ ïðîöåñiâ. Âïåðøå ñõîäèíêîâi �óíêöiîíàëè áóëî ââåäåíî äëÿ âè-ïàäêîâèõ áëóêàíü i âñòàíîâëåíî, ùî ñõîäèíêîâi ìîìåíòè é âèñîòè óòâîðþþòü ïðîöåñâiäíîâëåííÿ (äèâ., íàïðèêëàä, [4℄, ò.2, ãë. XII). Â [5℄ äîâåäåíî, ùî äëÿ äîâiëüíîãî ïðî-öåñó ç êóìóëÿíòîþ ψ(α) ìîæíà ïîáóäóâàòè êóìóëÿíòó ψ∗(α) äëÿ äîäàòíîãî ïðîöåñó
ξ∗(t), ïåðåñòðèáêè ÿêîãî ìàþòü òàêèé æå ðîçïîäië ÿê ïåðåñòðèáêè ξ(t).Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ åêñòðåìóìiâ ïðîöåñó, ìîìåíòó òà âåëè÷èíè ïåðøîãî ïåðå-ñòðèáêó ξ(t) :

ξ±(t) = sup(inf)
0≤u≤t

ξ(u), ξ± = sup(inf)
0≤t<∞

ξ(t),

τ+(x) = inf{t > 0 : ξ(t) > x}, γ+(x) = ξ(τ+(x)) − x, x ≥ 0,òà äåÿêèõ õ.�. i ðîçïîäiëiâ
ϕ(s, α) = Eeiαξ(θs), ϕ±(s, α) = Eeiαξ

±(θs),äå θs ìà¹ ïîêàçíèêîâèé ðîçïîäië P{θs > t} = e−st, s > 0, t > 0,

P (s, x) = P{ξ(θs) < x}, P (s, x) = 1 − P (s, x),

P+(s, x) = P{ξ+(θs) < x}, x ≥ 0; P−(s, x) = P{ξ−(θs) < x}, x ≤ 0.Ùîá ñ�îðìóëþâàòè ëåìó, ùî â äåÿêîìó ñåíñi óçàãàëüíþ¹ çãàäàíó ëåìó 3.2 â [1℄,ââåäåìî îïåðàöiþ ïðîåêòóâàííÿ
[
c+

∫ ∞

−∞
eiαxΦ(x)dx

]0

+

= c+

∫ ∞

0

eiαxΦ(x)dx,Φ(x) ∈ L1(−∞,∞)i ïîçíà÷èìî iíòåãðàëüíi ïåðåòâîðåííÿ õâîñòiâ �.ð. ξ(θs)
P̃<(s, α) =

∫ 0

−∞
eiαxP (s, x)dx, P̃>(s, α) =

∫ ∞

0

eiαxP (s, x)dx.Íàóê. âiñíèê Óæãîðîä óí-òó., 2003., âèï. 8
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{
ϕ(s, α) =: Eeiαξ(θs) = 1 − iαP̃<(s, α) + iαP̃>(s, α),

ϕ+(s, α) = 1 + iα
∫∞
0
eiαxP+(s, x)dx = 1 + iαΦ̃+(s, α).

(7)Ëåìà 1. à. Íåõàé ξ(t) � íåïåðåðâíèé çíèçó ïðîöåñ Ëåâi ç êóìóëÿíòîþ
ψ(α) = iαa− σ2

2
α2 +

∫ ∞

0

(eiαx − 1 − iαxI(|x| ≤ 1))Π(dx), (8)

∫ 1

0

x2Π(dx) <∞; ïðè σ2 = 0, a < 0.Òîäi i äëÿ σ = 0 õ.�. P (s, x) ìà¹ ùiëüíiñòü ïðè x 6= 0

P ′(s, x) =
∂

∂x
P (s, x); P ′(s,+0) − P ′(s,−0) = sa−1.Êóìóëÿíòíå ðiâíÿííÿ ψ(α)|iα=r = s ìà¹ âiä'¹ìíèé êîðiíü rs = −ρ(s) (s > 0), ùîâèçíà÷à¹ ðîçïîäië ξ−(θs)

ϕ−(s, α) =
ρ(s)

ρ(s) + iα
, ρ(s) =

P ′(s,−0)

P (s, 0)
. (9)Iíòåãðàëüíå ïåðåòâîðåííÿ Φ̃+(s, α) (äèâ. îñòàííié ðÿäîê â (7)) âèçíà÷à¹òüñÿ ñïiâ-âiäíîøåííÿì

Φ̃+(s, α) =
1

ρ(s)

∫ ∞

0

eiαxdP (s, x) + P̃>(s, α). (10)�îçïîäiëè ξ±(θs) âèçíà÷àþòüñÿ îáåðíåííÿì (9) òà (10)
{
P−(s, x) = P{ξ−(θs) < x} = eρ(s)x, x < 0,

P+(s, x) = P{ξ+(θs) > x} = 1
ρ(s)

P ′(s, x) + P (s, x), x > 0,
(11)

p+(s) = P{ξ+(θs) = 0} =
s

|a|ρ(s) , P+(s, x) →
x→0

q+(s) = 1 − p+(s).Ïðè σ > 0 P ′(s,±0) = P ′(s, 0) i ðîçïîäiëè ξ±(θs) âèçíà÷àþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿìè(9)�(11) ç òi¹þ ðiçíèöåþ, ùî P+(s, x) →
x→0

1.Ïðè m1 < 0 sρ−1(s) →
s→0

(ρ′(0))−1 = |m1|, à ξ+ ìà¹ ðîçïîäië
P{ξ+ > x} = |m1|

d

dx

(∫ ∞

0

P{ξ(t) > x}dt
)
, x > 0.b. ßêùî ξ(t) ìàéæå íåïåðåðâíèé çíèçó ïðîöåñ Ëåâi ç êóìóëÿíòîþ (2), òîäiêîðiíü êóìóëÿíòíîãî ðiâíÿííÿ

rs = −ρ(s) = −cp−(s), p−(s) = P{ξ−(θs) = 0} > 0âèçíà÷à¹ ãåíåðàòðèñè ðîçïîäiëiâ ξ±(θs)



ϕ−(s, α) = p−(s)(c+iα)

ρ(s)+iα
, p−(s)p+(s) = s

s+λ
,

Φ̃+(s, α) = 1
p−(s)

P̃>(s, α) − q−(s)
p−(s)

[
c

c+iα
P̃>(s, α)

]0
+
.

(12)Íàóê. âiñíèê Óæãîðîä óí-òó., 2003., âèï. 8



46 Ä. Â. �ÓÑÀÊÅêñòðåìóìè ξ±(θs) ìàþòü ðîçïîäië
{
P−(s, x) = q−(s)ecp−(s)x, x < 0, p±(s) > 0,

P+(s, x) = (s+λ)p+(s)
s

[
P (s, x) − cq−(s)

∫∞
x
P (s, y)ec(x−y)dy

]
, x > 0.

(13)Ïðè m1 < 0 sp−1
− (s) →

s→0
λp+ i ξ+ ìà¹ íåâèðîäæåíèé ðîçïîäië

P{ξ+ > x} = cλp+

∫ ∞

0

∫ ∞

0

e−cyP{0 ≤ ξ(t) − x < y}dydt, x > 0,

p+ = [1 + λc

∫ ∞

0

∫ ∞

0

e−cyP{0 ≤ ξ(t) < y}dydt]−1.Äîâåäåííÿ. Ñêîðèñòó¹ìîñü îñíîâíîþ �àêòîðèçàöiéíîþ òîòîæíiñòþ äëÿ äîâiëü-íîãî îäíîðiäíîãî ïðîöåñó ç íåçàëåæíèìè ïðèðîñòàìè (äèâ. [1℄, òåîðåìà 3.1, ñ. 61)
ϕ(s, α) = ϕ+(s, α)ϕ−(s, α), Imα = 0. (14)Íà ïiäñòàâi (7) òà (9) äëÿ íàïiâíåïåðåðâíîãî âèïàäêó òîòîæíiñòü (14) ìîæíà ïåðå-ïèñàòè òàê

P̃>(s, α) − P̃<(s, α) = Φ̃+(s, α) − ϕ+(s, α)

ρ(s) + iα
,

(ρ(s) + iα)(P̃>(s, α) − P̃<(s, α)) = ρ(s)Φ̃+(s, α) − 1.Ïiñëÿ îïåðàöi¨ ïðîåêòóâàííÿ çâiäñè âèïëèâà¹, ùî
ρ(s)Φ̃+(s, α) = [ρ(s)(P̃>(s, α) − P̃<(s, α) + ϕ(s, α)]0+ =

= ρ(s)P̃>(s, α) +

∫ ∞

0

eiαxP ′(s, x)dx.Îòæå (10) äîâåäåíî. Îáåðíóâøè (9), (10) âiäíîñíî α, îäåðæèìî (11).Ïðè σ > 0 àíàëîãi÷íî äîâîäèòüñÿ ñïðàâåäëèâiñòü ñïiââiäíîøåíü (9)�(11) ç óðàõó-âàííÿì òîãî, ùî P ′(s, 0) = P ′(s,±0) i p+(s) ≡ 0.Ó âèïàäêó b) ç óðàõóâàííÿì (7) òà çîáðàæåííÿì ϕ−(s, α) â (12) òîòîæíiñòü (14)ïåðåïèøåòüñÿ òàê
P̃>(s, α) − P̃<(s, α) = Φ̃+(s, α)

p−(s)iα+ ρ(s)

ρ(s) + iα
− q−(s)

ρ(s) + iα
.Çâiäñè ïiñëÿ íåñêëàäíèõ ïåðåòâîðåíü çíàõîäèìî, ùî

Φ̃+(s, α) =

[
1

p−(s)

(
1 − cq−(s)

c+ iα

)
(P̃>(s, α) − P̃<(s, α)) +

q−(s)

c+ iα

]0

+

=

=
1

p−(s)
P̃>(s, α) − q−(s)

p−(s)

[
c

c+ iα
P̃>(s, α)

]0

+

.Îòæå äðóãå ñïiââiäíîøåííÿ â (12) äîâåäåíî. Ç (12) ïiñëÿ îáåðíåííÿ îáîõ ñïiââiäíî-øåíü âiäíîñíî α çíàõîäèìî ðîçïîäiëè åêñòðåìóìiâ (13). Ñïiââiäíîøåííÿ äëÿ ðîçïî-äiëó ξ+ ïðè m1 < 0 âèïëèâàþòü âiäïîâiäíî iç ñïiââiäíîøåíü (11) òà (13) ïðè s→ 0.Íàóê. âiñíèê Óæãîðîä óí-òó., 2003., âèï. 8



�ÎÇÏÎÄIËÈ ÅÊÑÒ�ÅÌÓÌIÂ Ï�ÎÖÅÑIÂ ËÅÂI I �Õ ÇÂ'ßÇÎÊ ÇI ÑÕÎÄÈÍÊÎÂÈÌÈ . . . 47Ùîá ñ�îðìóëþâàòè íàñòóïíó ëåìó ç [3℄ äëÿ ïðîöåñó ç õ.�. (2) ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ
h(r) =

∫ ∞

0

erxF (x)dx = ph+(r).Òîäi êóìóëÿíòíå ðiâíÿííÿ ïðè s = 0 çàïèøåòüñÿ òàê
qc+ p(c+ r)rh+(r) = 0. (15)Ïðè óìîâi m1 = Eξ(1) = λ[pµ+ − qc−1] < 0, µ+ = h+(0)

p+(s) →
s→0

p+ = P{ξ+ = 0} > 0, q+ = 1 − p+ > 0.Ïîçíà÷èìî
{

Π0(dz) = p−1
+ (cF (z)dz + dF (z)), z > 0,m1 < 0,

Π(z) = λF (z) = λpF+(z), z > 0,m1� äîâiëüíîãî çíàêó. (16)Äëÿ íåïåðåðâíîãî çíèçó ïðîöåñó ξ(t) ç êóìóëÿíòîþ (8) ïîçíà÷èìî
Π(z) =

∫ ∞

z

Π(dy), K(s, x) =

∫ 0

−∞
Π(x− y)dP−(s, y), z, x > 0.Öþ çãîðòêó Π(z) ç ðîçïîäiëîì ìiíiìóìó P−(s, x) áóäåìî ðîçãëÿäàòè ïðè x > 0 i äëÿ

ξ(t) ç õ.�. (2)




K(s, x) = p−(s)Π(x) + q−(s)ρ(s)
∫∞
x
eρ(s)(x−y)Π(y)dy,

k̃(s, ν) =
∫∞

0
e−νxK(s, x)dx = p−(s)

ρ(s)−ν [(c− ν)Π̃(ν) − cq−(s)Π̃(ρ(s))],

ρ(s) = cp−(s), p−(s) = P{ξ−(θs) = 0} > 0.

(17)Ñ�îðìóëþ¹ìî ëåìó ïðî ðîçïîäië ξ+(θs) â òåðìiíàõ çãîðòîê K(s, x).Ëåìà 2. a. Íåõàé ξ(t) � íåïåðåðâíèé çíèçó ó çâè÷àéíîìó ñåíñi ïðîöåñ ç êóìó-ëÿíòîþ (8). Òîäi
{
K(s, x) = ρ(s)

∫∞
x
eρ(s)(x−y)Π(y)dy, x > 0,

k̃(s, ν) = ρ(s)
ρ(s)−ν (Π̃(ν) − Π̃(ρ(s))), Π̃(ν) =

∫∞
0
e−νxΠ(x)dx.

(18)�åíåðàòðèñà ξ+(θs) ÷åðåç k̃(s, y) ç (18) âèçíà÷à¹òüñÿ òàê
Ee−νξ

+(θs) =
s

s+ ν
(
−σ2

2
ρ(s) + k̃(s, ν)

) , s > 0. (19)Ïðè m1 < 0 ρ(s) →
s→0

0, ρ′(0) = |m1|−1,

−k̃0(ν) = lim
s→0

νs−1k̃(s, ν) = |m1|−1(Π̃(0) − Π̃(ν)).Òîìó ïðè m1 < 0 iñíó¹ íåâèðîäæåíèé ðîçïîäië ξ+ ç ãåíåðàòðèñîþ
{
Ee−νξ

+
= lims→0Ee

−νξ+(θs) = (1 − k∗(ν))
−1,

k∗(ν) = |m1|−1
[
σ2

2
ν +

∫∞
0

(e−νx − 1)Π(x)dx
]
.

(20)Íàóê. âiñíèê Óæãîðîä óí-òó., 2003., âèï. 8



48 Ä. Â. �ÓÑÀÊb. ßêùî ξ(t) ìàéæå íåïåðåðâíèé çíèçó ïðîöåñ ç êóìóëÿíòîþ (2), òîäi ãåíåðà-òðèñà ξ+(θs) âèçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç k̃(s, ν) ç (17) òàê
Ee−νξ

+(θs) = s(s+ νk̃(s, ν))−1. (21)Ïðè m1 < 0 ρ(s) →
s→0

0, ρ′(0) = c(λp+)−1 > 0, p+ = P{ξ+ = 0} = c|m1|
λ

;

k̃0(ν) = − lim
s→0

s−1νk̃(s, ν) =

∫ ∞

0

(e−νx − 1)Π0(dx),i ðîçïîäië àáñîëþòíîãî ìàêñèìóìó ξ+ âèçíà÷à¹òüñÿ ãåíåðàòðèñîþ
Ee−νξ

+

= (1 − k̃0(ν))
−1 = p+(1 − q+g0(ν))

−1, (22)

g0(ν) = λ−1
0

∫ ∞

0

e−νxΠ0(dx), λ0 = p(1 + cµ+)p−1
+ = q+p

−1
+ <∞,(Π0(dx) äèâ. â (16), p+ = P{ξ+ = 0} > 0, q+ = 1 − p+).Äîâåäåííÿ îáîõ ÷àñòèí ëåìè âèïëèâà¹ ç íàñëiäêiâ 1 òà 8 â [3℄. Çîêðåìà (20) òà(22) âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî ïðè m1 < 0 iñíó¹ ïîõiäíà ïî s â 0

∂

∂s
K(s, x) →

s→0
ρ′(0)

∫ ∞

x

Π(y)dy ⇒ k̃0(ν) = − lim
s→0

νk̃′s(s, ν).Çàóâàæèìî, ùî ïðè σ2 = 0 ãåíåðàòðèñó (20) ìîæíà ïåðåïèñàòè ó âèãëÿäi �îðìóëèÏîëÿ÷åêà-Õií÷èíà, ÿê i îñòàííþ ÷àñòèíó �îðìóëè (22). Â ñåðåäíié ÷àñòèíi (22) k̃0(ν)¹ êóìóëÿíòîþ ìîíîòîííî íåñïàäíîãî ïðîöåñó ξ0(t), à k∗(ν)â (20) ïðè σ > 0 ¹ êóìó-ëÿíòîþ ñòðîãî çðîñòàþ÷îãî ïðîöåñó ξ∗(t) iç êîå�iöi¹íòîì çíåñåííÿ a∗ = σ2

2|m1| > 0.Òîìó ãåíåðàòðèñó ξ+ âiäïîâiäíî ìîæíà çàïèñàòè òàê
Ee−νξ

+

=

{
Ee−νξ∗(θ1) =

∫∞
0
e−tEe−νξ∗(t)dt,

Ee−νξ0(θ1) =
∫∞
0
e−tEe−νξ0(t)dt.Îòæå êîìïîíåíòè ïåðøî¨ �àêòîðèçàöiéíî¨ òîòîæíîñòi (14) äëÿ íåïåðåðâíîãî çíèçóïðîöåñó Ëåâi ç êóìóëÿíòîþ (8) âèðàæàþòüñÿ íà ïiäñòàâi ëåìè 1 ñïiââiäíîøåííÿìè(9)�(10), à äëÿ ìàéæå íåïåðåðâíîãî çíèçó ïðîöåñó ç êóìóëÿíòîþ (2) � ñïiââiäíî-øåííÿìè (12). Íà ïiäñòàâi ëåìè 2 êîìïîíåíòè òîòîæíîñòi (14) âèðàæàþòüñÿ ÷åðåç

k̃(s, ν) � iíòåãðàëüíi ïåðåòâîðåííÿ çãîðòîê Π ∗ P−(s, x) çà äîïîìîãîþ ñïiââiäíîøåíü(19) òà (20).Äîâåäåíà â [6℄ äðóãà �àêòîðèçàöiéíà òîòîæíiñòü äëÿ âèïàäêîâèõ áëóêàíü ìà¹ìiñöå i äëÿ îäíîðiäíèõ ïðîöåñiâ ç íåçàëåæíèìè ïðèðîñòàìè i çàïèñó¹òüñÿ ó âèäîçìi-íåíié �îðìi òàê (äèâ. [1℄, òåîðåìà 3.1, ñ.130)
B+(s, u, µ) =: E[e−sτ

+(θ′µ)−uγ+(θ′µ), τ+(θ′µ) <∞] =
µ

µ− u

[
1 − ϕ+(s, iµ)

ϕ+(s, iu)

]
. (23)Â òåðìiíàõ Φ±(s, α) (äèâ.(10) òà (11)) òîòîæíiñòü (23) çàïèøåòüñÿ òàê:

B+(s, u, µ) =
uΦ+(s, iu) − µΦ+(s, iµ)

1 − µΦ+(s, iµ)
.Íàóê. âiñíèê Óæãîðîä óí-òó., 2003., âèï. 8



�ÎÇÏÎÄIËÈ ÅÊÑÒ�ÅÌÓÌIÂ Ï�ÎÖÅÑIÂ ËÅÂI I �Õ ÇÂ'ßÇÎÊ ÇI ÑÕÎÄÈÍÊÎÂÈÌÈ . . . 49Òîäi ç ëåì 1, 2 âèïëèâà¹, ùî ñïiëüíèé ðîçïîäië {τ+(x), γ+(x)} íà ïiäñòàâi (23) òàêîæìîæíà âèðàçèòè â òåðìiíàõ ðîçïîäiëó äîäàòíèõ çíà÷åíü ïðîöåñó (äèâ. (9) � (10) i(2)) òà â òåðìiíàõ çãîðòîê Π ∗ P−(s, x) (äèâ. (9) òà (20)).Íàì ïîòðiáíà ùå ëåìà ïðî çàëåæíiñòü ìiæ γ+(0) òà ξ+(θs), ÿêà áàçó¹òüñÿ íà ðå-çóëüòàòàõ íàñëiäêiâ 6 òà 8 ç [3℄.Ëåìà 3. a. Íåõàé ξ(t) íåïåðåðâíèé çíèçó ïðîöåñ Ëåâi ç îáìåæåíîþ âàðiàöi¹þ
(σ2 = 0, a < 0)

ψ(α) = iαa+

∫ ∞

0

(eiαx − 1)Π(dx),

∫ ∞

0

Π(x)dx <∞. (24)Òîäi ìà¹ ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ
P{ξ+(θs) > 0, γ+(0) > z} =

1

|a|

∫ ∞

z

e(z−y)ρ(s)Π(y)dy, z > 0. (25)Ïðè óìîâi m1 = a+ Π̃(0) < 0 ρ(s) →
s→0

0, ξ+ ìà¹ íåâèðîäæåíèé ðîçïîäië i
P{ξ+ > 0, γ+(0) > z} =

1

|a|

∫ ∞

z

Π(y)dy →
z→0

Π̃(0)

|a| = q+ < 1. (26)Ïðè m1 = 0 ρ(s) →
s→0

0, q+ = 1

P{γ+(0) > z} =
1

|a|

∫ ∞

z

Π(y)dy →
z→0

1. (27)Ïðè m1 > 0, ρ(s) → ρ = 1
|a|p′+(0)

> 0, r0 = −ρ � êîðiíü ðiâíÿííÿ Π̃(ρ) = |a|. �îçïîäiëè
ξ− òà γ+(0) âèçíà÷àþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿìè

{
P{ξ− < x} = eρx, x ≤ 0,

P{γ+(0) > z} = 1
|a|
∫∞
z
e(z−y)ρΠ(y)dy →

z→0
1.

(28)Âiäïîâiäíî ãåíåðàòðèñè γ+(0) òà τ+(0) âèçíà÷àþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿìè
g(ν) = E

[
e−νγ

+(0)/τ+(0) <∞
]

=





Π̃(ν)(|a|q+)−1, q+ < 1,m1 < 0,

Π̃(ν)|a|−1,m1 = 0,
ρ

ρ−ν − ν
|a|(ρ−ν)Π̃(ν), m1 > 0,

(29)

q+(s) = f+(s) =




E[e−sτ

+(0), τ+(0) <∞] = |a|−1Π̃(ρ(s)) →
s→0

q+ < 1,m1 < 0

Ee−sτ
+(0) = |a|−1Π̃(ρ(s)) →

s→0
1,m1 ≥ 0.

(30)b. Ñïiëüíèé ðîçïîäië {τ+(0), γ+(0)} äëÿ ìàéæå íåïåðåðâíîãî çíèçó ïðîöåñó ξ(t)ç êóìóëÿíòîþ (2) âèçíà÷à¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿì
E[e−sτ

+(0), γ+(0) > z, τ+(0) <∞] = P{ξ+(θs) > 0, γ+(0) > z} =

=
1

s+ λ

[
Π(z) + cq−(s)

∫ ∞

z

e(z−y)ρ(s)Π(y)dy

]
, z > 0.

(31)Íàóê. âiñíèê Óæãîðîä óí-òó., 2003., âèï. 8



50 Ä. Â. �ÓÑÀÊäå Π(z) = λpF+(z); à ïðè z = 0

E[e−sτ
+(0), τ+(0) <∞] = q+(s) =

1

s+ λ

[
Π(0) + cq−(s)Π̃ρ(s)

]
. (32)Ïðè óìîâi m1 = λ(pµ+ − qc−1) < 0, ρ(s) = cp−(s) →

s→0
0, q−(s) →

s→0
1,

P{ξ+ > 0, γ+(0) > z} = p[F+(z) + c

∫ ∞

z

F+(y)dy], z ≥ 0, (33)

lim
s→0

q+(s) = q+ = p+ cpµ+ < p+ q < 1.Ïðè óìîâi m1 = 0 p+(s) →
s→0

0, q+ = 1 i ìà¹ ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ
P{γ+(0) > z} = p[F+(z) + c

∫ ∞

z

F+(y)dy], z ≥ 0. (34)Ïðè óìîâi m1 > 0 ρ(s) = cp−(s) →
s→0

cp− > 0, q+ = 1, à ðîçïîäië γ+(0) âèçíà÷à¹òüñÿñïiââiäíîøåííÿì äëÿ z > 0

P{γ+(0) > z} = p[F+(z) + c

∫ ∞

z

ecp−(z−y)F+(y)dy]. (35)�åíåðàòðèñà äëÿ γ+(0) g(ν) = E[exp{−νγ+(0)}/ξ+ > 0] âèðàæà¹òüñÿ òàê
g(ν) =





p
q+

[∫∞
0
e−νxdF+(x) + c

∫∞
0
e−νxF+(x)dx

]
,m1 < 0,

p
[∫∞

0
e−νxdF+(x) + ch+(−ν)

]
,m1 = 0,

1 + νp
[
h+(−ν) + cq−

cp−−ν (h+(r0) + h+(−ν))
]
,m1 > 0.

(35)�åíåðàòðèñà äëÿ τ+(0) âèðàæà¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿì (32), ïðè öüîìó



f+(s) = E[e−sτ

+(0), τ+(0) <∞] →
s→0

q+, ÿêùî m1 < 0,

f+(s) = Ee−sτ
+(0) →

s→0
1, ÿêùî m1 ≥ 0.

(36)Ïðè m1 > 0 ðîçïîäië ξ− âèçíà÷à¹òüñÿ ãåíåðàòðèñîþ
Eeνξ

−
=
p−(c+ ν)

cp− + ν
, p− = P{ξ− = 0} > 0. (37)�îçãëÿíåìî ñõîäèíêîâi �óíêöiîíàëè ñïî÷àòêó äëÿ ñõiä÷àñòîãî ïðîöåñà ξ(t) ç êó-ìóëÿíòîþ (2). Ïîçíà÷èìî ìîìåíòè ïîñëiäîâíîãî äîñÿãíåííÿ ìàêñèìàëüíèõ çíà÷åíüïðîöåñîì ξ(t)

τ+(0) = τ+
1 < τ+

2 < . . . < τ+
n < . . . , η+

k = τ+
k − τ+

k−1, k ≥ 1.

ξ+(t) = ξ+(τ+
k−1), ÿêùî t ∈ [τ+

k−1, τ
+
k )à ñõîäèíêîâi âèñîòè ïîçíà÷èìî

γ+(0) = γ+
1 , γ

+
k = ξ(τ+

k ) − ξ(τ+
k−1), k ≥ 1.Íàóê. âiñíèê Óæãîðîä óí-òó., 2003., âèï. 8



�ÎÇÏÎÄIËÈ ÅÊÑÒ�ÅÌÓÌIÂ Ï�ÎÖÅÑIÂ ËÅÂI I �Õ ÇÂ'ßÇÎÊ ÇI ÑÕÎÄÈÍÊÎÂÈÌÈ . . . 51Â ñèëó îäíîðiäíîñòi é ìàðêîâîñòi ïðîöåñó ξ(t) {η+
k , γ

+
k }k≥1 ¹ ïîñëiäîâíiñòþ íåçàëå-æíèõ îäíàêîâî ðîçïîäiëåíèõ ïàð âèïàäêîâèõ âåëè÷èí.Ïðè óìîâi m1 < 0 ðîçïîäië τ+

1 = τ+(0) ðîçãëÿäà¹òüñÿ íà ïîäi¨ A+

A+ = {ω : τ+(0) <∞}, f+(s) = E[e−sτ
+(0), A+] → q+ < 1. (38)Ïàðó {τ+(0), γ+(0)} = {τ+

1 , γ
+
1 } íàçâåìî ïî÷àòêîâèìè ñõîäèíêîâèìè �óíêöiîíàëàìè,¨õ ðîçïîäiëè âèçíà÷àþòü âiäïîâiäíî ðîçïîäiëè {η+

k , γ
+
k }, k > 1.Àíàëîãi÷íî âèçíà÷àþòüñÿ ñõîäèíêîâi �óíêöiîíàëè äëÿ ïðîöåñó ξ(t) ç êóìóëÿíòîþ(24), ÿêùî Π(x) = λF (x) (x > 0). Ïîñëiäîâíiñòü {τ+
n }n≥1 τ+

n =
∑m

k=1 η
+
k ¹ ñõåìîþâiäíîâëåííÿ. Âiäïîâiäíî ïðîöåñ âiäíîâëåííÿ òà éîãî ðîçïîäië ïîçíà÷èìî

N(t) = max{n : τ+
n ≤ t}, t ≥ 0, pk(t) = P{N(t) = k}, k ≥ 0.Ïîñêiëüêè

pk(t) = P{τ+
k ≤ t} − P{τ+

k+1 ≤ t} = Fk(t) − Fk+1(t),òî ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà-Êàðñîíà äëÿ pk(t) ïiñëÿ iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè íàáóâà¹âèãëÿäó
p̃k(s) =: s

∫ ∞

0

e−stpk(t)dt = −
∫ ∞

0

pk(t)d(e
−st) = fk+(s)[1 − f+(s)]. (39)Ïðè m1 < 0 iñíó¹ ãðàíèöÿ

πk = lim
s→∞

p̃k(s) = lim
t→∞

pk(t) = qk+p+, k ≥ 0, (40)ÿêà âèçíà÷à¹ åðãîäè÷íèé ðîçïîäië ïðîöåñó âiäíîâëåííÿ N(t).Êîðèñòóþ÷èñü ñõîäèíêîâèìè òî÷êàìè {η+
k , γ

+
k }k≥1 òà ïðîöåñîì âiäíîâëåííÿ N(t)ââåäåìî ñóïðîâiäíèé �óíêöiîíàë äëÿ ìàêñèìóìó ïðîöåñó ξ+(t)

ξ̃+(t) = S+
N(t), S

+
n =

n∑

k=0

γ+
k , γ

+
0 = 0. (41)Áóäåìî ââàæàòè, ùî ïðè k ≥ 1 γ+

k , η+
k íåçàëåæíi, à ¨õ ãåíåðàòðèñè òàêi: Ee−uγ+

k =

= g(z), E[e−sη
+
k , A+] = f+(s) = q+(s) (g(z), f+(s) äèâ. (32), (35) òà (36)).Òåîðåìà 1. �îçïîäië ξ̃+(t) äëÿ ïðîöåñó ç êóìóëÿíòîþ (2) âèçíà÷à¹òüñÿ ãåíåðà-òðèñîþ {

ϕ̃+
t (z) =: Ee−zξ̃

+(t) =
∑∞

k=0 pk(t)g
k(z),

ϕ̃+(s, z) =: Ee−zξ̃
+(θs) = 1−f+(s)

1−f+(s)g(z)
,

(42)Ïðè óìîâi m1 < 0 iñíó¹ ãðàíè÷íèé ðîçïîäië ξ̃+ ç ãåíåðàòðèñîþ
ϕ̃+(z) = lim

s→0
ϕ̃+(s, z) = Ee−zξ̃

+

, (43)ïðè öüîìó
ϕ̃+(z) = Ee−zξ

+

=
p+

1 − q+g(z)
, äèâ. (22), g0(z) ≡ g(z). (44)Íàóê. âiñíèê Óæãîðîä óí-òó., 2003., âèï. 8



52 Ä. Â. �ÓÑÀÊÄîâåäåííÿ. Ïiñëÿ óñåðåäíåííÿ ïî ðîçïîäiëó N(t) ç (41) âèïëèâà¹ ïåðøå ñïiââiä-íîøåííÿ â (42). Ïiñëÿ iíòåãðàëüíîãî ïåðåòâîðåííÿ çâiäñè ç óðàõóâàííÿì (39) îäåð-æèìî
ϕ̃+(s, z) = s

∫ ∞

0

e−stϕ+
t (z)dt =

∞∑

k=0

p̃k(s)g
k(s) =

= (1 − f+(s))
∞∑

k=0

fk+(s)gk(s) =
1 − f+(s)

1 − f+(s)g(z)i (42) ïîâíiñòþ äîâåäåíî. �åíåðàòðèñà (43) ïðè óìîâi m1 < 0 âèçíà÷à¹òüñÿ ç (42)øëÿõîì ãðàíè÷íîãî ïåðåõîäó (s→ 0).Òåîðåìà 2. Íåõàé ξ(t) � íåïåðåðâíèé çíèçó ó çâè÷àéíîìó ñåíñi ïðîöåñ ç êóìó-ëÿíòîþ (24), Π(x) = λF (x), x > 0, λ <∞. Òîäi �óíêöiîíàë ξ̃+(t) ìà¹ ãåíåðàòðèñó
ϕ̃+(s, z) =

1 − f+(s)

1 − f+(s)g(z)
, (45)äå g(z) òà f+(s) âèçíà÷àþòüñÿ çà äîïîìîãîþ (29) òà (30) çàëåæíî âiä çíàêó m1.Ïðè óìîâi m1 < 0 iñíó¹ íåâèðîäæåíèé ðîçïîäië ξ̃+, ùî âèçíà÷à¹òüñÿ ãåíåðàòðèñîþ

Ee−νξ̃
+

= Ee−νξ
+

= [1 − λρ′(0)(h(−ν) − h(0))]−1, ρ′(0) =
1

|m1|
. (46)Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2 àíàëîãi÷íå äîâåäåííþ òåîðåìè 1. Ïðè öüîìó îáìåæåííÿ,ùî Π(x) = λF (x), x > 0, λ < ∞, ìîæíà çíÿòè i äîâåñòè ñïiââiäíîøåííÿ (45) òà(46) äëÿ äîâiëüíîãî ïðîöåñó ç îáìåæåíîþ âàðiàöi¹þ. Äëÿ öüîãî ñëiä ââåñòè óðiçàíèéïðîöåñ ξn(t) ç êóìóëÿíòîþ

ψn(α) = iαa+

∫ ∞

1
n

(eiαx − 1)Π(dx), λn =

∫ ∞

1
n

Π(dx), n→ ∞.�îçïîäië ñóïðîâiäíîãî �óíêöiîíàëó ξ̃+
n (θs) âèçíà÷èòüñÿ âiäïîâiäíèì äîãðàíè÷íèìñïiââiäíîøåííÿì ïîäiáíèì äî (46)

Ee−zξ̃
+
n (θs) =

1 − f
(n)
+ (s)

1 − f
(n)
+ (s)gn(z)

. (47)Çãiäíî ç òåîðåìîþ Ñêîðîõîäà ïðî íåïåðåðâíiñòü �óíêöiîíàëiâ (äèâ. [1℄, ãë. 1, �3)
f

(n)
+ (s) = E[e−sτ

+
n (0), τ+

n (0) <∞] →
n→∞

E[e−sτ
+(0), τ+(0) <∞],

gn(z) = Ee−zγ
+
n (0) →

n→∞
Ee−zγ

+(0),äå τ+
n (0) = inf{t : ξn(t) > 0}, γ+

n (0) = ξn(τ
+
n (0)), âèïëèâà¹, ùî ïðàâà ÷àñòèíà â (47)ìà¹ ãðàíèöþ, ÿêà âèçíà÷à¹ ãåíåðàòðèñó ãðàíè÷íîãî ñóïðîâiäíîãî �óíêöiîíàëó ξ̃+(t)äëÿ ξ(t) ç êóìóëÿíòîþ (24)

ξ(t)
P→ lim

n→∞
ξn(t), ξ̃

+(t) = lim
n→∞

ξ̃+
n (t).Íàóê. âiñíèê Óæãîðîä óí-òó., 2003., âèï. 8



�ÎÇÏÎÄIËÈ ÅÊÑÒ�ÅÌÓÌIÂ Ï�ÎÖÅÑIÂ ËÅÂI I �Õ ÇÂ'ßÇÎÊ ÇI ÑÕÎÄÈÍÊÎÂÈÌÈ . . . 53Âîíà çàäîâîëüíÿ¹ ñïiââiäíîøåííÿ (45). Àíàëîãi÷íî ãðàíè÷íèì ïåðåõîäîì (n → ∞)âñòàíîâëþ¹òüñÿ ñïðàâåäëèâiñòü ñïiââiäíîøåííÿ (44) äëÿ äîâiëüíîãî ïðîöåñó ξ(t) çêóìóëÿíòîþ (24). Â äåÿêèõ ÷àñòèííèõ âèïàäêàõ íåçàëåæíî âiä çíàêó m1

E[e−sτ
+(0)−uγ+(0), τ+(0) <∞] = E[e−sτ

+(0), τ+(0) <∞]Ee−uγ
+(0). (48)(Äèâ.ïðèêëàä âêiíöi). Â òàêèõ âèïàäêàõ ñóïðîâiäíèé �óíêöiîíàë ξ̃+(θs) òà ξ+(θs)çáiãàþòüñÿ.ßêùî ïðîöåñ ξ(t) ç îáìåæåíîþ âàðiàöi¹þ ìà¹ ñòðèáêè áóäü-ÿêîãî çíàêó ç äîâiëü-íèì ðîçïîäiëîì i a ≤ 0, òîäi äëÿ ãåíåðàòðèñè ïåðåñòðèáó g(u) íåìà¹ çîáðàæåíü òèïó(29) òà (35). Îäíàê ç äðóãî¨ �àêòîðèçàöiéíî¨ òîòîæíîñòi (23) ìîæíà çíàéòè ñïiâ-âiäíîøåííÿ çâ'ÿçêó ìiæ ðîçïîäiëîì ξ+(θs) òà ñïiëüíèì ðîçïîäiëîì {τ+(0), γ+(0)} iâèðàçèòè g(u) â iíøèõ òåðìiíàõ. Íàãàäà¹ìî, ùî äëÿ äîâiëüíîãî ñêëàäíîãî ïóàññîíiâ-ñüêîãî ïðîöåñó ξ(t) ç |m1| <∞ ìîæëèâi òðè âèïàäêè ïîâåäiíêè ϕ+(s, α) ïðè s→ 0 :a) m1 = Eξ(1) < 0; òîäi lims→0 ϕ+(s, iu) = Ee−uξ

+
.b) m1 > 0; òîäi lims→0 s

−1ϕ+(s, iu) =
∫∞
0
Ee−uξ

+(t)dt =
∫∞

0
e−uxdEτ+(x); çîêðåìà

s−1p+(s) →
s→0

Eτ+(0) =
∫∞

0
P{τ+(0) > t}dt.) m1 = 0, σ2

1 = Dξ(1) <∞, òîäi
lim
s→0

s−
1
2ϕ+(s, iu) = Φ̃+(u) =

∫ ∞

−0

e−uxdΦ+(x), (49)äå Φ̃+(u) âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç ãðàíè÷íå çíà÷åííÿ êîìïîíåíòè êàíîíi÷íî¨ �àêòîðèçàöi¨�ïiäêîðåêòîâàíî¨"õ.�. ϕ(s, α). Äëÿ ¨¨ âèçíà÷åííÿ çãiäíî ç [1℄ (äèâ. ãë.2, �2, .51�52;ãë.4, �1, .219) ââîäèòüñÿ �óíêöiÿ
sg−1(s, α) = (v± + iα)ϕ(s, α), ±v± > 0.Ó âèïàäêàõ, ùî îõîïëþþòü ðîçãëÿäóâàíi òóò ïðîöåñè ξ(t) :

A±
2 : c1 =

∫

|x|≤1

|x|Π(dx) <∞, d = a−
∫

|x|<1

xΠ(dx), ±d > 0.Çà òåîðåìîþ 2.1 (äèâ. [1℄, .51) ìà¹ ìiñöå êàíîíi÷íà �àêòîðèçàöiÿ
g(s, α) = g+(s, α)g−(s, α), Imα = 0.Çà òåîðåìîþ 1.4 (äèâ. [1℄, .219) Φ̃+(u) âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç

g+(iu) = lim
s→0

g+(s, iu),çîêðåìà, ó âèïàäêó A+
2

Φ̃+(u) =

√
2

σ1

g+(0)

ug+(u)
. (50)Ôóíêöiÿ Φ+(x) (x > 0) � ìîíîòîííî íåñïàäíà, Φ+(+0) = c+ > 0, Φ+(x) ≡ 0, x < 0.Ñïðàâåäëèâå òâåðäæåííÿ ïðî çâ'ÿçîê ìiæ ðîçïîäiëàìè ξ+(θs) òà {τ+(0), γ+(0)}. Ïî-çíà÷èìî

f+(s, u) = E[e−sτ
+(0)−uγ+(0), τ+(0) <∞] = E[e−uγ

+(0), ξ+(θs) > 0].Íàóê. âiñíèê Óæãîðîä óí-òó., 2003., âèï. 8



54 Ä. Â. �ÓÑÀÊÒåîðåìà 3. Íåõàé ξ(t) � ïðîöåñ Ëåâi ç îáìåæåíîþ âàðiàöi¹þ òà êóìóëÿíòîþ
ψ(α) =: lnEeiαξ(1) = iαa+

∫ ∞

−∞
(eiαx − 1)Π(dx), a ≤ 0,

∫

|x|<1

|x|Π(dx) <∞. (51)Òîäi çâ'ÿçîê ìiæ ðîçïîäiëàìè ξ+(θs) òà {τ+(0), γ+(0)} âèðàæà¹òüñÿ ñïiââiäíîøåí-íÿì
ϕ+(s, iu) = (1 − q+(s))[1 − f+(s, u)]−1. (52)Ïðè m1 < 0 ãåíåðàòðèñà f+(0, u) âèçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç ðîçïîäië ξ+

f+(0, u) = E[e−uγ
+(0), τ+(0) <∞] = 1 − p+(Ee−uξ

+

)−1. (53)ßêùî m1 > 0, òîäi g(u) âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç T+(x) = Eτ+(x) (x ≥ 0)

g(u) = f+(0, u) = 1 − T+(0)[

∫ ∞

−0

e−uxdT+(x)]−1. (54)ßêùî m1 = 0, σ2
1 = Dξ(1) <∞, òîäi

g(u) = f+(0, u) = 1 − c+

Φ̃+(u)
(Φ̃+(u) = c+ +

∫ ∞

+0

e−uxdΦ+(x) →
u→0

−→ ∞). (55)ßêùî 0 ≤ m1 < ∞, òîäi γ+(∞) � ïåðåñòðèáîê ÷åðåç ðiâåíü x → ∞ ìà¹ ùiëüíiñòüðîçïîäiëó
d

dz
P{γ+(∞) < z} = (Eγ+(0))−1P{γ+(0) > z}, z > 0. (56)Äîâåäåííÿ. �åíåðàòðèñó äëÿ {τ+(0), γ+(0)} ìîæíà îäåðæàòè ç (23) ïðè µ→ ∞.

lim
µ→∞

B(s, u, µ) = E[e−sτ
+(0)−uγ+(0), τ+(0) <∞] = 1 − p+(s)

ϕ+(s, iu)
.Çâiäñè âèïëèâà¹ ñïiââiäíîøåííÿ

p+(s)

ϕ+(s, iu)
= 1 − E[e−sτ

+(0)−uγ+(0), τ+(0) <∞],ç ÿêîãî âèçíà÷à¹òüñÿ ϕ+(s, iu) çà �îðìóëîþ (52).Ïðè m1 < 0 ç (52) ïðè s→ 0 ç óðàõóâàííÿì à) âèïëèâà¹ (53).Ïðè m1 > 0 P{τ+(θµ) < ∞} = 1, òîìó ç (23) ïðè s → 0 çíàõîäèìî ãåíåðàòðèñó
γ+(θµ)

Ee−uγ
+(θµ) =

µ

µ− u
(1 −

∫ ∞

0

Ee−µξ
+(t)dt[

∫ ∞

0

Ee−uξ
+(t)dt]−1).Çàóâàæèìî, ùî ïðè x ≥ 0 ç óðàõóâàííÿì â)

∫ ∞

0

P{ξ+(t) ≤ x}dt =

∫ ∞

0

P{τ+(x) > t}dt = Eτ+(x).Òîìó ç îñòàííüîãî ñïiââiäíîøåííÿ ïðè µ→ ∞ âèçíà÷à¹òüñÿ
g(u) = lim

µ→∞
Ee−uγ

+(θµ) = 1 − Eτ+(0)

∫ ∞

0

∫ ∞

0

e−uxdxP{τ+(x) > t}dt.Íàóê. âiñíèê Óæãîðîä óí-òó., 2003., âèï. 8



�ÎÇÏÎÄIËÈ ÅÊÑÒ�ÅÌÓÌIÂ Ï�ÎÖÅÑIÂ ËÅÂI I �Õ ÇÂ'ßÇÎÊ ÇI ÑÕÎÄÈÍÊÎÂÈÌÈ . . . 55Çâiäñè ïiñëÿ çìiíè ïîðÿäêó iíòåãðóâàííÿ âèïëèâà¹ (54).Àíàëîãi÷íî ïðè m1 = 0 ç óðàõóâàííÿì (49) ç (23) ïðè s→ 0 òà µ→ ∞ âèâîäèòüñÿ(55). Çîêðåìà, ó âèïàäêó A+
2 çãiäíî ç (50) ñïiââiäíîøåííÿ (55) ïåðåïèøåòüñÿ òàê

g(u) =: Ee−γ
+(0)u = 1 − σ1c+

ug+(iu)√
2g+(0)

. (57)Çãiäíî íàñëiäêó 3.1 (äèâ. [1℄, .131) ìà¹ ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ
Ee−uγ

+(∞) = (uEγ+(0))−1[1 − Ee−uγ
+(0)]. (58)Âîíî òàêîæ âèïëèâà¹ ç (23). Ïiñëÿ îáåðíåííÿ âiäíîñíî u âñòàíîâëþ¹òüñÿ (56). Ç (57)òà (58) âèïëèâà¹, ùî

1 − g(u) = uEγ+(0)Ee−uγ
+(∞) = c+σ1

ug+(iu)√
2g+(0)

.Öå îçíà÷à¹, ùî ãðàíè÷íå çíà÷åííÿ êîìïîíåíòè êàíîíi÷íî¨ �àêòîðèçàöi¨ g+(iu) ó âè-ïàäêó A+
2 ïðîïîðöiîíàëüíå ãåíåðàòðèñi γ+(∞)

g+(iu) = kEe−uγ
+(0), k = g+(0), 2Eγ+(0) = σ1c+.Òàêèé âèñíîâîê ïðî çâ'ÿçîê ìiæ g+(u) òà E exp{−uγ+(∞)} çàñëóãîâó¹ íà óâàãó ïðèàíàëiçi çàäà÷ â òåîði¨ ìàñîâîãî îáñëóãîâóâàííÿ òà â òåîði¨ ðèçèêó ïðè m1 → 0 (óêðèòè÷íîìó âèïàäêó).Òåîðåìà 3 óçàãàëüíþ¹ ïîïåðåäíi òåîðåìè, â ÿêèõ âñòàíîâëåíi ñïiââiäíîøåííÿ äëÿðîçïîäiëó ñóïðîâiäíîãî �óíêöiîíàëó ξ̃+(θs) äëÿ ìàêñèìóìó ÷åðåç ðîçïîäië ïî÷àòêî-âèõ ñõîäíèêîâèõ �óíêöiîíàëiâ {τ+(0), γ+(0)} i óçàãàëüíþ¹ òàêîæ äåÿêi ðåçóëüòàòèëåì; çîêðåìà äëÿ ãåíåðàòðèñè ïåðåñòðèáêó γ+(0) îäåðæàíî ñïiââiäíîøåííÿ áiëüøçàãàëüíîãî ïëàíó â òåðìiíàõ ðîçïîäiëó àáñîëþòíîãî ìàêñèìóìó (m1 < 0) òà ïðè

m1 ≥ 0 â òåðìiíàõ iíòåãðàëüíèõ ïåðåòâîðåíü Ëàïëàñà-Ñòiëò'¹ñà ìîíîòîííèõ íåîáìå-æåíî çðîñòàþ÷èõ �óíêöié.Ïðèêëàä. Íåõàé ñòðèáêè ïðîöåñó ξ(t) ìàþòü iíòåíñèâíiñòü λ = 1 i õ.�.
ϕ(α) =

1

2

(
c

c+ iα
+

1

1 − iα

)
=

2c+ iα(1 − c)

2(c+ iα)(1 − iα)
;

ψ(α) = ϕ(α) − 1 =
(c− 1)iα+ 2(iα)2

2(c+ iα)(1 − iα)
.Ïðè iα = r êóìóëÿíòíå ðiâíÿííÿ ψ(α) = s íàáóâà¹ âèãëÿäó

2(1 + s)r2 − (1 − c)(1 + 2s)r − 2sc = 0. (58)Ïðè óìîâi m1 = 1
2

(
1 − 1

c

)
= 0, c = 1, Dξ(1) = 2 (58) ñïðîñòèòüñÿ
(1 + s)r2 = s, r1,2(s) = ±

√
s

s+ 1
.×åðåç çíàéäåíi êîðåíi âèðàæàþòüñÿ ðîçïîäiëè îáîõ åêñòðåìóìiâ

Eeiαξ
±(θs) =

p±(s)(1 ∓ iα)

p±(s) ∓ iα
, P+(s, x) = 1 − q+(s) exp{−xp+(s)}, x ≥ 0,Íàóê. âiñíèê Óæãîðîä óí-òó., 2003., âèï. 8



56 Ä. Â. �ÓÑÀÊ
p±(s) = P{ξ±(θs) = 0} =

√
s

s+ 1
, s ≥ 0, s−

1
2P+(s, x) →

s→0
1 + x.Îòæå ∫ ∞

0

e−stP{ξ±(t) = 0}dt =
1√

s(s+ 1)
.Ïiñëÿ îáåðíåííÿ âiäíîñíî s îäåðæèìî

P{ξ±(t) = 0} = e−
t
2 I0

(
t

2

)
=

2

π
e−

t
2

∫ 1

0

cos xt
2√

1 − x2
dx.Âiäïîâiäíî ãåíåðàòðèñà i ðîçïîäië τ+(0) âèðàæàþòüñÿ òàê

Ee−sτ
+(0) = q+(s) = 1 −

√
s

s+ 1
, P{τ+(0) > t} = e−

t
2 I0

(
t

2

)
.Ïðè m1 < 0 (c < 1) äîäàòíèé êîðiíü ðiâíÿííÿ (58) âèçíà÷à¹

p+(s) = P{ξ+(θs) = 0} →
s→0

p+ > 0.Êîðiíü r+(0) = p+ ïðè c < 1 âèçíà÷à¹òüñÿ ç ðiâíÿííÿ (äèâ. (58), s = 0)
2r2 − (1 − c)r = 0, r+(0) =

1 − c

2
= p+ > 0, c < 1.Äîäàòíèé êîðiíü ðiâíÿííÿ (58) r+(s) ïðè s > 0 íåçàëåæíî âiä çíàêó m1 âèçíà÷à¹ðîçïîäië ξ+(θs)

P{ξ+(θs) > x} = q+(s)e−r+(s)x, x > 0.Òàê ñàìî âiä'¹ìíèé êîðiíü ðiâíÿííÿ (58) âèçíà÷à¹ ðîçïîäië ξ−(θs)

P{ξ−(θs) < x} = q−(s)eρ−(s)x, x < 0,

ρ−(s) = −r−(s) = cp−(s), q−(s) = 1 − p−(s).Ïðè óìîâi m1 < 0 ρ−(s) →
s→0

0, òîìó P{ξ− = −∞} = 1, à ðîçïîäië ξ+ âèçíà÷à¹òüñÿãðàíè÷íèì ñïiââiäíîøåííÿì
lim
s→0

P{ξ+(θs) > x} = P{ξ+ > x} = q+e
−p+x, x ≥ 0, p+ =

1 − c

2
, q+ =

1 + c

2
.Çãiäíî ç (23) íåçàëåæíî âiä çíàêó m1

E[e−sτ
+(θ′µ)−uγ+(θ′µ), τ+(θ′µ) <∞] =

µq+(s)

(p+(s) + µ)(1 − u)
. (59)Ïiñëÿ îáåðíåííÿ âiäíîñíî u çíàõîäèìî

E[e−sτ
+(θ′µ), γ+(θ′µ) > z] =

µq+(s)

p+(s) + µ
e−z, (60)îòæå ïiñëÿ ãðàíè÷íîãî ïåðåõîäó (µ→ ∞) çíàõîäèìî ïðè m1 ≥ 0

P{ξ+(θs) > 0; γ+(0) > z} = q+(s)e−z, z > 0.Íàóê. âiñíèê Óæãîðîä óí-òó., 2003., âèï. 8



�ÎÇÏÎÄIËÈ ÅÊÑÒ�ÅÌÓÌIÂ Ï�ÎÖÅÑIÂ ËÅÂI I �Õ ÇÂ'ßÇÎÊ ÇI ÑÕÎÄÈÍÊÎÂÈÌÈ . . . 57Ç (60) ïiñëÿ îáåðíåííÿ âiäíîñíî µ ëåãêî îäåðæàòè (ïðè z > 0)
P{ξ+(θs) > x, γ+(x) > z} = P{ξ+(θs) > x}P{γ+(x) > z} = q+(s)e−xp+(s)−z. (61)Ïðè m1 6= 0 êîðåíi r1,2(s) ðiâíÿííÿ (58) ñêëàäíiøå âèðàæàþòüñÿ ÷åðåç s. Âiäïîâiäíîðîçïîäië ξ+(θs) ñêëàäíiøå çàëåæèòü âiä s, àëå ðîçïîäië γ+(x) íå çàëåæèòü âiä ξ+(θs)i âiä x. �îçïîäië ξ+(θs) � ïîêàçíèêîâèé ç àòîìîì â 0,

P{ξ+(θs) > x} = q+(s)e−xp+(s), p+(s) = r1(s) > 0.Îòæå ïðèm1 6= 0 ñïiëüíèé ðîçïîäië {ξ+(θs), γ
+(x)} òàêîæ âèðàæà¹òüñÿ ñïiââiäíîøåí-íÿìè (59) � (61) (àëå ç p+(s) 6=√ s

s+1
). Ïðèm1 > 0 i s→ 0 P+(s, x) = p+(s)(1+x)+o(s),

p′+(0) = p−1
− = Eτ+(0),

s−1P+(s, x) →
s→0

p′+(0)(1 + x), x > 0. (62)Îòæå Eτ+(x) =
∫∞

0
P{ξ+(t) < x}dt =

∫∞
0
P{τ+(x) > t}dt = Eτ+(0)(1 + x).1. Áðàòèé÷óê Í. Ñ., �óñàê Ä. Â. �ðàíè÷íûå çàäà÷è äëÿ ïðîöåññîâ ñ íåçàâèñèìûìè ïðèðàùåíèÿ-ìè. � Ê.: Íàóêîâà äóìêà, 1990. � 264 ñ.2. Êîðîëþê Â.Ñ., Áðàòèé÷óê Í. Ñ., Ïèðäæàíîâ Á. �ðàíè÷íûå çàäà÷è äëÿ ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé. �Àøõàáàò: Ûëûì, 1985. � 250 ñ.3. �óñàê Ä. Â. �îçïîäië ïåðåñòðèáêîâèõ �óíêöiîíàëiâ îäíîðiäíîãî ïðîöåñó ç íåçàëåæíèìè ïðèðî-ñòàìè // Óêð. ìàò. æóðí. � 2002. � 53, �3. � C. 303�322.4. Ôåëëåð Â. Ââåäåíèå â òåîðèþ âåðîÿòíîñòåé è åå ïðèëîæåíèÿ. Òîì 2. � Ì.: Ìèð, 1967. � 752 ñ.5. Ìîãóëüñêèé À. À. Î âåëè÷èíå ïåðâîãî ïåðåñêîêà äëÿ ïðîöåññà ñ íåçàâèñèìûìè ïðèðàùåíèÿìè //Òåîðèÿ âåðîÿò. è åå ïðèìåí. � 21, �3. � Ñ. 486-496.6. Áîðîâêîâ À. À. Âåðîÿòíîñòíûå ïðîöåññû â òåîðèè ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ. � Ì.: Íàóêà, 1972. �368 ñ. Îäåðæàíî 25.07.2003
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