
Î ÍÅÏ�ÈÂÎÄÈÌÛÕ p-ÏÎÄ��ÓÏÏÀÕ ��ÓÏÏÛ GL(q,Rp) 63ÓÄÊ 512.44.6À. À. Êèðèëþê (Óæãîðîäñêèé íàö. óí-ò)Î ÍÅÏ�ÈÂÎÄÈÌÛÕ p-ÏÎÄ��ÓÏÏÀÕ ��ÓÏÏÛ GL(q, Rp)All irredu
ible p-subgroups of the group GL(q,Rp) (q is a prime) are des
ribed up to 
onjugation in the
ase Rp is a ring of integers of the �nite extension Fp of the rational p-adi
 �eld Qp and (Fp : Qp) ≤ 2.Îïèñóþòüñÿ ç òî÷íiñòþ äî ñïðÿæåíîñòi íåçâiäíi p-ïiäãðóïè ãðóïè GL(q,Rp) (q � ïðîñòå ÷èñëî) óâèïàäêó, êîëè Rp � êiëüöå öiëèõ âåëè÷èí ñêií÷åííîãî ðîçøèðåííÿ Fp ïîëÿ ðàöiîíàëüíèõ p-àäè÷íèõ÷èñåë Qp i (Fp : Qp) ≤ 2.Ä. À. Ñóïðóíåíêî [1℄ îïèñàë âñå íåñîïðÿæåííûå ñèëîâñêèå p-ïîäãðóïïû ïîëíîé ëè-íåéíîé ãðóïïû íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì F . Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîëÿ
F òàêîå îïèñàíèå ïîëó÷åíî â [2-4℄. Ñèëîâñêèå p-ïîäãðóïïû ïîëíîé ëèíåéíîé ãðóï-ïû íàä äèñêðåòíî íîðìèðîâàííûìè êîëüöàìè èçó÷àëèñü â [5, 6℄. Â [5, 7℄ îïèñàíûíåñîïðÿæåííûå p-ïîäãðóïïû ãðóïïû GL(n, Zp) (Zp � êîëüöî öåëûõ ðàöèîíàëüíûõ
p-àäè÷åñêèõ ÷èñåë) ïðè n ≤ 3(p− 1). Âîïðîñû ñîïðÿæåííîñòè ñèëîâñêèõ p-ïîäãðóïïïîëíîé ëèíåéíîé ãðóïïû íàä îáëàñòüþ ãëàâíûõ èäåàëîâ R õàðàêòåðèñòèêè íóëü âñëó÷àå, êîãäà p � íåîáðàòèìûé â R ýëåìåíò, èññëåäîâàíû â [8, 9℄. Â [10℄ êëàññè-�èöèðîâàíû ñ òî÷íîñòüþ äî ñîïðÿæåííîñòè íåïðèâîäèìûå ñèëîâñêèå p-ïîäãðóïïûãðóïïû GL(3, Rp), ãäå Rp � êîëüöî öåëûõ âåëè÷èí êîíå÷íîãî ðàñøèðåíèÿ Fp ïîëÿ ðà-öèîíàëüíûõ ÷èñåë p-àäè÷åñêèõ ÷èñåë Qp. Â [11℄ îïèñàíû íåñîïðÿæåííûå p-ïîäãðóïïûãðóïïû GL(n,Rp) ïðè n ≤ p â ñëó÷àå, êîãäà (Fp : Qp) = 2, à â [12℄ � íåñîïðÿæåí-íûå ìèíèìàëüíûå íåïðèâîäèìûå íèëüïîòåíòíûå ïîäãðóïïû ãðóïïû GL(q, Rp), ãäå
(Fp : Qp) ≤ 2.Â äàííîé çàìåòêå êëàññè�èöèðóþòñÿ âñå íåñîïðÿæåííûå íåïðèâîäèìûå p-ïîä-ãðóïïû ãðóïïû GL(q, Rp), ãäå q � ïðîñòîå ÷èñëî, â ñëó÷àå, êîãäà (Fp : Qp) ≤ 2.Êàê èçâåñòíî (ñì. [5℄), îïèñàíèå ñ òî÷íîñòüþ äî ñîïðÿæåííîñòè p′-ïîäãðóïï ãðóï-ïû GL(n,Rp) ñâîäèòñÿ ê àíàëîãè÷íîé çàäà÷å äëÿ ãðóïïû GL(n, Fp). Ïîýòîìó â äàëü-íåéøåì áóäåì ðàññìàòðèâàòü p-ïîäãðóïïû ãðóïïû GL(q, Rp).1. Ïóñòü Fp = Qp. Òîãäà Rp = Zp è â êîëüöå Zp âñå ýëåìåíòû êîíå÷íîãî ïîðÿäêàîáðàçóþò öèêëè÷åñêóþ ãðóïïó ïîðÿäêà p − 1 ïðè p > 2 è ãðóïïó ïîðÿäêà 2 ïðè
p = 2. Ïîýòîìó ïðè p > 2 â ãðóïïå Z∗

p íåò p-ýëåìåíòîâ è èç [2℄ âûòåêàåò, ÷òî â ãðóïïå
GL(q, Zp) íåïðèâîäèìûå q-ïîäãðóïïû ñóùåñòâóþò ëèøü ïðè q = p− 1, îòêóäà q = 2,
p = 3 è

H1 =

〈(
0 −1
1 −1

)〉
= 〈ε̃〉 (ε3 = 1)� åäèíñòâåííàÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ñîïðÿæåííîñòè íåïðèâîäèìàÿ 3-ïîäãðóïïà ãðóïïû

GL(2, Z3). Åñëè p = 2, òî, êàê ñëåäóåò èç [2℄, íåïðèâîäèìûå 2-ïîäãðóïïû ãðóï-ïû GL(q, Z2) ñóùåñòâóþò ëèøü ïðè q = 2. Êàê âûòåêàåò èç [15℄, íåïðèâîäèìûå2-ïîäãðóïïû ãðóïïû GL(2, Z2) ñ òî÷íîñòüþ äî ñîïðÿæåííîñòè èñ÷åðïûâàþòñÿ ãðóï-ïàìè
H2 =

〈(
0 −1
1 0

)〉
= 〈̃i〉 (i4 = 1), H3 =

〈
ĩ,

(
0 1
1 0

)〉
,ãäå H2

∼= C4 � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà 4, à H3 èçîìîð�íà ãðóïïå äèýäðà D4ïîðÿäêà 8.Íàóê. âiñíèê Óæãîðîä óí-òó., 2003., âèï. 8



64 À. À. ÊÈ�ÈËÞÊ2. Ïóñòü òåïåðü (Fp : Qp) = 2. Ñòðîåíèå êâàäðàòè÷íûõ ðàñøèðåíèé ïîëÿ Qpâûòåêàåò èç ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé (ñì. [13℄).Ëåììà 1. Ïóñòü (Fp : Qp) = 2. Òîãäà:I. Åñëè p 6= 2, òî ñóùåñòâóåò ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîð�èçìà òðè êâàäðàòè÷íûõïîëÿ íàä Qp:1) Fp = Qp(ξ) (ξ � ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ñòåïåíè p2 − 1 èç åäèíèöû) � åäèí-ñòâåííîå íåðàçâåòâëåííîå ðàñøèðåíèå ïîëÿ Qp;2) Fp = Qp(
√
p);3) Fp = Qp(

√
ωp) (ω � ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ñòåïåíè p− 1 èç 1).II. Åñëè p = 2, òî ñóùåñòâóåò ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîð�èçìà 7 êâàäðàòè÷íûõ ïîëåéíàä Q2 : F2 = Q2(
√
d), (d = −1;±2;±5;±10), ïðè÷åì Q2(

√
5) = Q2(ε) (ε3 = 1).Ëåììà 2. 1) Ïóñòü p > 2 è

Fp =

{
Qp(

√
p), p ≡ 1(mod4);

Qp(
√
ωp), p ≡ −1(mod4).Òîãäà F2 ⊂ Qp(ε)(ε

p = 1).2) Ïóñòü p > 2 è
Fp =

{
Qp(

√
p), p ≡ −1(mod4);

Qp(
√
ωp), p ≡ 1(mod4).Òîãäà (Fp(ε) : Fp) = p− 1(εp = 1).�àññìîòðèì ñëåäóþùèå ñëó÷àè:1. p > 2. Ïóñòü Pp � ñèëîâñêàÿ p-ïîäãðóïïà ãðóïïû F ∗

p . Êàê âûòåêàåò èç ëåìì 1,2, äëÿ ïîëÿ Fp ðàçëè÷àþòñÿ äâà ñëó÷àÿ:
1) F2 ⊂ Qp(ε) (εp = 1); (I)

2) F2 6⊂ Qp(ε). (II)Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì, áóäåì íàçûâàòü êâàäðàòè÷íîå ïîëå Fp ïîëåì òèïà (I) ëèáîòèïà (II).Ïðè p > 2 |Pp| = 1 çà èñêëþ÷åíèåì ñëó÷àÿ, êîãäà p = 3 è F3 � ïîëå òèïà (I). Âýòîì ïîñëåäíåì ñëó÷àå |P3| = 3 è Pp = 〈ε| ε3 = 1〉.Ëåììà 3. Ïóñòü Fp � êâàäðàòè÷íîå ðàñøèðåíèå ïîëÿ Qp è p > 2. Íåïðèâîäè-ìûå ñèëîâñêèå p-ïîäãðóïïû ãðóïïû GL(q, Fp), ñóùåñòâóþùèå òîãäà è òîëüêî òîãäà,êîãäà q = p = 3 èëè p = 2q + 1, ÿâëÿþòñÿ öèêëè÷åñêèìè ãðóïïàìè ïîðÿäêà p, åñëè
F3 6= Q3(ε). Åñëè F3 = Q3(ε), òî ñèëîâñêàÿ 3-ïîäãðóïïà ãðóïïû GL(q, F3) ñîïðÿæåíàñ ãðóïïîé

G3 =

〈


ε 0 0
0 1 0
0 0 1


 ,




1 0 0
0 ε 0
0 0 1


 ,




1 0 0
0 1 0
0 0 ε


 ,




0 0 1
1 0 0
0 1 0



〉
. (1)Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü |Pp| = 1, Lp = Fp(ε) (εp = 1) è (Lp : Fp) = m>1. Òîãäà,â ñèëó [2℄, íåïðèâîäèìûå íåòðèâèàëüíûå ñèëîâñêèå p-ïîäãðóïïû ãðóïïû GL(n, Fp)Íàóê. âiñíèê Óæãîðîä óí-òó., 2003., âèï. 8



Î ÍÅÏ�ÈÂÎÄÈÌÛÕ p-ÏÎÄ��ÓÏÏÀÕ ��ÓÏÏÛ GL(q,Rp) 65ñóùåñòâóþò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà n = mpr è ñîïðÿæåíû â ãðóïïå GL(mpr, Fp)ñî ñïëåòåíèì Gmpr = P̃ ′
p ≀ Npr , ãäå P̃ ′

p � ñèëîâñêàÿ p-ïîäãðóïïà ãðóïïû L∗
p, ðàññìàò-ðèâàåìàÿ êàê ïîäãðóïïà ãðóïïû GL(m,Fp), à Npr � ñèëîâñêàÿ p-ïîäãðóïïà ñèì-ìåòðè÷åñêîé ãðóïïû Spr . Îòñþäà q = mpr è, â ñèëó m > 0, q = m, r = 0. Ïî-ýòîìó íåïðèâîäèìàÿ ñèëîâñêàÿ p-ïîäãðóïïà ãðóïïû GL(q, Fp) ñîïðÿæåíà ñ ãðóïïîé

Gp = P̃ ′
p ≀ Np0 = P̃ ′

p. Òàê êàê P̃ ′
p � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà p, òî, â ñèëó ëåììû2, åñëè Fp � ïîëå òèïà (I), òî (Fp(ε) : Fp) = p− 1, îòêóäà q = p− 1 è ïîýòîìó p = 3,

q = 2. Åñëè Fp � ïîëå òèïà (II), òî (Fp(ε) : Fp) = p−1
2
, îòêóäà p = 2q + 1.Ïóñòü |Pp| = pl > 1. Òîãäà, â ñèëó [2℄, íåïðèâîäèìûå ñèëîâñêèå p-ïîäãðóïïûãðóïïû GL(n, Fp) ñóùåñòâóþò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà n = pr (r > 0) è ñîïðÿæåíûñ ãðóïïîé Gpr = Pp ≀ Npr . Òàê êàê n = q � ïðîñòîå ÷èñëî, òî r = 1 è q = p . Òîãäà

Gp = Pp ≀ Np � íåïðèâîäèìàÿ ñèëîâñêàÿ p-ïîäãðóïïà ãðóïïû GL(p, Fp). Òàê êàê Fp� êâàäðàòè÷íîå ïîëå òèïà (I), òî Fp = Qp(ε) è (Qp(ε) : Qp) = p− 1 = 2, îòêóäà p = 3,
F3 = Q3(ε) è, êàê ëåãêî âèäåòü, H3 ñîïðÿæåíà â ãðóïïå GL(3,Q3(ε)) ñ ãðóïïîé (1).Ëåììà äîêàçàíà.Òåîðåìà 1. 1) Ïóñòü Fp � íåðàçâåòâë¼ííîå êâàäðàòè÷íîå ðàñøèðåíèå ïîëÿ Qp

(p > 2). Íåïðèâîäèìûå ñèëîâñêèå p-ïîäãðóïïû ãðóïïû GL(q, Rp), ñóùåñòâóþùèå òî-ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà q = 2, p = 3, ñîïðÿæåíû â GL(2, R2) ñ ãðóïïîé
H1 =

〈(
0 −1
1 −1

)〉
= 〈ε̃〉 (ε3 = 1).2) Ïóñòü Fp � âïîëíå ðàçâåòâëåííîå ðàñøèðåíèå ïîëÿ Qp (p > 2) è Fp 6= Q3(ε)

(ε3 = 1). Íåïðèâîäèìûå ñèëîâñêèå p-ïîäãðóïïû ãðóïïû GL(q, Rp), ñóùåñòâóþùèåòîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà q = 2, p = 3; p = q = 3 ëèáî q = p−1
2

ñ òî÷íîñòüþ äîñîïðÿæåííîñòè èñ÷åðïûâàþòñÿ ãðóïïàìè:à) H1 = 〈ε̃〉, H2 =

〈(
1

√
3

−
√

3 −2

)〉
⊂ GL(2, Z3[

√
3]);á) H3 = 〈ξ̃〉 ⊂ GL(3, Z3[

√
−3]) (ξ9 = 1; ξ � êîðåíü íåïðèâîäèìîãî íàä Z3[

√
−3] äå-ëèòåëÿ ïîëèíîìà äåëåíèÿ êðóãà Φ9(x); ξ̃ � ìàòðèöà îïåðàòîðà óìíîæåíèÿ íà ξ âêîëüöå Z3[

√
−3] â áàçèñå 1, ξ, ξ2);â) H5 = 〈θ̃〉 ⊂ GL(q, Rp) (q = p−1

2
; θ � ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ñòåïåíè p èç 1).Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü H � íåïðèâîäèìàÿ ñèëîâñêàÿ p-ïîäãðóïïà ãðóïïû

GL(q, Rp) è Rp 6= Z3[ε]. Òîãäà ïî ëåììå 1 H � íåïðèâîäèìàÿ öèêëè÷åñêàÿ ãðóï-ïà ïîðÿäêà p. Çíà÷èò H � ìèíèìàëüíàÿ íåïðèâîäèìàÿ àáåëåâà ïîäãðóïïà ãðóïïû
GL(q, Rp) è óòâåðæäåíèå òåîðåìû âûòåêàåò èç ëåììû 1 è ïðåäëîæåíèÿ 3 ðàáîòû [13℄.Òàêèì îáðàçîì îñòàëîñü ðàññìîòðåòü ñëó÷àé q = p = 3 è R3 = Z3[ε] (ε3=1). Òîãäà,êàê âûòåêàåò èç ëåììû 1, íåïðèâîäèìàÿ ñèëîâñêàÿ 3-ïîäãðóïïà ãðóïïû GL(3, Z3[ε])ñîïðÿæåíà â íåé ñ ãðóïïîé G3 âèäà (1). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî, G3 èçîìîð�íà ãðóïïå
G =

〈
ai, b|a3

i =b
3 =1, aiaj=ajai, b

−1a1b=a2, b
−1a2b=a3, b

−1a3b=a1

〉
(i, j = 1, 2, 3) ,êîòîðàÿ ïðåäñòàâèìà êàê ãðóïïà ñ äâóìÿ îáðàçóþùèìè: G = 〈a, b〉. Îòñþäà è èçòåîðåìû ðàáîòû [10℄ ïîëó÷èì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.Òåîðåìà 2. Íåïðèâîäèìûå 3-ïîäãðóïïû ãðóïïû GL(3, Z3[ε]) ñ òî÷íîñòüþ äî ñî-Íàóê. âiñíèê Óæãîðîä óí-òó., 2003., âèï. 8



66 À. À. ÊÈ�ÈËÞÊïðÿæåííîñòè èñ÷åðïûâàåòñÿ ãðóïïàìè:
V1 =

〈
εE,




1 0 0
0 ε 0
0 0 ε2


 ,




0 0 1
1 0 0
0 1 0



〉
,

V2 =

〈
εE,




1 t t
0 ε 0
0 0 ε2


 ,




1 0 0
−1 −1 0

0 −ε 0



〉
,

V3 =

〈
εE,




1 0 t
0 ε t
0 0 ε2


 ,




0 ε 0
−1 −ε2 0

0 1 ε2



〉

;

U1 =

〈
V1,




ε 0 0
0 1 0
0 0 1



〉
, U2 =

〈
V2,




ε −t −εt
0 1 0
0 0 1



〉
, U3 =

〈
V3,




ε ε t
0 1 0
0 0 1



〉
,ãäå Vi � ìèíèìàëüíûå íåïðèâîäèìûå 3-ïîäãðóïïû, Ui (i = 1, 2, 3) � íåïðèâîäèìûåñèëîâñêèå 3-ïîäãðóïïû ãðóïïû GL(3, Z3[ε]), t = 1 − ε � ïðîñòîé ýëåìåíò êîëüöà

Z3[ε].Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê V1 � åäèíñòâåííàÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ñîïðÿæåííîñòèìèíèìàëüíàÿ íåïðèâîäèìàÿ 3-ïîäãðóïïà ãðóïïû GL(3,Q3[ε]), à G3 = 〈A1, A2, A3, B〉,òî, êàê ëåãêî âèäåòü, A1A2A3 = εE, A = A2A
2
3. Ïîýòîìó â êà÷åñòâå îáðàçóþùèõãðóïïû G3 ìîæíî âçÿòü ìàòðèöû εE,A,A3, B è G3 = 〈V1, A3〉. Èç [12℄ ñëåäóåò, ÷òîãðóïïàìè Vi (i = 1, 2, 3) èñ÷åðïûâàþòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ñîïðÿæåííîñòè ìèíèìàëü-íûå íåïðèâîäèìûå 3-ïîäãðóïïû ãðóïïû GL(3, Z3[ε]). Îòñþäà è èç âûøåñêàçàííîãî,èñïîëüçóÿ [10℄, ëåãêî ïîëó÷èòü, ÷òî ãðóïïàìè Ui (i = 1, 2, 3) èñ÷åðïûâàþòñÿ íåñî-ïðÿæåííûå íåïðèâîäèìûå ñèëîâñêèå 3-ïîäãðóïïû ãðóïïû GL(3, Z3[ε]). Òàê êàê (G3 :

: U1) = 3, òî U1 � ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G3. Ïîýòîìó ãðóïïà GL(3, Z3[ε])íå ñîäåðæèò íåïðèâîäèìûõ 3-ïîäãðóïï, îòëè÷íûõ îò Ui è Vi (i = 1, 2, 3). Òåîðåìàäîêàçàíà.Çàìå÷àíèå 1. Èç òåîðåì 1, 2 âûòåêàåò îïèñàíèå ñ òî÷íîñòüþ äî ñîïðÿæåííîñòèâñåõ íåïðèâîäèìûõ p-ïîäãðóïï ãðóïïû GL(q, Rp) â ñëó÷àå (Fp : Qp) = 2 è p > 2.Çàìå÷àíèå 2. p = 2. Èç [12℄ ñëåäóåò, ÷òî ïðè q > 3 è (F2 : Q2) ≤ 2 â ãðóïïå
GL(q, F2) íåò íåïðèâîäèìûõ íèëüïîòåíòíûõ ãðóïï. Ïðè q = 3, â ñèëó [10℄, ãðóï-ïà GL(3, F2) òàêæå íå ñîäåðæèò íåïðèâîäèìûõ 2-ïîäãðóïï. Ïîýòîìó â äàëüíåéøåìáóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî q = 2. Îïèñàíèå íåïðèâîäèìûõ 2-ïîäãðóïï ãðóïïû GL(2, Z2)âûòåêàåò èç [15℄.Ïóñòü ïîýòîìó (F2 : Q2) = 2. Òîãäà ïî ëåììå 1 F2 = Q2(

√
d) (d = −1;±2;±5;±10)è R2 = Z2[

√
d].Îïèñàíèå íåïðèâîäèìûõ 2-ïîäãðóïï ãðóïïû GL(2, Z2[i]) (i2 = −1) âûòåêàåò èç[14℄, à ïðè d 6= −1 � èç [11, 12℄.Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ. Ïóñòü F2 = Q(

√
d) � ðàçâåòâëåííîå ðàñøèðåíèåïîëÿ Q2. Òîãäà

2 = Θt2(Θ ∈ R∗
2), t =

{ √
d, ïðè d ∈ {±2,±10};√
d− 1, ïðè d ∈ {−1,−5}. (2)Íàóê. âiñíèê Óæãîðîä óí-òó., 2003., âèï. 8



Î ÍÅÏ�ÈÂÎÄÈÌÛÕ p-ÏÎÄ��ÓÏÏÀÕ ��ÓÏÏÛ GL(q,Rp) 67ãäå t � ïðîñòîé ýëåìåíò êîëüöà R2 .�àññìîòðèì ãðóïïû:
D2m =

〈
a, b| a2 = b2 = 1, b−1ab = a−1

〉
(m > 1);

K2m =
〈
a, b

∣∣∣ a2m

= 1, a2m−1

= b2, b−1ab = a−1
〉

(m > 1);

V2m =
〈
a, b

∣∣ a2m

= b2 = 1, b−1ab = a2m−1
〉

(m > 2).Îáîçíà÷èì
(α, β) =





(1,−
√

2) ïðè d = −2,(
1−2

√
2√

−15
, 2+

√
2√

−15

) ïðè d = 2,

(
√
−5, 2) ïðè d = −5,(

1−2
√

10√
−55

, 2+
√

10√
−55

) ïðè d = 10,

(3,
√
−10 ïðè d = −10.

(3)
Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ ñïðàâåäëèâî óòâåðæäåíèå.Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü R2 = Z2[

√
d] (d ∈ {±2,−5;±10). Ñ òî÷íîñòüþ äî ñî-ïðÿæåííîñòè íåïðèâîäèìûå 2-ïîäãðóïïû ãðóïïû GL(2, R2) èñ÷åðïûâàþòñÿ:1) Àáåëåâûìè ãðóïïàìè

H1 =
〈̃
i
〉
, H2 =

〈(
1 −t
t −1

)〉
, H3 =

〈(
0 −1
1 t

)〉
(d = 2);

H1 =
〈̃
i
〉
, H4 =

〈(
1 t
t −1

)〉
, H5 =

〈(
0 1
1 t

)〉
(d = −2);

H1 =
〈̃
i
〉
, H6 =

〈(
1 −5−1t
t −1

)〉
(d = 10);

H1 =
〈̃
i
〉
, H7 =

〈(
1 5−1t
t −1

)〉
(d = −10);

H1 =
〈̃
i
〉
, H8 =

〈(
1 −Θt
t −1

)〉
(d = −5).2) Íåàáåëåâûìè ãðóïïàìè

D
(1)
4 =

〈
ĩ,

(
0 1
1 0

)〉
, D

(2)
4 =

〈(
1 t

−Θt −1

)
,

(
1 t
0 −1

)〉,
D

(3)
4 =

〈(
t+ 1 2

−(1 + t+ Θ−1) −(t+ 1)

)
,

(
t+ 1 2

−(t+ Θ−1) −(t+ 1)

)〉

(D
(i)
4

∼= D4(i = 1, 2, 3));
K

(1)
4 =

〈
ĩ,

(
α β
β −α

)〉
, K

(2)
4 =

〈(
1 t

−Θt −1

)
,

(
β − α tβ

Θtβ α− β

)〉

(K
(i)
4

∼= K4) (d ∈ {±2,−5;±10);
D

(1)
8 =

〈(
0 −1
1 t

)
,

(
0 1
1 0

)〉,Íàóê. âiñíèê Óæãîðîä óí-òó., 2003., âèï. 8



68 À. À. ÊÈ�ÈËÞÊ
K

(1)
8 =

〈(
1 t

−Θt −1

)
, 1√

−15

(
3 −

√
2 2 + 2

√
2

4 −
√

2 2 −
√

3

)〉
(D

(i)
8

∼= D8, K
(i)
8

∼= K8) (d = 2);
U

(1)
8 =

〈(
0 1
1 t

)
,

(
1 0
t −1

)〉,
U

(2)
8 =

〈(
1 t
1 t− 1

)
,

(
1 0
t+ 1 −1

)〉
(U

(i)
8

∼= U8; d = −2).Äîêàçàòåëüñòâî. Îïèñàíèå ìèíèìàëüíûõ íåïðèâîäèìûõ 2-ïîäãðóïï ñëåäóåòèç [12℄. Îñòàëüíûå ãðóïïû îïèñàíû â [11℄.Ïðåäëîæåíèå 2. [14℄. Íåïðèâîäèìûå 2-ïîäãðóïïû ãðóïïû GL(2, Z2[i]) ñ òî÷íî-ñòüþ äî ñîïðÿæåííîñòè èñ÷åðïûâàþòñÿ ãðóïïàìè:1) H =
〈
ξ̃
〉

=

〈(
0 i
1 0

)〉
;2) D(1)

4 =

〈
ĩ,

(
0 1
1 0

)〉
, D

(2)
4 =

〈(
1 t

−it −1

)
,

(
1 t
0 −1

)〉,
D

(3)
4 =

〈(
i 2
0 −i

)
,

(
i 2
1 −i

)〉
(t = i − 1), èçîìîð�íûìè ãðóïïå äèýäðà D4ïîðÿäêà 8;3) K(1)

4 =

〈
ĩ,

(
i 0
0 −i

)〉
, K

(2)
4 =

〈(
1 t

−it −1

)
,

(
−i 0
0 i

)〉, èçîìîð�íûìèãðóïïå êâàòåðíèîíîâ K4 ïîðÿäêà 8;4) N (1) =

〈
iE,

(
1 0
0 −1

)
,

(
0 1
1 0

)〉
, N (2) =

〈
iE,

(
−1 0
it 1

)
,

(
1 t
0 −1

)〉,èçîìîð�íûìè ãðóïïå N = 〈a, b, c|a4 = b2 = c2 = 1, ab = ba, ac = ca, c−1bc =

= a2b〉;5) M (1) =

〈
ξ̃,

(
1 0
0 −1

)〉
, M (2) =

〈(
−1 1
t 1

)
,

(
1 it
0 −1

)〉, èçîìîð�íûìèãðóïïå M = 〈a, b|a8 = b2 = 1, b−1ab = a5〉;6) L(1) =

〈(
i 0
0 1

)
,

(
1 0
0 i

)
,

(
0 1
1 0

)〉,
L(2) =

〈(
1 0
1 i

)
,

(
i 0

−1 1

)
,

(
1 t
0 −1

)〉, èçîìîð�íûìè ãðóïïå L = 〈a, b,

c|a4 = b4 = c2, ab = ba, c−1ac = b, c−1bc = a〉.Çàìå÷àíèå. Èç òåîðåìû 2 è ïðåäëîæåíèé 1, 2 âûòåêàåò îïèñàíèå âñåõ íåñîïðÿ-æåííûõ p-ïîäãðóïï ãðóïïû GL(q, Rp) â ñëó÷àå (Fp : Qp) = 2.1. Ñóïðóíåíêî Ä. À. Ëèíåéíûå p-ãðóïïû //Äîêë. ÀÍ ÁÑÑ�. � 1960. � 4, �6. � Ñ. 233�235.2. Âîëüâà÷åâ �. Ò. p-ïîäãðóïïû Ñèëîâà ïîëíîé ëèíåéíîé ãðóïïû // Èçâ. ÀÍ ÑÑÑ�. Ñåð. ìàò. �1963. � 27, �5. � Ñ. 1031�1054.3. Êîíþõ Â. Ñ. Î ëèíåéíûõ p-ãðóïïàõ // Èçâ. ÀÍ ÁÑÑ�. Ñåð. �èç.-ìàò. � 1987. � Ñ. 3�8.4. Leedham-Green C. R., Pleksen W. Some remarks of Sylov subgroups linear groups // Math. Z. �1980. � 191. � P. 529�535. Íàóê. âiñíèê Óæãîðîä óí-òó., 2003., âèï. 8
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