
Î ×ÈÑËÅÍÍÎÌ �ÅØÅÍÈÈ ÇÀÄÀ× ÎÒÛÑÊÀÍÈß ÂÎËÍÎÂÎÉ ÔÓÍÊÖÈÈ 91ÓÄÊ 519.63Â. À. Ïåòåíüêî (Óæãîðîäñêèé íàö. óí-ò)Î ×ÈÑËÅÍÍÎÌ �ÅØÅÍÈÈ ÇÀÄÀ× ÎÒÛÑÊÀÍÈß ÂÎËÍÎÂÎÉÔÓÍÊÖÈÈThe algorithm of numerial solving of searh problem for quantummehanial wave funtion is onstrutedin this paper. Quasyprobabilisti method to proving onvergene of di�erenial shemes is used.Â äàíié ðîáîòi ïîáóäîâàíèé àëãîðèòì íàáëèæåíîãî ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i çíàõîäæåííÿ êâàíòîìåõàíi-÷íî¨ õâèëüîâî¨ �óíêöi¨. Äî äîâåäåííÿ çáiæíîñòi ðiçíèöåâèõ ñõåì âèêîðèñòàíèé êâàçiéìîâiðíîñòíèéïiäõiä.Çàäà÷à îòûñêàíèÿ âîëíîâîé �óíêöèè â îäíîìåðíîì ñëó÷àå ñîñòîèò â ðåøåíèè çàäà÷èÊîøè âèäà
∂ψ

∂t
=

i~

2m

∂2ψ

∂x2
; x ∈ R, t ≥ 0,

ψ(x, 0) = f(x),ãäå ~ � ïîñòîÿííàÿ Ïëàíêà, äåëåííàÿ íà 2π, m � ìàññà åëåêòðîíà.Êàê èçâåñòíî [1℄, â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå íåïðåðûâíûõ �óíêöèé ñ ìàêñèìóì-íîðìîé
‖ψ‖ = sup

x
|ψ(x)|ðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ íåêîððåêòíîé. Â ðàáîòå [1℄ òàêæå óêàçûâàåòñÿ, ÷òîñ èñïîëüçûâàíèåì òåîðèè ðàñïðåäåëåíèé, ðàññìàòðèâàÿ â êà÷åñòâå ïðîñòðàíñòâà ðå-øåíèé L2(R), óêàçàííîé íåêîððåêòíîñòè ìîæíî èçáåæàòü. Â òî æå âðåìÿ âîçíèêàþòîñëîæíåíèÿ â ñâÿçè ñ ïåðåõîäîì ê áîëüøåé ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà.Â äàííîé çàìåòêå ðàññìîòðåí âîïðîñ î ÷èñëåííîì ðåøåíèè çàäà÷è îòûñêàíèÿîäíîìåðíîé âîëíîâîé �óíêöèè. Â öåëîì èçëîæåííûé ïîäõîä áëèçîê ê ìåòîäó êâà-çèîáðàùåíèÿ, èçëîæåííîìó â ðàáîòå [2℄ ïðèìåíèòåëüíî ê ÷èñëåííîìó ðåøåíèþ çà-äà÷è, îáðàòíîé ê çàäà÷å òåïëîïðîâîäíîñòè. �ëàâíûì â òàêîì ïîäõîäå ÿâëÿåòñÿ èäåÿèñïîëüçûâàíèÿ êâàçèâåðîÿòíîñòíîãî àïïàðàòà ê ïîñòðîåíèþ àëãîðèòìà ÷èñëåííî-ãî ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è è äîêàçàòåëüñòâó åãî ñõîäèìîñòè (â óêàçàííîìñìûñëå). Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïåðåõîä ê áîëüøåé ðàçìåðíîñòè ñâÿçàí òîëüêî ñ óâå-ëå÷åíèåì âû÷èñëèòåëüíîé ðàáîòû.1.Êàê èçâåñòíî [3℄, êâàçèâåðîÿòíîñíûì ðàñïðåäåëåíèåì íàçûâàåòñÿ ñîâîêóïíîñòü,âîîáùå ãîâîðÿ, êîìïëåêñíûõ ÷èñåë {pk} äàþùèõ â ñóìå åäèíèöó, à â ñëó÷àå èõ ñ÷¼òíî-ãî êîëè÷åñòâà ðÿä∑

k

|pk| îáÿçàí áûòü ñõîäÿùèìñÿ. ×èñëîâûå è �óíêöèîíàëüíûå õà-ðàêòåðèñòèêè äèñêðåòíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, êîòîðûì ïðèïèñûâàþòñÿ êâàçèâåðîÿ-òíîñòíûå ðàñïðåäåëåíèÿ, îïðåäåëÿþòñÿ ïî àíàëîãèè ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ïîíÿòèÿìèâ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé.Ïóñòü {k∆x} � îäíîìåðíàÿ ðåøåòêà è {ξnn} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñåðèé (ïåð-âûé èíäåêñ � íîìåð ñåðèè, à âòîðîé èçìåíÿåòñÿ îò 1 äî n) âçàèìíî-íåçàâèñèìûõîäèíàêîâî ðàñïðåäåë¼ííûõ â ïðåäåëàõ êàæäîé ñåðèè ðåøåò÷àòûõ ñëó÷àéíûõ âåëè-÷èí, {pnk} � êâàçèâåðîÿòíîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå â ñìûñëå ñîîòâåòñòâèÿ
pnk = P{ξnj = k∆x}, j = 1, n;Íàóê. âiñíèê Óæãîðîä óí-òó., 2003., âèï. 8
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w(s) =

∑
k

eisk∆xpnk � ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå-Ñòèëüòüåñà (ï. �. ñ.) ðàñïðåäåëåíèÿ
{pnk}. Åñëè ÷åðåç {Pn(k)} îáîçíà÷èòü ðàñïðåäåëåíèå ñóììû ξn1 + ξn2 + . . . + ξnn,òî ýòî æå ðàñïðåäåëåíèå âû÷èñëÿåòñÿ êàê n-êðàòíàÿ ñâ¼ðòêà íàáîðà {pnk} ñ ñîáîé,îïðåäåëÿåìàÿ ïî ñõåìå

P2(k) =
∑

l

pnk−lpnl, P3(k) =
∑

l

P2(k − l)pnl, . . . , Pn(k) =
∑

l

Pn−1(k − l)pnl. (1)Ñîîòâåòñòâåííî, ï. �. ñ. ðàñïðåäåëåíèÿ {Pn(k)} áóäåò wn(s). Êàê è â êëàññè÷åñêîìñëó÷àå [4℄, ìîæíî ïîëó÷èòü �îðìóëó îáðàùåíèÿ
Pn(k) =

∆x

2π

∫

D

e−isk∆xϕn(s)ds,ãäå D =
[
− π

∆x
,
π

∆x

]. Ïóñòü, äàëåå, αr =
∑
k

(k∆x)rpnk � ìîìåíò ïîðÿäêà r ðàñïðåäå-ëåíèÿ {pnk}.Ëåììà 1. Ïóñòü {ξnn} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñåðèé âçàèìíî-íåçàâèñèìûõ èîäèíàêîâî ðàñïðåäåë¼ííûõ ðåøåò÷àòûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ ðàñïðåäåëåíèåì {pnk}è ï. �. ñ. w(s) êàæäàÿ â n-îé ñåðèè. Åñëè 1) α1 = α3 = 0; 2) α2 =
2ia√
n
; 3) α4 = 4! b;

4) ñóùåñòâóåò α5, (a, b > 0), òî ïðè n→ ∞
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)
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(
s5
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)
.Ëåììà 2. Ïóñòü äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñåðèé {ξnn} âûïîëíÿþòÿ óñëîâèÿ ëåì-ìû 1, è, êðîìå òîãî, äëÿ �óíêöèè w0(s) = w(s) − ia sin2 s√

n
â îáëàñòè D \ {0} âûïîë-íÿåòñÿ |w0(s)| < 1. Òîãäà íàéä¼òñÿ òàêîå b0 > 0, ÷òî â îáëàñòè 4
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)∣∣∣∣ ≤ eas
2−b0s4 .Ýòè ëåììû èñïîëüçóþòüñÿ ïðè äîêàçàòåëüñòâå ñëåäóåùåãî âàðèàíòà ëîêàëüíîéïðåäåëüíîé òåîðåìû äëÿ êâàçèâåðîÿòíîñòíûõ ðåøåò÷àòûõ ðàñïðåäåëåíèé.Òåîðåìà 1. Ïóñòü {ξnn} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñåðèé âçàèìíî-íåçàâèñèìûõîäèíàêîâî ðàñïðåäåë¼ííûõ ðåøåò÷àòûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ êâàçèâåðîÿòíîñòíûìðàñïðåäåëåíèåì {pnk}è ï. �. ñ. w(s) êàæäàÿ â n-îé ñåðèè. Åñëè 1) α1 = d3 = 0;

2) α2 =
2ia√
n
; 3) α4 = 4!b; 4) ñóùåñòâóåò α5; 5) |w0(s)| < 1 â îáëàñòè D\{0} (a, b > 0).Òîãäà ðàâíîìåðíî ïî öåëûì k, ïðè n→ ∞ âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

4
√
n

[
Pn(k)

∆x
− 1

2π

∫

R

e−isk∆x−ia
√
ns2−nbs4 ds

]
→ 0. (2)Äîêàçàòåëüñòâà ëåìì 1 è 2, à òàêæå òåîðåìû 1 â îñíîâíûõ ÷åðòàõ ñîâïàäàþò ñäîêàçàòåëüñòâàìè ñîîòâåòñòâóþùèõ óòâåðæäåíèé â ðàáîòå [3℄.Íàóê. âiñíèê Óæãîðîä óí-òó., 2003., âèï. 8



Î ×ÈÑËÅÍÍÎÌ �ÅØÅÍÈÈ ÇÀÄÀ× ÎÒÛÑÊÀÍÈß ÂÎËÍÎÂÎÉ ÔÓÍÊÖÈÈ 932. �àññìîòðèì ñíà÷àëà çàäà÷ó îá îòûñêàíèè �óíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ óðàâíå-íèÿ
∂u

∂t
= ai

∂2u

∂x2
− b

∂4u

∂x4
, u = u(x, t), x ∈ R, t ≥ 0; a, b > 0, (3)ò.å. çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ (3) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì
u(x, 0) = δ(x), (4)ãäå δ(x) � δ-�óíêöèÿ Äèðàêà. Èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è (3), (4)èìååò âèä

u(x, t) =
1

2π

∫

R

e−isx−(ias2+bs4)t ds, (5)ê êîòîðîìó ìîæåì ïðèéòè, ïðèìåíÿÿ ìåòîä ïðåîáðàçîâàíèé Ôóðüå.Ïðèìåíèì ê çàäà÷å (3), (4) ðàçíîñòíóþ ñõåìó, ñîãëàñíî êîòîðîé
∂u

∂t
→ u∆(x, t+ ∆t) − u∆(x, t)

∆t
,

∂2u

∂x2
→ u∆(x+ ∆x, t) − 2u∆(x,t) + u∆(x− ∆x, t)

∆x2
,

∂4u

∂x4
→ u∆(x+ 2∆x, t) − 4u∆(x+ ∆x, t) + 6u∆(x,t) − 4u∆(x− ∆x, t) + u∆(x− 2∆x, t)

∆x4
;è óñòàíîâèì ñâÿçü ìåæäó øàãàìè

∆t = α∆x4. (6)�àññìàòðèâàÿ â äàëüíåéøåì òîëüêî çíà÷åíèÿ (x, t) âèäà (k∆x, n∆t), ãäå k � öåëîå,
n � íåîòðèöàòåëüíîå öåëîå, çàäà÷à (3), (4) ñâîäèòñÿ ê ñâîåìó ðàçíîñòíîìó àíàëîãóâèäà

u∆(k∆x, (n+ 1)∆t) =
2∑

l=−2

u∆((k − l)∆x, n∆t)pl; (7)
u∆(k∆x, 0) äëÿ k 6= 0, u∆(0, 0)∆x = 1, (8)ãäå

p0 = 1 − 6αb− 2iαa∆x2; p1 = p−1 = 4αb+ iαa∆x2; p2 = p−2 = −αb. (9)Óðàâíåíèå (7) ñëóæèò îïèñàíèåì êâàçèâåðîÿòíîñòíîãî ïðîöåññà òèïà ïðîöåññà áëó-æäàíèÿ ÷àñòèöû ïî óçëàì îäíîìåðíîé ðåøåòêè {k∆x}. Ïîðîæäàåìàÿ òàêèì îáðàçîìñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà èìååò ðàñïðåäåëåíèå {pk}, îïðåäåë¼ííîå ñîîòíîøåíèÿìè (9). Çà-ìåòèì, ÷òî äëÿ êàæäîãî t = n∆t ñîãëàñíî ñ (6) pk çàâèñèò è îò n: pk = pkn.Ïîäñòàâëÿÿ â (7) ïîñëåäîâàòåëüíî n = 0, 1, 2, . . ., ïî ïðàâèëó (1) îáðàçîâàíèÿñâ¼ðòêè, ïîëó÷èì
u∆(k∆x, n∆t) =

Pn(k)

∆x
. (10)Ñõîäèìîñòü ðàçíîñòíîé ñõåìû, êîòîðóþ áóäåì ïîíèìàòü êàê íàëè÷èå ñîîòíîøåíèÿ

lim
n→∞

|u∆(k∆x, n∆t) − u(k∆x, n∆t)| = 0, (11)äîêàæåì, èñïîëüçóÿ òåîðåìó 1. Ñòðîèì ï. �. ñ. ðàñïðåäåëåíèÿ {pk}

w(s) = 1 − 4iaα∆x2 sin2 s∆x

2
− 16αb sin4 s∆x

2
. (12)Íàóê. âiñíèê Óæãîðîä óí-òó., 2003., âèï. 8



94 Â. À. ÏÅÒÅÍÜÊÎÈñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèå ñèíóñà, ñ ó÷¼òîì (6), ïîëó÷àåì
w(s) = 1 − α∆x4(ias2 + bs4) +O

(
∆x6

)
, ∆x→ 0.Èç òàêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ w(s) ñëåäóåò âûïîëíåíèå ïåðâûõ ÷åòûð¼õ óñëîâèé òåîðå-ìû 1. Äàëåå, èç (12) ïîëó÷àåì

|w0(s)|2 = 1 − 32αb sin4 s∆x

2
+ 256α2b2 sin8 s∆x

2
.Ëåãêî ïîäñ÷èòàòü, ÷òî óñëîâèå

0 < α <
1

8b
(13)ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì äëÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ 5) òåîðåìû 1, âñëåäñòâèå ÷åãî èìå-åò ìåñòî ñîîòíîøåíèå (2). Ýòî ãîâîðèò è î òîì, ÷òî ñîîòíîøåíèå (11) âûïîëíÿåòñÿðàâíîìåðíî ïî k. Ó÷èòûâàÿ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè â (2), ìîæåì óòâåðäæäàòü, ÷òî äëÿëþáîãî íàòóðàëüíîãî n ñóùåñòâóåò òàêîå A > 0, ÷òî ðàâíîìåðíî ïî k

|u∆(k∆x, n∆t) − u(k∆x, n∆t)| ≤ A∆x. (14)�àñìîòðèì òåïåðü çàäà÷ó Êîøè
∂v

∂t
= ia

∂2v

∂x2
− b

∂4v

∂x4
; v = v(x, t), x ∈ R, t ≥ 0, a, b > 0; (15)
v(x, 0) = f(x), (16)ãäå f(x) � êóñî÷íî íåïðûðûâíàÿ �èíèòíàÿ �óíêöèÿ.Çàäà÷à (15), (16) èìååò ðåøåíèåì ñâ¼ðòêó

v(x, t) = u(x, t) ∗ f(x) =

∫

R

u(x− y, t)f(y) dy,

u(x, t) � �óíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (15).Ïðèìåíÿÿ ê çàäà÷å (15), (16) ðàçíîñòíóþ ñõåìó ñ òàêîé æå çàìåíîé ïðîèçâîäíûõðàçíîñòÿìè è ñâÿçüþ ìåæäó øàãàìè, êàê è â ñëó÷àå îòûñêàíèÿ �óíäàìåíòàëüíîãîðåøåíèÿ, ïîëó÷àåì ðàçíîñòíóþ çàäà÷ó
v∆(k∆x, (n+ 1)∆t) =

2∑

l=−2

v∆((k − l)∆x, n∆t)pl;

v∆(k∆x, 0) = f(k∆x),ïðè÷¼ì íàáîð {pk} îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (9).�åøåíèå ïîñëåäíåé çàäà÷è èìååò âèä
v∆(k∆x, n∆t) =

∑

l

Pn(k − l)f(k∆x). (17)Ôîðìóëó (17) ìîæíî èñïîëüçûâàòü â êà÷åñòâå àëãîðèòìà ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è(15), (16). Äîêàæåì ñõîäèìîñòü ýòîãî àëãîðèòìà, ïðèâëåêàÿ ñîîòíîøåíèå (14).Äåéñòâèòåëüíî
|v∆(k∆x, n∆t) − v(k∆x, n∆t)| ≤

∑

l

|f(l∆x)| ·
∣∣∣∣
Pn(k − l)

∆x
− u((k − l)∆x, n∆t)

∣∣∣∣∆x+Íàóê. âiñíèê Óæãîðîä óí-òó., 2003., âèï. 8
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+

∣∣∣∣∣
∑

l

u((k − l)∆x, n∆t)f(l∆x)∆x−
∫

R

u(k∆x− y)f(y) dy

∣∣∣∣∣ .Ïåðâîå ñëàãàåìîå ñïðàâà ìåíüøå âåëè÷èíû ABC∆x, ãäå A � êîíòñòàíòà â (14), B� ìåðà íîñèòåëÿ �óíêöèè f(x), C � âåðõíÿÿ ãðàíü çíà÷åíèé |f(x)|. À âòîðîå ñëà-ãàåìîå � ìîäóëü ðàçíîñòè ìåæäó ñõîäÿùèìñÿ èíòåãðàëîì è èíòåãðàëüíîé ñóììîé,òàêàÿ ðàçíîñòü ñòðåìèòñÿ ê íóëþ íå ìåäëåííåå, ÷åì ∆x (ñì. [5℄). Òàêèì îáðàçîì,ñïðàâåäëèâî óòâåðäæäåíèå.Òåîðåìà 2. Àëãîðèòì (17) ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (15), (16) ïðè âûáîðåóïðàâëåíèÿ ñâÿçè ìåæäó øàãàìè âäîëü ïðîñòðàíñòâåííîé è âðåìåííîé îñåé ïî ïðà-âèëó (13), ÿâëÿåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ.Âîçâðàòèìñÿ ê çàäà÷å îòûñêàíèÿ âîëíîâîé �óíêöèè, êîòîðàÿ ìîæåò èìåòü òàêóþ�îðìó çàïèñè
∂v

∂t
= ia

∂2v

∂x2
, a > 0; (18)

v(x, 0) = f(x). (19)�Èñïðàâëåííàÿ� çàäà÷à
∂v

∂t
= ia

∂2v

∂x2
− ε

∂4v

∂x4
; a, ε > 0;

v(x, 0) = f(x).ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíîé è äëÿ å¼ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ìîæíî èñïîëüçûâàòü àëãîðèòìâû÷èñëåíèé ïî �îðìóëå (17), ïîëàãàÿ b = ε. Ïðè ýòîì ε > 0 èñïîëüçóåì îòíîñòèòåëü-íî ìàëûì. Ñëåäóåò, åñòåñòâåííî, ó÷èòûâàòü, ÷òî ïðè ε→ 0 ðåøåíèå çàäà÷è �èñïðàâ-ëåííîé� íå ñòðåìèòñÿ ê ðåøåíèþ èñõîäíîé çàäà÷è (18), (19) â îáû÷íîì ñìûñëå.1. �èõòìàéåð �. Ïðèíöèïû ñîâðåìåííîé ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè. � Ì.: Ìèð, 1982. � 488 ñ.2. Ëàòòåñ �., Ëèîíñ Æ. Ë. Ìåòîä êâàçèîáðàùåíèÿ è åãî ïðèìåíåíèÿ. � Ì.: Ìèð, 1970. � 502 ñ.3. Ïåòåíüêî Â. Î. Ïðî ëîêàëüíó ãðàíè÷íó òåîðåìó äëÿ îäíîãî êëàñó êâàçiéìîâiðíîñíèõ ãðàò÷àñòèõðîçïîäiëiâ // Íàóê. âiíèê Óæãîðîä. óí-òó. Ñåð. ìàòåì. � 1998. � Âèï. 3. � Ñ. 165-1684. Õèí÷èí À. ß. Ìàòåìàòè÷åñêèå îñíîâàíèÿ êâàíòîâîé ñòàòèñòèêè. � Ì-Ë: �ÈÒÒË, 1961. � 256 ñ.5. Ïåòåíüêî Â. À. Îá îäíîì ðàñíîñòíîì ðåøåíèè çàäà÷è Êîøè äëÿ íåêîòîðîãî êëàññà ïàðàáîëè-÷åñêèõ ïî �. Å. Øèëîâó ñèñòåì // Ìàò. ìåòîäû è �èç.-ìåõ ïîëÿ. Ìåæâ. ðåñï. ñáîð. � Ê. � 1979.� Âûï. 9. � Ñ. 20-25. Ïîëó÷åíî 1.10.2003
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