
96 Â. ß. �ÈÁÀÊÓÄÊ 517. 3�èáàê Â. ß. (Óæãîðîäñüêèé íàö. óí-ò)Ï�Î ÎÄÈÍ ÂÈÄ ËIÍIÉÍÈÕ ÄÈÔÅ�ÅÍÖIÀËÜÍÈÕ �IÂÍßÍÜÄ�ÎÁÎÂÎ�Î ÏÎ�ßÄÊÓIn this artile one kind of the linear di�erential equations in frational orders is analised and someproperties of their solutions examined.�îçãëÿäà¹òüñÿ îäèí âèä ëiíiéíèõ äè�åðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü äðîáîâîãî ïîðÿäêó òà îïèñóþòüñÿ âëà-ñòèâîñòi ðîçâ'ÿçêiâ òàêèõ ðiâíÿíü.Äè�åðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ äðîáîâîãî ïîðÿäêó ùå íå ñòàëè çâè÷íèì ÿâèùåì ó ìàòåìà-òèöi, õî÷à âæå çíàõîäÿòü ïðàêòè÷íå çàñòîñóâàííÿ [1, C. 620, 621℄. Â ñòàòòi äîñëiäæåíîîäèí âèä ëiíiéíèõ äè�åðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü äðîáîâîãî ïîðÿäêó i ïîêàçàíî éîãî çâ'ÿ-çîê iç çâè÷àéíèìè ðiâíÿííÿìè ó öiëèõ ïîõiäíèõ.�îçãëÿíåìî çàäà÷ó Êîøi äëÿ äè�åðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ
n∑

i=0

aiD
n−i

n y(x) = 0 , x ∈ (0, b), b <∞, n ∈ N, ai = const, a0 = 1, (1)äå ÷åðåç D n−i
n ïîçíà÷åíî îïåðàòîð íåâèçíà÷åíîãî äè�åðåíöiþâàííÿ äðîáîâîãî ïî-ðÿäêó [2]. �iâíÿííÿ öüîãî òèïó ìàþòü öiêàâi âëàñòèâîñòi i øèðîêi ìîæëèâîñòi äëÿäîñëiäæåííÿ ïîâåäiíêè òà ðåãóëþâàííÿ ðiçíèõ îá'¹êòiâ. Ïîêàæåìî çâ'ÿçîê (1) iç ëi-íiéíèìè íåîäíîðiäíèìè ðiâíÿííÿìè n-ãî ïîðÿäêó.Òåîðåìà 1. ßêùî âñi êîå�iöi¹íòè ai, i = 1, 1, 2, . . . , n− 1, ðiâíÿííÿ (1) âîäíîðàçíå äîðiâíþþòü íóëåâi, òî éîãî ìîæíà çâåñòè äî íåîäíîðiäíîãî ëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ

n-ãî ïîðÿäêó iç ïîñòiéíèìè êîå�iöi¹íòàìè
n∑

i=0

AinD
n−iy(x) = Q(x), Ain = const. (2)Äîâåäåííÿ. Âèõiäíèé âèðàç (1) ðîçãëÿíåìî ÿê àëãåáðà¨÷íå ðiâíÿííÿ âiäíîñíîíåâiäîìèõ äðîáîâèõ ïîõiäíèõ D n−i

n y(x) (i = 1, 2, . . . , n− 1).

a1D
n−1

n y + a2D
n−2

n y + . . .+ an−1D
1
ny = −(any +Dy). (3)Ïîñëiäîâíî çàñòîñó¹ìî äî (3) îïåðàòîð D j

n (j = 1, 2, 3, . . . ).
a1D

n−1
n y + a2D

n−2
n y + · · · + an−2D

2
ny + an−1D

1
ny = −(any +Dy);

D
n+1

n y + a2D
n−1

n y + a3D
n−2

n y + · · · + an−1D
2
ny + anD

1
ny =

∑
1 − a1Dy;

D
n+2

n y + a1D
n+1

n y + a3D
n−1

n y + a4D
n−2

n y + · · · + anD
2
ny =

∑
2 − a2Dy;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

D
2n−1

n y + a1D
2n−2

n y + a2D
2n−3

n y + · · · + an−2D
n−3

n y + anD
n−1

n y =
∑

n−1 − an−1Dy;
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4)Òóò ïðèéíÿòî ïîçíà÷åííÿ :

∑
j =

∞∑

k=1

Ck j
x−k−j/n

Γ(1 − k − j/n)
, j = 1, 2, . . . , (5)Íàóê. âiñíèê Óæãîðîä óí-òó., 2003., âèï. 8
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Ckj � êîíñòàíòè äè�åðåíöiþâàííÿ.Â ñòðóêòóði ðiâíÿííÿ (4) ëåãêî ïîìiòèòè îêðåìi áëîêè êîå�iöi¹íòiâ ïðè íåâiäî-ìèõ äðîáîâèõ ïîõiäíèõ, ÿêi ïîâòîðþþòüñÿ i îäíî÷àñíî çìiùóþòüñÿ âëiâî. �îçãëÿíåìîáóäîâó òàêîãî áëîêà (éîãî âèäiëåíî ó �ðàãìåíòi (4)).Ïî÷àòêîâèé ðÿäîê ìà¹ n−1 íåâiäîìó äðîáîâó ïîõiäíó (D n−1

n y, D
n−2

n y, . . . , D
1
ny
).Êîæåí íàñòóïíèé ðÿäîê äîäà¹ ùå ïî îäíié íåâiäîìié, à âñüîãî â ðîçãëÿäóâàíîìó áëîöiáóäå n − 1 ðÿäêiâ. Çàêií÷ó¹òüñÿ ïåðøèé áëîê âçÿòòÿì ïîõiäíî¨ D n−1

n âiä ïåðøîãîðÿäêà.Íàñòóïíèé áëîê áóäå ìàòè òàêó áóäîâó:
a1D

2n−1
n y + a2D

2n−2
n y + · · · + an−2D

n+2
n y + an−1D

n+1
n y = −(anDy +D2y);

D
2n+1

n y + a2D
2n−1

n y + a3D
2n−2

n y + · · · + anD
n+2

n y =
∑

n+1 − a1D
2y;

D
2n+2

n y + a1D
2n+1

n y + a3D
2n−1

n y + a4D
2n−2

n y + · · · =
∑

n+2 − a2D
2y;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

D
3n−1

n y + a1D
3n−2

n y + a2D
3n−3

n y + · · · + an−2D
2n−3

n y + anD
2n−1

n y =
∑

2n−1 − an−1D
2y.(6)Éîãî ïî÷àòêîâèé ðÿäîê áóäå çìiùåíèé âëiâî âiäíîñíî ïî÷àòêîâîãî ðÿäêà ïåðøîãîáëîêà íà n − 1 ïîçèöiþ. Íàäàëi ïîñëiäîâíiñòü ïîâòîðþ¹òüñÿ. Çíà÷åííÿ äîäàòêîâèõ�óíêöié äè�åðåíöiþâàííÿ ∑ j îïèñóþòüñÿ �îðìóëîþ (5).Íåõàé êiëüêiñòü òàêèõ áëîêiâ ó ñèñòåìi ðiâíÿíü áóäå m. Êiëüêiñòü íåâiäîìèõ äðî-áîâèõ ïîõiäíèõ òîäi äîðiâíþâàòèìå p = n−1+m(n−1). Â îäíîìó áëîöi çíàõîäèòüñÿ

n ðiâíÿíü, à çàãàëüíà êiëüêiñòü ðiâíÿíü â m áëîêàõ áóäå q = m · n. Iç ïîðiâíÿííÿçíà÷åíü p i q çíàõîäèìî êiëüêiñòü áëîêiâ, ÿêà ðîáèòü çàäà÷ó çíàõîäæåííÿ íåâiäîìèõäðîáîâèõ ïîõiäíèõ âèçíà÷åíîþ, à ñàìå:
m = n− 1. (7)Âiäïîâiäíî äî öèõ ðîçðàõóíêiâ êiíöåâîþ, âèêîðèñòàíîþ äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ ñèñòå-ìè, ïîõiäíîþ áóëà D n2−n−1

n . Îñòàíí¹ ðiâíÿííÿ ñèñòåìè äè�åðåíöiþ¹ìî îïåðàòîðîì
D

1
n i îòðèìó¹ìî

Dny + a1D
n− 1

ny + a2D
n− 2

ny + · · · + an−1D
n−n−1

n y + anD
n−1y = 0. (8)�iâíÿííÿ (8) íå ìiñòèòü íîâèõ íåâiäîìèõ äðîáîâèõ ïîõiäíèõ. Çíà÷åííÿ Dn−j/n (j =

= 1, 2, . . . , n− 1) øóêà¹ìî çà ïðàâèëîì Êðàìåðà.
Dny +

n−1∑

j=1

aj
∆nj

∆n

+ anD
n−1y = 0. (9)Òóò ∆n j, ∆n � äåòåðìiíàíòè ñèñòåìè àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü.ßê áóëî ïîêàçàíî ðàíiøå, ïðàâà ÷àñòèíà ñèñòåìè ìiñòèòü ëèøå öiëi ïîõiäíi Dky,âiä k = 0 äî k = n − 1. À öå îçíà÷à¹, ùî ∆n j â (9) áóäóòü âêëþ÷àòè òàêi æ ñàìiïîõiäíi, ïðè÷îìó âõîäèòèìóòü âîíè â ∆n j ëiíiéíî, � öå âèïëèâà¹ iç âëàñòèâîñòåéäåòåðìiíàíòiâ ∆n j. Òàêèì ÷èíîì, (9) íàáèðà¹ âèãëÿäó

Dny + A1nD
n−1y + A2nD

n−2y + · · · + An−1,nDy + Anny = Q(x) ;

Q(x) =
n−1∑
j=1

Bj

∑
j,

(10)Íàóê. âiñíèê Óæãîðîä óí-òó., 2003., âèï. 8



98 Â. ß. �ÈÁÀÊäå A1n, A2n, . . ., Ann � êîå�iöi¹íòè, ÿêi âèðàæàþòüñÿ ÷åðåç êîå�iöi¹íòè ai âèõiäíîãîðiâíÿííÿ (1).Âèðàç äëÿ Q(x) ìiñòèòü òiëüêè ïåðøi n− 1 ñóì ∑j, ÿêi äîìíîæóþòüñÿ íà êîå�i-öi¹íòè Bj, ùî òàêîæ âèðàæàþòüñÿ ÷åðåç ai (íàñòóïíi ∑ j äëÿ j = n + 1 , n + 2, . . . çòî÷íiñòþ äî êîíñòàíò äè�åðåíöiþâàííÿ âõîäÿòü â ∑ 1 ,
∑

2 , . . ., òîáòî ∑ n j ⊂
∑

j).Òåîðåìà äîâåäåíà.Çíàéäåìî ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (1). Âiäïîâiäíî äî çàãàëüíî¨ òåîði¨ ëiíiéíèõ äè�å-ðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, (1) áóäå ìàòè îäèí ðîçâ'ÿçîê ÿê ðiâíÿííÿ, ùî ìà¹ ñòàðøó ïî-õiäíó iç ïîðÿäêîì, ðiâíèì îäèíèöi. �îçâ'ÿçîê øóêà¹ìî ó �îðìi
y(x) = 1 +

∞∑

i=1

bi
xi/n

Γ(1 + i/n)
. (11)Ïiñëÿ ïiäñòàíîâêè ó (1) ïðèðiâíþ¹ìî êîå�iöi¹íòè ïðè îäíàêîâèõ ñòåïåíÿõ x içíàõîäèìî òàêi ðåêóðåíòíi ñïiââiäíîøåííÿ äëÿ âèçíà÷åííÿ bi:

b0 = 1 , b1 = −a1b0 ;
b2 = −a1b1 − a2b0 ;
b3 = −a1b2 − a2b1 − a3b0 ;
. . . . . . . . . . .
bn = −a1bn−1 − a2bn−2 − . . .− anb0 ;
. . . . . . . . . . .

bn+k = −
n∑
j=1

ajbn+k−j , k = 1, 2, 3, . . . .

(12)
Çà äîïîìîãîþ (12) îá÷èñëþ¹ìî bi. b1 = −a1; b2 = a2

1 − a2; b3 = −(a3
1 − 2a1a2 + a3);

b4 = a4
1 − 3a2

1a2 + 2a1a3 + a2
2 − a4 i ò. ä.Äëÿ iëþñòðàöi¨ ðîçãëÿíåìî êîíêðåòíèé ïðèêëàä ðîçâ'ÿçóâàííÿ ðiâíÿííÿ. Íåõàé

Dy + a1D
2/3y + a2D

1/3y + a3y = 0 (n = 3).Íà îñíîâi (11) òà (12) ìà¹ìî: y = 1 − a1
x1/3

Γ(4/3)
+ (a2

1 − a2)
x2/3

Γ(5/3)
− (a3

1 − 2a1a2 + a3)
x
1!

+

+(a4
1 − 3a2

1a2 + 2a1a3 + a2
2)

x4/3

Γ(7/3)
− (a5

1 − 4a3
1a2 + 3a2

1a3 + 3a1a
2
2 − 2a2a3)

x5/3

Γ(8/3)
+ (a6

1 −
−5a4

1a2 + 4a3
1a3 + 6a2

1a
2
2−6a1a2a3−a3

2 +a2
3)
x2

2 !
− (a7

1−6a5
1a2 +5a4

1a3 +10a3
1a

2
2−12a2

1a2a3−
−4a1a

3
2 + 3a1a

2
3+3a2

2a3)
x7/3

Γ(10/3)
+· · · . Ó ñòðóêòóði öüîãî ðîçâ'ÿçêó íåâàæêî âèÿâèòè öiëói äðîáîâó ÷àñòèíè, ÿêi ïîçíà÷èìî ÷åðåç u i v.

u = 1 − (a3
1 − 2a1a2 + a3)

x
1!

+ (a6
1 − 5a4

1a2 + 4a3
1a3 + 6a2

1a
2
2 − 6a1a2a3 − a3

2 + a2
3)
x2

2 !
− · · ·

v = −a1
x1/3

Γ(4/3)
+ (a4

1 − 3a2
1a2 + 2a1a3 + a2

2)
x4/3

Γ(7/3)
− · · ·+

+(a2
1 − a2)

x2/3

Γ(5/3)
− (a5

1 − 4a3
1a2 + 3a2

1a3 + 3a1a
2
2 − 2a2a3)

x5/3

Γ(8/3)
+ · · ·Âiäïîâiäíî äî òåîðåìè 1, ïåðåòâîðåííÿ, ÿêi íåþ âèçíà÷àþòüñÿ, çâîäÿòüñÿ äî òà-êîãî:

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 a2

1 a2 a3

1 a1 a3. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
a1 a2

1 a2 a3

1 a1 a3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

×

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

D8/3y
D7/3y
D5/3y
D4/3y
D2/3y
D1/3y

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−(a3y +Dy)∑
1 − a1Dy∑
2 − a2Dy

−(a3Dy +D2y)∑
3 − a1D

2y∑
4 − a2D

2y

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.
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Ï�Î ÎÄÈÍ ÂÈÄ ËIÍIÉÍÈÕ ÄÈÔÅ�ÅÍÖIÀËÜÍÈÕ �IÂÍßÍÜ . . . 99Ìàòðèöÿ êîå�iöi¹íòiâ ñêëàäà¹òüñÿ iç äâîõ áëîêiâ (âîíè ðîçäiëåíi ïóíêòèðíîþ ëi-íi¹þ), ïî òðè ðÿäêè ó êîæíîìó. Ïiñëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ ñèñòåìè ðiâíÿíü çíàõîäèìî:
y′′′ + (a3

1 − 3a1a2 + 3a3)y
′′ + (a3

2 − 3a1a2a3 + 3a2
3)y

′ + a3
3y = B1

∑
1 +B2

∑
2;

A13 = a3
1 − 3a1a2 + 3a3 ; A23 = a3

2 − 3a1a2a3 + 3a2
3; A33 = a3

3;

B1

∑
1 = (a2

1 − a2)
x−7/3

Γ(−4/3)
− a2a3

x−4/3

Γ(−1/3)
; B2

∑
2 = −a1

x−8/3

Γ(−5/3)
+ (a2

2 − a1a3)
x−5/3

Γ(−2/3)
.Ïîâåðòà¹ìîñü çíîâó äî ðiâíÿííÿ (10). Çàãàëüíà òåîðiÿ ëiíiéíèõ äè�åðåíöiàëüíèõðiâíÿíü [ 3 ] ñòâåðäæó¹, ùî (10) áóäå ìàòè n ëiíiéíî íåçàëåæíèõ ðîçâ'ÿçêiâ, ÿêi ñêëà-äàþòü �óíäàìåíòàëüíó ñèñòåìó ðîçâ'ÿçêiâ (ÔÑ�) îäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ, i ÷àñòèííèéðîçâ'ÿçîê, ùî öiëêîì âèçíà÷à¹òüñÿ éîãî ïðàâîþ ÷àñòèíîþ Q(x). Î÷åâèäíî, ùî öiëèéðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (1) óòâîðþ¹òüñÿ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ ÔÑ�, òîäi ÿê äðîáîâèéïîâèíåí áóòè ðåçóëüòàòîì ðîçâ'ÿçóâàííÿ íåîäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ. Äëÿ òîãî ùîá içÔÑ� îòðèìàòè ¹äèíèé öiëèé ðîçâ'ÿçîê (1), ïîòðiáíî ïåâíèì ÷èíîì ïðîíóìåðóâàòèñêëàäîâi ÔÑ� òà íàêëàñòè íà íèõ äåÿêi ïî÷àòêîâi óìîâè. Öi äi¨ ðåãëàìåíòó¹Òåîðåìà 2. ßêùî y1, y2, . . . , yn óòâîðþþòü ÔÑ� (10), òî öiëèé ðîçâ'ÿçîê âèõi-äíîãî ðiâíÿííÿ (1) áóäå ìàòè òàêó áóäîâó:

u = y1 + bny2 + b2ny3 + · · · + bn(n−1)yn =
n∑

j=1

bn(j−1)yj, b0 = 1 , (13)äå bn, b2n, . . . , bn(n−1) � êîå�iöi¹íòè (12), à y1, y2, . . . , yn âiäïîâiäàþòü íàñòóïíèìïî÷àòêîâèì óìîâàì:
y1(0) = 1, y′1(0) = 0, y′′1(0) = 0, . . . , y

(n−1)
1 (0) = 0,

y2(0) = 0, y′2(0) = 1, y′′2(0) = 0, . . . , y
(n−1)
2 (0) = 0,

y3(0) = 0, y′3(0) = 0, y′′3(0) = 1, . . . , y
(n−1)
3 (0) = 0,

. . . . . . . . . . . . . . .

yn(0) = 0, y′n(0) = 0, y′′n(0) = 0, . . . , y
(n−1)
n (0) = 1.

(14)Ïðè äîòðèìàííi âèìîã (13) òà (14) ðiâíÿííÿ (1) i (10) ñòàþòü åêâiâàëåíòíèìè.Äîâåäåííÿ. Äëÿ âèêîíàííÿ óìîâ (14) ðîçâ'ÿçêè y1, y2, . . . , yn ïîâèííi ìàòè âè-ãëÿä:
y1 = 1 +

∞∑
i=n

E1i
xi

i !
′;

y2 = x
1 !

+
∞∑
i=n

E2i
xi

i !
′;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

yn = xn−1

(n−1) !
+

∞∑
i=n

Eni
xi

i !
.

(15)
Òóò Ej i = const (j = 1, 2, . . . , n). Ïiäñòàâëÿþ÷è âèðàçè (15) ó îäíîðiäíå ðiâíÿí-íÿ (10), çíàõîäèìî äëÿ Eji ðåêóðåíòíi ñïiââiäíîøåííÿ, ïîäiáíi äî (12).Íàãàäó¹ìî, ùî öiëèé ðîçâ'ÿçîê (13) ¹ ÷àñòèíîþ çàãàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó (11), êîëèâ îñòàííîìó ïðèéíÿòè bn(j−1) 6= 0 , j ∈ N, à âñi iíøi êîå�iöi¹íòè ââàæàòè ðiâíèìèíóëþ. Ñàìå òàêó ðîëü âèêîíó¹ çàïðîïîíîâàíà ñòðóêòóðà (13). Ïî÷àòêîâi óìîâè (14)ãàðàíòóþòü ïðèñóòíiñòü ó öiëîìó ðîçâ'ÿçêó ïåðøèõ n ÷ëåíiâ iç öiëèìè ñòåïåíÿìè xòà ðiâíiñòü ¨õ âiäïîâiäíèì ÷ëåíàì çàãàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó (11). Iíøi ÷ëåíè ïðèéìàþòüöiëêîì êîíêðåòíi çíà÷åííÿ, ùî çàäîâîëüíÿþòü îäíîðiäíå ðiâíÿííÿ (10), âíàñëiäîê¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêó. Òåîðåìà äîâåäåíà.Íàóê. âiñíèê Óæãîðîä óí-òó., 2003., âèï. 8



100 Â. ß. �ÈÁÀÊ�îçãëÿíåìî ñòðóêòóðó ïðàâî¨ ÷àñòèíè ðiâíÿííÿ (10).
Q(x) =

n−1∑

j=1

Bj

∑
j =

n−1∑

j=1

∞∑

i=1

Cji
x−i−j/n

Γ(1 − i− j/n)
, Cji = Bj · Cji.�àíiøå áóëî çàçíà÷åíî, ùî òàê çâàíèé äðîáîâèé ðîçâ'ÿçîê áåçïîñåðåäíüî çàëåæèòüâiä Q(x). Öåé ðîçâ'ÿçîê çàïèøåìî òàê:

v(x) =
∞∑

i=1

bi
xi/n

Γ(1 + i/n)
, bi = 0, ÿêùî i = kn , k = 1, 2, 3, . . . . (12a)Òåîðåìà 3. ßêùî äðîáîâèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (1) ìà¹ âèãëÿä (12a), òî ïðàâà÷àñòèíà åêâiâàëåíòíîãî ðiâíÿííÿ (10) äîðiâíþ¹

Q(x) =

n(n−1)−1∑

i=1

Ci
xi/n−n

Γ(1 + i/n− n)
, (16)äå Ci =

n−2∑
k=0

Aknbi−kn , A0n = 1, bi = 0 ïðè i ≤ 0;Akn � êîå�iöi¹íòè åêâiâàëåíòíîãîðiâíÿííÿ (10).Äîâåäåííÿ. Ïiäñòàâëÿ¹ìî (12a) ó (10).
∞∑
i=1

bi
xi/n−n

Γ(1+ i
n
−n)

+ A1n

∞∑
i=1

bi
xi/n−(n−1)

Γ(2+ i
n
−n)

+ A2n

∞∑
i=1

bi
xi/n−(n−2)

Γ(3+ i
n
−n)

+ · · · + Ann
∞∑
i=1

bi
xi/n

Γ(1+ i
n)

=

=
n−1∑
j=1

∞∑
i=1

Cji
x−i−j/n

Γ(1−i− j
n)
, i 6= kn, k = 1, 2, 3, . . . . (17)Ïîêàçíèêè ñòåïåíiâ x ó êîæíié ñóìi ëiâî¨ ÷àñòèíè (17) çðîñòàþòü iç çáiëüøåííÿì

i. Íàéìåíøå çíà÷åííÿ ïîêàçíèêà äîðiâíþ¹ 1/n−n. Òîìó äëÿ âèêîíàííÿ ðiâíîñòi (17)ó ïðàâié ÷àñòèíi ñëiä ïðèéíÿòè
Cji = 0, i > n− 1 ⇒ Q(x) =

n−1∑

j=1

n−1∑

i=1

Cji
x−i−j/n

Γ(1 − i− j/n)
. (18)ßêùî ïðèðiâíÿòè êîå�iöi¹íòè ïðè îäíàêîâèõ ñòåïåíÿõ x ó ïðàâié òà ëiâié ÷àñòè-íàõ (17), òî ìîæíà çíàéòè çíà÷åííÿ Cji. Àëå ïðîñòiøå öåé ïðîöåñ áóäå ïðîõîäèòè,êîëè ïîìiíÿòè ÷åðãîâiñòü äîäàâàííÿ ÷ëåíiâ ó (18) òàê, ùîá ïîêàçíèêè ñòåïåíiâ çðî-ñòàëè, ïî÷èíàþ÷è âiä ïåðøîãî ÷ëåíà.

Q(x) =
n−1∑
i=1

Ci
xi/n−n

Γ(1+ i
n
−n)

+
2n−1∑
i=n+1

Ci
xi/n−n

Γ(1+ i
n
−n)

+
3n−1∑
i=2n+1

Ci
xi/n−n

Γ(1+ i
n
−n)

+ · · ·

+
n(n−1)−1∑
i=n(n−2)+1

Ci
xi/n−n

Γ(1+ i
n
−n)

=
n(n−1)−1∑

i=1

Ci
xi/n−n

Γ(1+ i
n
−n)

.Âèðàç (16) òåîðåìè ïiäòâåðäæåíî. Äëÿ i = kn, k = 1, 2, . . . , n − 1, ñêëàäîâi ñóìèàâòîìàòè÷íî ñòàþòü ðiâíèìè íóëþ, îñêiëüêè 1/Γ(1 + k − n) = 0.Íàóê. âiñíèê Óæãîðîä óí-òó., 2003., âèï. 8



Ï�Î ÎÄÈÍ ÂÈÄ ËIÍIÉÍÈÕ ÄÈÔÅ�ÅÍÖIÀËÜÍÈÕ �IÂÍßÍÜ . . . 101Ïðèðiâíþþ÷è êîå�iöi¹íòè ïðè îäíàêîâèõ ñòåïåíÿõ x, ïîñëiäîâíî çíàõîäèìî:
C1 = b1; C2 = b2; . . . ; Cn−1 = bn−1;

Cn+1 = bn+1 + A1nb1; Cn+2 = bn+2 + A1nb2; . . . ; C2n−1 = b2n−1 + A1nbn−1;
C2n+1 = b2n+1 + A1nbn+1 + A2nb1; C2n+2 = b2n+2 + A1nbn+2 + A2nb2; . . . ;

C3n−1 = b3n−1 + A1nb2n−1 + A2nbn−1, . . .Øëÿõîì óçàãàëüíåííÿ öèõ ðåçóëüòàòiâ çàïèñó¹ìî:
Ci = bi + A1nbi−n + A2nbi−2n + · · · + An−2,nbi−(n−2)n =

n−2∑
k=0

Aknbi−kn ;

A0n = 1, b0 = b−1 = b−2 = b−3 = . . . = 0 .Òåîðåìà äîâåäåíà.Íàì çàëèøà¹òüñÿ ïîâ'ÿçàòè ñòðóêòóðó äðîáîâîãî ðîçâ'ÿçêó (12a) iç ÔÑ� åêâiâà-ëåíòíîãî ðiâíÿííÿ (10). Äëÿ öüîãî áóäå âèêëàäåíàÒåîðåìà 4. ßêùî y1, y2, . . . , yn óòâîðþþòü ÔÑ� ðiâíÿííÿ (10) i âiäïîâiäàþòüïî÷àòêîâèì óìîâàì (14), òî äðîáîâèé ðîçâ'ÿçîê âèõiäíîãî ðiâíÿííÿ (1) ìà¹ âèãëÿä
v(x) = D−1/n

n∑
i=1

bn(i−1)+1 · yi(x) +D−2/n
n∑
i=1

bn(i−1)+2 · yi(x) + · · ·+

+D(n−1)/n
n∑
i=1

bn(i−1)+n−1 · yi(x) =
n−1∑
j=1

D−j/n
n∑
i=1

bn(i−1)+j · yi(x) .
(19)Äîâåäåííÿ òåîðåìè íå âèêëèêà¹ îñîáëèâèõ òðóäíîùiâ i ìîæå áóòè ïðîâåäåíî àíà-ëîãi÷íî äîâåäåííþ òåîðåìè 2.Äëÿ ðîçãëÿäóâàíîãî ðàíiøå åêâiâàëåíòíîãî ðiâíÿííÿ òðåòüîãî ïîðÿäêó ÔÑ� âè-ãëÿäà¹ òàê (äðóãèé ïiäñòðî÷íèé iíäåêñ ó ïîçíà÷åííi êîå�iöi¹íòiâ Ak3, k = 1, 2, 3,îïóñêà¹ìî):

y1(x) = 1 − A3
x3

3 !
+ A1A3

x4

4 !
− A3(A

2
1 − A2)

x5

5 !
+ A3(A

3
1 − 2A1A2 + A3)

x6

6 !
− . . . ;

y2(x) = x
1 !
− A2

x3

3 !
+ (A1A2 − A3)

x4

4 !
− (A2

1A2 − A1A3 − A2
2)
x5

5 !
+ · · · ;

y3(x) = x2

2 !
− A1

x3

3 !
+ (A2

1 − A2)
x4

4 !
− (A3

1 − 2A1A2 + A3)
x5

5 !
+

+(A4
1 − 3A2

1A2 + 2A1A3 + A2
2)
x6

6!
− . . . .Êîå�iöi¹íòè ðîçâ'ÿçêiâ ìîæíà çíàéòè çà äîïîìîãîþ ðåêóðåíòíèõ ñïiââiäíîøåíü,ÿêùî çàïèñàòè öi ðîçâ'ÿçêè ó âèãëÿäi y = E0+E1x/1 !+E2x

2/2 !+E3x
3/3 !+E4x

4/4 !+
+ . . . i ïiäñòàâèòè ¨õ ó åêâiâàëåíòíå ðiâíÿííÿ (10). Íàïðèêëàä, äëÿ y1(x), n = 3, áó-äåìî ìàòè E0 = 1, E1 = E2 = 0, E3 = −A3E0, E4 = −A1E3, E5 − A1C4 − A2C3,
E6 = −A1C5 − A2C4 − A3C3 i ò. ä. Öiëèé ðîçâ'ÿçîê âèõiäíîãî ðiâíÿííÿ (1) ïðè
n = 3 áóäå òàêèì: u(x) = y1(x) + b3y2(x) + b6y3(x); b3 = −(a3

1 − 2a1a2 + a3); b6 =
= a6

1 − 5a4
1a2 + 4a3

1a3+6a2
1a

2
2 − 6a1a2a3 − a3

2 + a2
3.Äðîáîâèé ðîçâ'ÿçîê: v(x) = D−1/3 (b1y1(x) + b4y2(x) + b7y3(x)) + D−2/3(b2y1(x) +

+b5y2(x) + b8y3(x)); b1 = −a1; b2 = a2
1−a2; b4 = a4

1−3a2
1a2+2a1a3+a

2
2; b5 = −(a5

1−4a3
1a2+

+3a2
1a3 + 3a1a

2
2−2a2a3); b7 = −(a7

1−6a5
1a2 +5a4

1a3 +10a3
1a

2
2−12a2

1a2a3−4a1a
3
2 +3a1a

3
2 +

+3a2
2a3); b8 = a8

1−7a6
1a2+6a5

1a3+15a4
1a

2
2−20a3

1a2a3−10a2
1a

3
2+6a2

1a
2
3+12a1a

2
2a3+a

4
2−3a2a

2
3.Ïåâíó çàöiêàâëåíiñòü ìîæå âèêëèêàòè ùå îäíå ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîãî ðiâ-íÿííÿ (10), ùî äîçâîëÿ¹ çðîáèòè éîãî îäíîðiäíèì iç îäíî÷àñíèì ïiäâèùåííÿì ïî-ðÿäêó.Íàóê. âiñíèê Óæãîðîä óí-òó., 2003., âèï. 8



102 Â. ß. �ÈÁÀÊÒåîðåìà 5. Íåîäíîðiäíîìó ðiâíÿííþ (10) âiäïîâiäà¹ åêâiâàëåíòíå éîìó îäíîðiäíåðiâíÿííÿ, ÿêå ìà¹ âèãëÿä:
Dn−1(xn−1− 1

nDn−1(xn−1− 1
nDn−1(xn−1− 1

nDn−1(. . . Dn−1(xn−1− 1
n

︸ ︷︷ ︸
n−1

L(y)) . . .)))) = 0, (20)äå L(y) = Dny + A1nD
n−1y + A2nD

n−2y + · · · + Anny.Äîâåäåííÿ ìîæå áóòè âèêîíàíî áåçïîñåðåäíüîþ ïåðåâiðêîþ çà ó÷àñòþ (10) òà (16).Äè�åðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ (20) çâîäèòüñÿ äî óçàãàëüíåíîãî ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà [3],à éîãî ïîðÿäîê ñòàíîâèòü n2 − n+ 1.ßê ïðèêëàä çðîáèìî ïåðåòâîðåííÿ, ùî ïåðåäáà÷åíi òîðåìîþ 5, äëÿ ðiâíÿííÿ,ÿêå âæå �iãóðóâàëî â ïîïåðåäíiõ iëþñòðàöiÿõ iç n = 3. y′′′ + A1y
′′ + A2y

′ + A3y =
= −a1

x−8/3

Γ(−5/3)
+ (a2

1 − a2)
x−7/3

Γ(−4/3)
− (a1a3 − a2

2)
x−5/3

Γ(−2/3)
− a2a3

x−4/3

Γ(−1/3)
;L(y) = y′′′ + A1y

′′ +

+A2y
′ + A3y. Äîìíîæó¹ìî ðiâíÿííÿ íà x8/3 i áåðåìî ïåðøó ïîõiäíó âiä ïðàâî¨ òà ëiâî¨éîãî ÷àñòèí.
8

3
x5/3L(y) + x8/3L′(y) =

1

3
(a2

1 − a2)
x−2/3

Γ(−4/3)
− a1a3 − a2

2

Γ(−2/3)
− 4

3
a2a3

x1/3

Γ(−1/3)
.Ïîâòîðíî äè�åðåíöiþ¹ìî.

8

3
· 5

3
x2/3L(y) +

16

3
x5/3L′(y) + x8/3L′′(y) = −2

9
(a2

1 − a2)
x−5/3

Γ(−4/3)
− 4

9
a2a3

x−2/3

Γ(−1/3)
.Äîìíîæó¹ìî ùå îäèí ðàç íà x5/3 i äâi÷i äè�åðåíöiþ¹ìî.

8
3

5
3

7
3

4
3
x1/3L(y) + 560

9
x4/3L′(y) + 490

9
x7/3L′′(y) + 14x10/3L′′′(y) + x13/3L(4)(y)=0;

(
×x−1/3

)
.�îçêðèâà¹ìî îïåðàòîð L(y) òà éîãî ïîõiäíi.

x4
(
y(7) + A1y

(6) + A2y
(5) + A3y

(4)
)

+ 14x3
(
y(6) + A1y

(5) + A2y
(4) + A3y

(3)
)
+

+490
9
x2(y(5) + A1y

(4) + A2y
′′′ + A3y

′′) + 560
9
x
(
y(4) + A1y

′′′ + A2y
′′ + A3y

′)+
+1120

81
(y′′′ + A1y

′′ + A2y
′ + A3y) = 0.�ðóïó¹ìî ÷ëåíè ïðè îäíàêîâèõ ïîðÿäêàõ ïîõiäíèõ i îñòàòî÷íî çàïèñó¹ìî

x4y(7) + (A1x
4 + 14x3) y(6) +

(
A2x

4 + 14A1x
3 + 490

9
x2
)
y(5)+

+
(
A3x

4 + 14A2x
3 + 490

9
A1x

2 + 560
9
x
)
y(4) +

(
14A3x

3 + 490
9
A2x

2 + 560
9
A1x+ 1120

81

)
y′′′+

+
(

490
9
A3x

2 + 560
9
A2x+ 1120

81
A1

)
y′′ +

(
560
9
A3x+ 1120

81
A2

)
y′ + 1120

81
A3y = 0. (21)Ïîêàæåìî, ùî îòðèìàíå ðiâíÿííÿ ñüîìîãî ïîðÿäêó ó íàòóðàëüíèõ ïîõiäíèõ åêâiâà-ëåíòíå âèõiäíîìó ðiâíÿííþ â äðîáîâèõ ïîõiäíèõ (1), êîëè ïðèéíÿòè äëÿ íüîãî n = 3.Øóêà¹ìî ðîçâ'ÿçîê (21) ó âèãëÿäi ðÿäó

y(x) =
∞∑

i=0

cix
λ+i. (22)Ïiäñòàâëÿ¹ìî y(x) ó (21) i çíàõîäèìî λ = 0, 1, 2, 1/3, 2/3, 4/3, 5/3. Ïåðøi òðèêîðåíi (λ = 0, 1, 2) äàþòü âèðàç äëÿ öiëîãî ðîçâ'ÿçêó, ÿêùî ñ�îðìóâàòè y(x) äëÿ

λ=0, 1, 2 âiäïîâiäíî äî (14) i ïðîíîðìóâàòè êîå�iöi¹íòàìè òàê, ÿê ðåãëàìåíòó¹ (13).Íàñòóïíi êîðåíi âèçíà÷àþòü ñòðóêòóðó äðîáîâîãî ðîçâ'ÿçêó, ïðè÷îìó iç ÷îòèðüîõÍàóê. âiñíèê Óæãîðîä óí-òó., 2003., âèï. 8



Ï�Î ÎÄÈÍ ÂÈÄ ËIÍIÉÍÈÕ ÄÈÔÅ�ÅÍÖIÀËÜÍÈÕ �IÂÍßÍÜ . . . 103êîðåíiâ ñàìîñòiéíå çíà÷åííÿ ìàþòü ëèøå λ = 1/3, 2/3, � äâà iíøi, ÿê âèïëèâà¹ iç(12a), ïîâòîðþþòü ïîïåðåäíi i ìîæóòü íå âðàõîâóâàòèñü.�èñóíêè 1, 2, 3 äåìîíñòðóþòü ïîâåäiíêó ðîçâ'ÿçêiâ y(x) ðiâíÿííÿ (1) äëÿ n = 3 ïðèðiçíèõ çíà÷åííÿõ êîå�iöi¹íòiâ a1, a2, a3. Íàâîäèìî ïðîãðàìó äëÿ ãðà�i÷íî¨ ïîáóäîâèðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (1) ïðè n = 3 ó ïðîãðàìíîìó ñåðåäîâèùi Mathematia 2. 2.
Dy + a1D

2/3y + a2D
1/3y + a3y = 0 , y(x) =

N∑

i=0

bi
xi/3

Γ(1 + i/3)
.×èñëî N ÷ëåíiâ ðÿäó âèáèðà¹òüñÿ òàêèì, ùîá çàáåçïå÷èòè ïîòðiáíó òî÷íiñòü îá÷è-ñëåííÿ íà iíòåðâàëi (0, xmax). Êîå�iöi¹íòè bi ðîçðàõîâóþòüñÿ çà �îðìóëîþ (12).Ïðîãðàìà: n = N ; b [ 0 ] = 1; b [ 1 ] = −a1; b [ 2 ] = a2

1 − a2;
Do[ b [ i ] = −a1b [i− 1] − a2b [i− 2] − a3b [i− 3] ]; i = 3;
While[i <= n, b [i] = −a1b [i− 1] − a2b [i− 2] − a3b [i− 3] ;
s : = Sum[b [i] ∗ x ∧ (i/3)/Gamma[1 + i/3] , {i, 0, n}]; i = i+ 1];
Plot[s, {x, 0.01, xmax}, GridLines− > Automatic]

�èñ. 1. Õàðàêòåð ïðîòiêàííÿ ðîçâ'ÿçêó y(x) ðiâíÿííÿ (1):
n = 3 ; a1 = 1, a2 = −0, 5, a3 = −0, 1

�èñ. 2. �îçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (1) äëÿ n = 3, a1 = −1, a2 = −1, 06, a3 = 2

�èñ. 3. Çàëåæíiñòü y(x) ðiâíÿííÿ (1): n = 3, a1 = 1, a2 = 0, 1, a3 = 2Íàóê. âiñíèê Óæãîðîä óí-òó., 2003., âèï. 8



104 Â. ß. �ÈÁÀÊÄëÿ íåîäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ âèäó (1)
n∑

i=0

aiD
1−i/ny(x) = h(x), (23)äå h(x) � íåïåðåðâíà íà (0, b) �óíêöiÿ, ÷àñòèííèé ðîçâ'ÿçîê y∗(x) îïèñó¹òüñÿ �îð-ìóëîþ

y∗(x) =
∞∑

k=0

bkD
−1−k/nh(x). (24)Êîå�iöi¹íòè bk îá÷èñëþþòüñÿ çà ðåêóðåíòíèìè çàëåæíîñòÿìè (12). �iâíÿííÿ (23)òàêîæ ìà¹ åêâiâàëåíòíèé àíàëîã öiëîãî ïîðÿäêó

A0nD
ny(x) + A1nD

n−1y(x) + A2nD
n−2y(x) + · · · + Anny(x) = Q(x) + P (x) , A0n = 1 ,(25)ïðè÷îìó Q(x) ïîäà¹òüñÿ (16), à P (x) ìà¹ âèãëÿä

P (x) = A0n

n(n−1)∑
i=0

biD
n−1− i

nh(x) + A1n

n(n−2)∑
i=0

biD
n−2− i

nh(x)+

+A2n

n(n−3)∑
i=0

biD
n−3− i

nh(x) + · · · + An−1,nb0h(x) =
n−1∑
j=0

Ajn
n(n−1−j)∑

i=0

biD
n−1−j− i

nh(x) .(26)Ó ñïðàâåäëèâîñòi âèðàçiâ (24) òà (26) ëåãêî ïåðåêîíàòèñü ïðÿìîþ ïåðåâiðêîþ.Âèñíîâêè. 1. �îçãëÿä ðiâíÿíü (1) äîçâîëÿ¹ ñòâåðäæóâàòè ïðî òiñíèé çâ'ÿçîê ðiâ-íÿíü öüîãî âèäó iç çâè÷àéíèìè ëiíiéíèìè äè�åðåíöiàëüíèìè ðiâíÿííÿìè öiëèõ ïî-ðÿäêiâ, à, îòæå, âèêîðèñòîâóâàòè äîáðå ðîçðîáëåíó òåîðiþ çâè÷àéíèõ ëiíiéíèõ ðiâ-íÿíü äëÿ ïîáóäîâè ðîçâ'ÿçêiâ òà äîñëiäæåííÿ âëàñòèâîñòåé ðiâíÿíü äðîáîâèõ ïîðÿä-êiâ.2. ßêùî çà êðèòåðié ií�îðìàòèâíîñòi äè�åðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ áðàòè éîãî ïî-ðÿäîê, òî ðiâíÿííÿ âèäó (1) îñîáëèâî âiäçíà÷àþòüñÿ áàãàòñòâîì ií�îðìàöi¨, ïðî ùîñâiä÷èòü ïîðÿäîê åêâiâàëåíòíîãî ðiâíÿííÿ (20). Çáiëüøåííÿ çíàìåííèêà n òà âàðià-öiÿ ÷èñëîâèõ çíà÷åíü êîå�iöi¹íòiâ äàþòü òàêó áàãàòó ãàìó ðîçâ'ÿçêiâ, ùî íåþ ìîæíàîïèñàòè ñàìi ñêëàäíi îá'¹êòè i ÿâèùà. Ùå øèðøi ìîæëèâîñòi ñòâîðþ¹ çàñòîñóâàííÿíåîäíîðiäíèõ ðiâíÿíü, à òàêîæ ðiâíÿíü âèùèõ ïîðÿäêiâ òàêîãî âèäó:
m·n∑

i=0

aiD
m−i/ny(x) = h(x) , m ∈ N. (27)1. Ñàìêî Ñ. �. , Êèëáàñ À. À. , Ìàðè÷åâ Î. È. Èíòåãðàëû è ïðîèçâîäíûå äðîáíîãî ïîðÿäêà èíåêîòîðûå èõ ïðèëîæåíèÿ. � Ìèíñê: Íàóêà è òåõíèêà, 1987. � 688 ñ.2. �èáàê Â. ß. , Êîðîëü I. Þ. , �óáiø Þ. Þ. Íåâèçíà÷åíi iíòåãðàëè òà ïîõiäíi äðîáîâîãî ïîðÿäêó// Íàóê. âiñíèê Óæãîðîä. óí-òó. Ñåð. ìàòåì. � 1999. � Âèï. 4. � Ñ. 90�95.3. Êàìêå Ý. Ñïðàâî÷íèê ïî îáûêíîâåííûì äè��åðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì. Ì.: Íàóêà, 1965. �704 ñ. Îäåðæàíî 17.09.2003
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