
122 Ä. Ñ. ×ÅÁÎÒÀ�ÅÂÓÄÊ 512.647.2:512.562Ä. Ñ. ×åáîòàðåâ (Êèåâñêèé íàöèîíàëüíûé óíèâåðñèòåò èìåíè Òàðàñà Øåâ÷åíêî,Êèåâ)Î ÍÅÎ��ÀÍÈ×ÅÍÍÛÕ ×. Ó. ÌÍÎÆÅÑÒÂÀÕ Ñ ÍÅÒ�ÈÂÈÀËÜÍÎÉÈÍÂÎËÞÖÈÅÉ, ÈÌÅÞÙÈÕ ÑÈËÜÍÎ ÏÎËÎÆÈÒÅËÜÍÓÞÔÎ�ÌÓ ÒÈÒÑÀIn this paper we study unbounded posets with nontrivial involution having strongly positive Tits form.Ó ñòàòòi âèâ÷àþòüñÿ íåîáìåæåíi ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíi ìíîæèíè ç íåòðèâiàëüíîþ iíâîëþöi¹þ, ùîìàþòü ñèëüíî ïîçèòèâíî îçíà÷åíó �îðìó Òiòñà.Êâàäðàòè÷íóþ �îðìó Òèòñà ââåë Ï. �àáðèåëü [1℄ äëÿ ïðåäñòàâëåíèé êîë÷àíîâ (îðè-åíòèðîâàííûõ ãðà�îâ). Â ýòîé æå ðàáîòå äîêàçàíî, ÷òî êîë÷àí èìååò êîíå÷íûé òèï(ò. å. êîíå÷íîå, ñ òî÷íîñòüþ äî ýêâèâàëåíòíîñòè, ÷èñëî íåðàçëîæèìûõ ïðåäñòàâëå-íèé) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí èìååò ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííóþ �îðìó Òèòñà.Ïîñëå ýòîãî ðåçóëüòàòà ïîÿâèëîñü ìíîãî ðàáîò, â êîòîðûõ ðàññìàòðèâàåòñÿ ñâÿçü ìå-æäó ñâîéñòâàìè ðàçëè÷íûõ ïðåäñòàâëåíèé è ñâîéñòâàìè êâàäðàòè÷íûõ �îðì; ñì.,íàïðèìåð, [2�4℄. Îòìåòèì, ÷òî �îðìà Òèòñà îïðåäåëåíà äëÿ ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûõ(ñîêðàùåííî ÷. ó.) ìíîæåñòâ â [5℄ è äëÿ øèðîêîãî êëàññà çàäà÷ � â [6℄ è [7℄.Ïðåäñòàâëåíèÿ ÷. ó. ìíîæåñòâ ââåäåíû â [8℄; ÷. ó. ìíîæåñòâà êîíå÷íîãî òèïà îïè-ñàíû â ÿâíîì âèäå Ì. Ì. Êëåéíåðîì [9℄, à Þ. À. Äðîçä [5℄ ïîêàçàë, ÷òî ÷. ó. ìíî-æåñòâî èìååò êîíå÷íûé òèï òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî �îðìà Òèòñà ñëàáîïîëîæèòåëüíà. Ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûå �îðìû ïðè ýòîì ÿâíî íå âîçíèêàþò,íî ïðè äàëüíåéøåì èçó÷åíèè êàòåãîðèé ïðåäñòàâëåíèé ÷. ó. ìíîæåñòâ îíè èãðàþòóæå çíà÷èòåëüíóþ ðîëü [10℄; ïðè ýòîì ñóùåñòâåííî èñïîëüçóåòñÿ îïèñàíèå ïîëîæè-òåëüíî îïðåäåëåííûõ �îðì Òèòñà äëÿ íåîãðàíè÷åííûõ (ò. å. áåç ìèíèìàëüíûõ èìàêñèìàëüíûõ ýëåìåíòîâ) ÷. ó. ìíîæåñòâ, ïîëó÷åííîå â [11℄. �àññìîòðåíèå áåñêîíå-÷íûõ ìíîæåñòâ âûçâàíî òåì, ÷òî ìíîãèå îáùèå ñâîéñòâà ïðîÿâëÿþòñÿ äëÿ êîíå÷íûõ÷. ó. ìíîæåñòâ, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî ïîðÿäêà N ; è åñëè èçó÷àòü òàêèå ñâîéñòâà,òî â ïåðâóþ î÷åðåäü åñòåñòâåííî ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé áåñêîíå÷íûõ ìíîæåñòâ. Âíàñòîÿùåé ñòàòüå èçó÷àþòñÿ íåîãðàíè÷åííûå ÷. ó. ìíîæåñòâà ñ íåòðèâèàëüíîé èíâî-ëþöèåé, êîòîðûå èìåþò ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííóþ �îðìó Òèòñà (÷. ó. ìíîæåñòâàñ òðèâèàëüíîé èíâîëþöèåé � ýòî ïî ñóòè ÷. ó. ìíîæåñòâà áåç èíâîëþöèè).Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü äîêòîðó �èçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóêÂ. Ì. Áîíäàðåíêó çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è è ïîëåçíûå îáñóæäåíèÿ.1. Ôîðìóëèðîâêà îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà. Ïóñòü S = (A, ∗) � ÷. ó. ìíîæåñòâî
A ñ èíâîëþöèåé ∗ (êîòîðîå ìîæåò áûòü êàê êîíå÷íûì, òàê è áåñêîíå÷íûì); îòíî-øåíèå ïîðÿäêà îáîçíà÷àåì ñèìâîëîì ≺. Äëÿ óäîáñòâà, âìåñòî i ∈ A ïèøåì i ∈ S.�àññìîòðèì ñëåäóþùóþ öåëî÷èñëåííóþ êâàäðàòè÷íóþ �îðìó
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, åñëè i∗ 6= i, êîòîðàÿ îïðåäåëåíà íà ìíîæåñòâå âñåõ(öåëî÷èñëåííûõ) âåêòîðîâ x = (x0, xi | i ∈ S) ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì íåíóëåâûõ êîîð-äèíàò. Ôîðìîé Òèòñà ÷. ó. ìíîæåñòâà ñ èíâîëþöèåé S íàçûâàåòñÿ êâàäðàòè÷íàÿ�îðìà q = qS, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ èç �îðìû q′S îòîæäåñòâëåíèåì xi∗ è xi äëÿ âñåõÍàóê. âiñíèê Óæãîðîä óí-òó., 2003., âèï. 8
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i ∈ S, òàêèõ, ÷òî i∗ 6= i. Ïðåäëàãàåìàÿ çäåñü èíòåðïðåòàöèÿ �îðìû Òèòñà äëÿ ÷. ó.ìíîæåñòâ ñ èíâîëþöèåé (êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì �îðì Òèòñà äëÿ áîêñîâ[6, 7℄) ïðèíàäëåæèò Â. Ì. Áîíäàðåíêó.Ôîðìà qS íàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé, èëè ïðîñòî ïîëîæèòåëüíîé,åñëè qS(x) > 0 äëÿ ëþáîãî íåíóëåâîãî x; ýòîì ñëó÷àå ïèøåì qS > 0.Ïîäìíîæåñòâî T ⊂ S íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûì, åñëè i∗ ∈ T äëÿ ëþáîãî i ∈ T (âýòîì ñëó÷àå èíâîëþöèÿ íà T èíäóöèðóåòñÿ èíâîëþöèåé íà S). Íà íåçàìêíóòîì ïî-äìíîæåñòâå T ⊂ S òàêæå èìååòñÿ èíäóöèðîâàííàÿ èíâîëþöèÿ ◦: äëÿ i ∈ T , i◦ = j,åñëè j ∈ T è i∗ = j; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå i◦ = i. Ôîðìà Òèòñà íåçàìêíóòîãî ïîä-ìíîæåñòâà ðàññìàòðèâàåòñÿ âñåãäà îòíîñèòåëüíî ýòîé èíâîëþöèè. Åñëè qS > 0, òî
qT > 0 äëÿ ëþáîãî çàìêíóòîãî T ⊂ S, íî qT íå îáÿçàòåëüíî ïîëîæèòåëüíà, åñëè T íå-çàìêíóòî. Íàçîâåì �îðìó Òèòñà ñèëüíî ïîëîæèòåëüíîé, åñëè è qT > 0 äëÿ ëþáîãîíåçàìêíóòîãî ïîäìíîæåñòâà T .Ïîëîæèì I(S) = {i ∈ S | i∗ 6= i}.Òåîðåìà. Ïóñòü S � íåîãðàíè÷åííîå ÷. ó. ìíîæåñòâî ñ íåòðèâèàëüíîé èíâî-ëþöèåé. Òîãäà �îðìà Òèòñà qS ñèëüíî ïîëîæèòåëüíà â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå,êîãäà |I(S)| = 2 è S ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé äâóõ öåïåé, îäíà èç êîòîðûõ ïîëíî-ñòüþ ñîäåðæèò I(S).2. Âñïîìîãàòåëüíûå ëåììû. Â ýòîì ïóíêòå ìû äîêàæåì íåêîòîðûå ëåììû,êîòîðûå íàì ïîíàäîáÿòñÿ ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû.Ëåììà 1. Äëÿ öåïåé âèäà T = {1 ≺ 2 ≺ 3 ≺ 4}, ãäå i∗ 6= i äëÿ ëþáîãî i,
qT (0,−1, 1) = 0 è ñëåäîâàòåëüíî �îðìà Òèòñà qT íå ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíîé.Ëåììà 2. Äëÿ ìíîæåñòâà T = {1 ≺ 2, 3 ≺ 4 | 1∗ = 2, 3∗ = 4}, qT (2, 1, 1) = 0 èñëåäîâàòåëüíî qT íå ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíîé.Ëåììà 3. Äëÿ ìíîæåñòâà T = {1 ≺ 2 ≺ 4 ≺ 5 ≺ . . . ≺ 9, 1 ≺ 3 ≺ 4 | 1∗ = 3},
qT (1, 3, 2,−1,−1,−1,−1,−1,−1) = 0 ñëåäîâàòåëüíî qT íå ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíîé.Ëåììà 4. Äëÿ ñëåäóþùèõ ìíîæåñòâ �îðìà Òèòñà íå ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëü-íîé:

A1 = {1 ≺ 2 ≺ 4 ≺ 5 ≺ . . . ≺ 10, 3 ≺ 4 | 1∗ = 2, 3∗ = 4},
B1 = {1 ≺ 2 ≺ 4 ≺ 5 ≺ . . . ≺ 10, 1 ≺ 3 ≺ 4 | 1∗ = 2, 3∗ = 4},
C1 = {1 ≺ 2, 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ . . . ≺ 10, 1 ≺ 4 | 1∗ = 2, 3∗ = 4},
C2 = {1 ≺ 2 ≺ 5, 3 ≺ 4 ≺ 5, 1 ≺ 4 | 1∗ = 2, 3∗ = 4},
D1 = {1 ≺ 2 ≺ 5 ≺ 6, 3 ≺ 4 ≺ 7 ≺ 8, 1 ≺ 4, 3 ≺ 2 | 1∗ = 2, 3∗ = 4},
D2 = {1 ≺ 2 ≺ 5 ≺ 6, 3 ≺ 4 ≺ 5, 1 ≺ 4, 3 ≺ 2 | 1∗ = 2, 3∗ = 4},
E1 = {1 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ . . . ≺ 10, 2 ≺ 3, | 1∗ = 4, 2∗ = 3}.Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç ðàâåíñòâ:
qA1(1, 2, 2,−1,−1,−1,−1,−1,−1) = −4,
qB1(1, 2, 2,−1,−1,−1,−1,−1,−1) = 0,
qC1(3, 4,−2,−1,−1,−1,−1,−1,−1) = 0, qC2(3, 2, 2,−2) = −1,
qD1(0,−1,−1, 1, 1, 1, 1) = qD2(1, 1, 1,−1,−1) = 0,
qE1(1, 2, 2,−1,−1,−1,−1,−1,−1) = 0.Ëåììà 5. Äëÿ ñëåäóþùèõ ìíîæåñòâ �îðìà Òèòñà íå ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëå-íà:
S1 = {1, 2 | 1∗ = 2},Íàóê. âiñíèê Óæãîðîä óí-òó., 2003., âèï. 8
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S2 = {1 ≺ 2 ≺ 4, 3 ≺ 4 | 1∗ = 2 },
S3 = {1 ≺ 3 ≺ 4 ≺ . . . ≺ 9, 2 ≺ 3 | 1∗ = 3},
S4 = {1 ≺ 2, 3, 4 | 1∗ = 2},
S5 = {1 ≺ 2 ≺ 3, 2 ≺ 4 | 1∗ = 2},
S6 = {1 ≺ 2 ≺ 4, 1 ≺ 3 ≺ 4 | 1∗ = 4}.Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç ðàâåíñòâ:
qS1(1, 1) = qS2(1, 1, 1,−1) = 0;
qS3(1, 3, 2,−1,−1,−1,−1,−1,−1) = qS4(2, 1, 1, 1) = 0;
qS5(0,−1, 1, 1) = qS6(0,−1, 1, 1) = 0.3. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû: íåîáõîäèìîñòü. Íà ïðîòÿæåíèè ýòîãî ïóíêòà

S � òî æå, ÷òî â óñëîâèè òåîðåìû.Ïðåäëîæåíèå 1. Åñëè |I(S)| > 2, òî �îðìà Òèòñà äëÿ S íå ÿâëÿåòñÿ ñèëüíîïîëîæèòåëüíîé.Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî S ñîäåðæèò ïîäìíîæåñòâî, èçî-ìîð�íîå îäíîìó èç ìíîæåñòâ, ïåðå÷èñëåííûõ â ëåììàõ 1�4.Åñëè i ∈ I(S), òî i è i∗ ñðàâíèìû, èíà÷å {i, i∗} èçîìîð�íî ìíîæåñòâó S1 èç ëåììû5, è òîãäà qS íå îïðåäåëåíà ïîëîæèòåëüíî.Ïîñêîëüêó â I(S) åñòü äâå ðàçëè÷íûå ïàðû i, i∗ è j, j∗, òî â ñèëó ëåììû 1 è ëåììû2 ñ òî÷íîñòüþ äî äâîéñòâåííîãî ïîðÿäêà è ïåðåñòàíîâîê i ↔ j, i ↔ i∗, j ↔ j∗,âîçìîæíû ëèøü òàêèå ïîðÿäêè íà {i, i∗, j, j∗}: a) i ≺ i∗ ≺ j, j∗ ≺ j; b) i ≺ i∗ ≺ j,
i ≺ j∗ ≺ j; ) i ≺ i∗, i ≺ j, j∗ ≺ j; d) i ≺ i∗, i ≺ j, j∗ ≺ j, j∗ ≺ i∗; e) i ≺ j ≺ i∗, j∗ ≺ j.Ñëó÷àé a). Âûáåðåì â S ýëåìåíòû d1, d2, . . . , d6, òàêèå, ÷òî j ≺ d1 ≺ d2 ≺ . . . ≺ d6.Åñëè ñðåäè íèõ åñòü äâà dk, dl, 1 ≤ k < l ≤ 6, ñâÿçàííûå èíâîëþöèåé, òî ìíîæå-ñòâî {i, i∗, dk, dl} èçîìîð�íî ìíîæåñòâó T1 èç ëåììû 1. Åñëè òàêèõ íåò, òî òîãäà
{i, i∗, j∗, j, d1, . . . , d6} (ñ èíäóöèðîâàííîé èíâîëþöèåé) èçîìîð�íî A1 èç ëåììû 4.Ñëó÷àé b) àíàëîãè÷åí (åäèíñòâåííîå îòëè÷èå � èçîìîð�íîñòü ìíãîæåñòâà {i, i∗,
j∗, j, d1, . . . , d6} ìíîæåñòâó B1 èç ëåììû 4).Ñëó÷àé ). Åñëè ñóùåñòâóåò d ∈ S : d ≻ i∗, d ≻ j, òî òîãäà ìíîæåñòâî {i, i∗, j∗, j, d}èçîìîð�íî ìíîæåñòâó C2 èç ëåììû 4. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñóùåñòâóþò ýëåìåíòû
d1, d2, . . . , d6, òàêèå, ÷òî j ≺ d1 ≺ d2 ≺ . . . ≺ d6, ïðè÷åì îíè áóäóò íåñðàâíè-ìû ñ i∗. Àíàëîãè÷íî a), åñëè ñðåäè íèõ åñòü äâà dk è dl, ñâÿçàííûå èíâîëþöèåé,òî ìíîæåñòâî {j∗, j, dk, dl} èçîìîð�íî ìíîæåñòâó T1 èç ëåììû 1; åñëè æå íåò, òî
{i, i∗, j∗, j, d1, . . . , d6} ñ èíäóöèðîâàííîé èíâîëþöèåé èçîìîð�íî ìíîæåñòâó C1 èç ëåì-ìû 4.Ñëó÷àé d). Åñëè ñóùåñòâóåò d ∈ S : d ≻ i∗, d ≻ j, òî âûáåðåì d1 ∈ S, d ≺ d1; òîãäàåñëè d1 6= d∗ ïîäìíîæåñòâî {i, i∗, j∗, j, d, d1} èçîìîð�íî ìíîæåñòâó D2 èç ëåììû 4, âïðîòèâíîì ñëó÷àå ìíîæåñòâî {j∗, j, dk, dl} èçîìîð�íî ìíîæåñòâó T1 èç ëåììû 1.Åñëè æå òàêîãî d ∈ S íåò, òî ñóùåñòâóþò ýëåìåíòû d1, d2, d3, d4 èç S, òàêèå, ÷òî
i∗ ≺ d1 ≺ d2, j ≺ d3 ≺ d4 è ïîäìíîæåñòâî {i, i∗, d1, d2, j

∗, j, d3, d4} èçîìîð�íîìíîæåñòâó D1 èç ëåììû 4.Ñëó÷àé e). Âûáåðåì â S ýëåìåíòû d1, d2, . . . , d6, òàêèå, ÷òî i∗ ≺ d1 ≺ d2 ≺ . . . ≺ d6.Åñëè ñðåäè íèõ åñòü äâà dk, dl, ñâÿçàííûå èíâîëþöèåé, òî ìíîæåñòâî {i, i∗, dk, dl}èçîìîð�íî ìíîæåñòâó T1 èç ëåììû 1. Åñëè æå íåò, òî òîãäà ïîäìíîæåñòâî {i, i∗, j∗,
j, d1, d2, . . . , d6} èçîìîð�íî ìíîæåñòâó E1 èç ëåììû 4.Ïðåäëîæåíèå 1 äîêàçàíî.Ïîëîæèì [a, b] = {y ∈ S | a � y � b}, {x}> = {y ∈ S|y > x}, {x}< = {y ∈ S|y < x}.Íàóê. âiñíèê Óæãîðîä óí-òó., 2003., âèï. 8



Î ÍÅÎ��ÀÍÈ×ÅÍÍÛÕ ×. Ó. ÌÍÎÆÅÑÒÂÀÕ Ñ ÍÅÒ�ÈÂÈÀËÜÍÎÉ ÈÍÂÎËÞÖÈÅÉ . . . 125Ïðåäëîæåíèå 2. Åñëè |I(S)| = 2 è �îðìà Òèòñà qS ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà,òî S ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé äâóõ öåïíûõ ìíîæåñòâ, îäíî èç êîòîðûõ ñîäåðæèò
I(S).Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü I(S) = {a, b}, (a∗ 6= b). Äîêàçàòåëüñòâî ðàçîáüåì íàíåñêîëüêî øàãîâ.1) Èç ëåììû 5, ñëó÷àé 1, ñëåäóåò, ÷òî a ≺ b èëè a ≻ b. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòèìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî a ≺ b.2) Ïîêàæåì, ÷òî åñëè d ≻ a, òî d ≻ b èëè d ≺ b.Ïðåäïîëîæèì, d íå ñðàâíèì ñ b. Ïîñêîëüêó â S íåò ìèíèìàëüíûõ è ìàêñèìàëü-íûõ ýëåìåíòîâ, ñóùåñòâóþò d1, d2, . . . , d6 èç S, òàêèå, ÷òî a ≻ d1 ≻ d2 ≻ . . . ≻ d6.Ñðåäè íèõ íåò ñâÿçàííûõ èíâîëþöèåé (ïîñêîëüêó I(S) = {a, b}), ïîýòîìó {a, b, d, d1,
d2, . . . , d6} � çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî â S, èçîìîð�íîå äâîéñòâåííîìó ê ìíîæåñòâó
S3 èç ëåììû 5, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè �îðìû Òèòñà äëÿ
S. Òàêèì îáðàçîì, d ñðàâíèì ñ b. Ïåðåéäÿ ê äâîéñòâåííûì ìíîæåñòâàì, ïîëó÷àåì,÷òî åñëè d ≺ b, òî d ≻ a èëè d ≺ a.3) Èç ëåììû 5 ñëåäóåò, ÷òî A = [a, b]∪{a}<∪{b}> � öåïü. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè Aíå öåïü, òî ñóùåñòâóåò c, d ∈ A � íåñðàâíèìûå; òîãäà {a, b, c, d} èçîìîð�íî îäíîìóèç ìíîæåñòâ S5, S6, èëè äâîéñòâåííîìó ê S5.Èòàê, åñëè â S íåò ýëåìåíòà c, íåñðàâíèìîãî ñ a è b , òî èç 1) � 3) ñëåäóåò, ÷òî
S = A è, òàêèì îáðàçîì, ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ñóùåñòâóåò c ∈ S, íåñðàâíèìûé ñ a è b. Òîãäà ïîëîæèì
B = {c} ∪ {c}< ∪ {c}>.4) Ïóñòü c1 íå ñðàâíèì ñ a è b. Ïîêàæåì, ÷òî åñëè d ≻ c1 èëè d ≺ c1, òî d íå ñðàâíèìñ a è b. Ïóñòü, íàïðèìåð, d ≻ c1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî d ñðàâíèì ñ a èëè ñ b. Òîãäà dñðàâíèì è ñ a, è ñ b (â ñèëó 2), ïðè÷åì d ≻ b, ïîñêîëüêó â ñëó÷àå d ≺ b èìååì c1 ≺ b,÷òî ïðîòèâîðå÷èò íåñðàâíèìîñòè c1 ñ b. Òîãäà {a, b, c1, d} � çàìêíóòîå ïîäìíîæå-ñòâî S, èçîìîð�íîå ìíîæåñòâó S2 èç ëåììû 5, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïîëîæèòåëüíîéîïðåäåëåííîñòè qS. Àíàëîãè÷íî â ñëó÷àå d ≺ c1.Îòìåòèì, ÷òî îòñþäà ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî A ∩B = ∅.5) Ïîêàæåì, ÷òî B � öåïü. Åñëè ýòî íå òàê, òî ñóùåñòâóþò òàêèå íåñðàâíèìûåýëåìåíòà e, f ∈ B, ÷òî c ≺ e, c ≺ f èëè c ≻ e, c ≻ f , ïðè÷åì e, f /∈ A, ïîñêîëüêó
A∩B = ∅. Òîãäà {a, b, e, f} � çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî S èçîìîð�íîå ìíîæåñòâó S4èç ëåììû 5, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè qS.6) Ïîêàæåì, ÷òî S = A∪B. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò p ∈ S \ (A∪B). Òîãäà
p íå ñðàâíèì ñ a, b è c, ñëåäîâàòåëüíî {a, b, c, p} èçîìîð�íî ìíîæåñòâó S4 èç ëåììû5 �ïðîòèâîðå÷èå ñ ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòüþ qS.7) Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî S ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé A è B, ÷òî äëÿ ëþáîãî d ∈ Aè ëþáîãî c1 ∈ B c1 íå ñðàâíèì ñ d. À ýòî ñëåäóåò èç 4) � åñëè d ≺ c1 èëè d ≻ c1, òî
d íå ñðàâíèì ñ a, b ñîãëàñíî 4).Èòàê, S ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïðÿìîé ñóììû äâóõ öåïåé A = [a, b]∪{a}<∪{b}> è
B = {c}∪{c}<∪{c}> (B ìîæåò áûòü ïóñòûì), ïðè÷åì A ñîäåðæèò I(S). Ïðåäëîæåíèå2 äîêàçàíî.Èç ïðåäëîæåíèé 1 è 2 ñëåäóåò íåîáõîäèìîñòü òåîðåìû 1.4. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû: äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü S ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóì-ìîé äâóõ öåïåé A è B, ïðè÷åì I(S) ⊂ A è |I(S)| = 2.Äîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî qS ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ïî-ëîæèòåëüíóþ îïðåäåëåííîñòü �îðìû Òèòñà ìíîæåñòâ Tm,m, m > 2, ãäå Tm,n =
= {1, . . . ,m+ n | 1 ≺ . . . ≺ m,m + 1 ≺ . . . ≺ m + n, 1∗ = 2}. Ëåãêî âèäåòü, ÷òîÍàóê. âiñíèê Óæãîðîä óí-òó., 2003., âèï. 8
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qTm,n(x) = x2

0+2x2
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i=3

x2
i+2x1

m∑
i=3

xi+
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3≤i<j≤m
xixj+
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xixj−−x0(2x1+
2m∑
i=3

xi) =

= qT2m,0(x
′), ãäå x′0 = x0 −

2m∑
i=m+1

xi, x′i = xi äëÿ i = 3,m, x′i = −xi äëÿ i = m+ 1, 2m.Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî �îðìà qT2m,0(x) ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà. À ýòî âèäíî èçñëåäóþùåãî ðàâåíñòâà:
2qT2m,0(x) = 2(x0 − x1 − 1
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i=3

xi)
2+

2m∑
i=3

x2
i .Òåïåðü ñèëüíàÿ ïîëîæèòåëüíîñòü �îðìû Òèòñà äëÿ S ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî íå-çàìêíóòûå ïîäìíîæåñòâà S ÿâëÿþòñÿ ïðÿìûìè ñóììàìè äâóõ öåïåé, à äëÿ òàêèõìíîæåñòâ ïîëîæèòåëüíàÿ îïðåäåëåííîñòü �îðìû Òèòñà äîêàçàíà â [11℄. Äîêàçàòåëü-ñòâî çàâåðøåíî.1. Gabriel P. Unzerlegbare Darstellungen // Manusripts Math. � 1972. � 6. � P. 71�103,309.2. Ìàòðè÷íûå çàäà÷è. � Ê.: Èí-ò ìàòåìàòèêè ÀÍ ÓÑÑ�, 1977. � 145 ñ.3. Ïðåäñòàâëåíèÿ è êâàäðàòè÷íûå �îðìû. � Ê.: Èí-ò ìàòåìàòèêè ÀÍ ÓÑÑ�, 1979. � 153 ñ.4. Simson D. Linear Representations of Partially Ordered Sets and Vetor Spae Category. � Gordonand Breah Siene Publishers, 1992. � 499 p.5. Äðîçä Þ. À. Ïðåîáðàçîâàíèÿ Êîêñòåðà è ïðåäñòàâëåíèÿ ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâ //Ôóíêö. àíàëèç è åãî ïðèëîæ. � 1974. � Âûï. 8. � Ñ. 34�42.6. �îéòåð À. Â. Ìàòðè÷íûå çàäà÷è è ïðåäñòàâëåíèÿ áîêñîâ// Ìàòðè÷íûå çàäà÷è. � Ê.: Èí-òìàòåìàòèêè ÀÍ ÓÑÑ�, 1977. � Ñ. 3�38.7. Äðîçä Þ. À. Î ðó÷íûõ è äèêèõ ìàòðè÷íûõ çàäà÷àõ // Ìàòðè÷íûå çàäà÷è. � Ê.: Èí-ò ìàòåìà-òèêè ÀÍ ÓÑÑ�, 1977. � Ñ. 104�114.8. Íàçàðîâà Ë. À., �îéòåð À. Â. Ïðåäñòàâëåíèÿ ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâà // Çàï. íàó÷.ñåìèíàðîâ ËÎÌÈ. � 1972. � 28. � C. 5�31.9. Êëåéíåð Ì. Ì. ×àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà êîíå÷íîãî òèïà // Çàï. íàó÷. ñåìèíàðîâËÎÌÈ. � 1972. � 28. � C. 32�41.10. Áîíäàðåíêî Â. Ì., Ïîëèùóê À. Ì. Î ïîäêàòåãîðèÿõ êîíå÷íîãî ðàíãà êàòåãîðèè ïðåäñòàâëåíèéíåîãðàíè÷åííîãî ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà // Íàóê. âiñíèê Óæãîðîä. óí-òó. Ñåð.ìàòåì. i ií�îðì. � 2003. � Âèï. 8. � Ñ. 15�22.11. Áîíäàðåíêî Â. Ì., Ïîëèùóê À. Ì. Î êâàäðàòè÷íîé �îðìå Òèòñà äëÿ áåñêîíå÷íûõ ÷àñòè÷íîóïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâ // Íàóê. âiñíèê Óæãîðîä. óí-òó. Ñåð. ìàòåì. i ií�îðì. � 2002. �Âèï. 7. � Ñ. 28�31. Ïîëó÷åíî 23.09.2003

Íàóê. âiñíèê Óæãîðîä óí-òó., 2003., âèï. 8


