
�ÅÄÓÊÖIß ÄÈÑÊ�ÅÒÍÈÕ ÇÀÄÀ× ÍÅËIÍIÉÍÎ�Î Ï�Î��ÀÌÓÂÀÍÍß . . . 127ÓÄÊ 519.7Þ. Þ. ×åðâàê (Óæãîðîäñüêèé íàö. óí-ò)�ÅÄÓÊÖIß ÄÈÑÊ�ÅÒÍÈÕ ÇÀÄÀ× ÍÅËIÍIÉÍÎ�ÎÏ�Î��ÀÌÓÂÀÍÍß ÇÀ ÄÎÏÎÌÎ�ÎÞ IÍÒÅ�ÏÎËßÖIÉÍÈÕÌÍÎ�Î×ËÅÍIÂIn the given artile the simpli�ation of a disreti problem of non-linear programming is esteemed bysubstitution of objet funtion and funtion of limitations by interpolation polynomials, the set of lustersof interpolation whih one is a given disreti set.Â äàíié ñòàòòi ðîçãëÿäà¹òüñÿ ñïðîùåííÿ äèñêðåòíî¨ çàäà÷i íåëiíiéíîãî ïðîãðàìóâàííÿ øëÿõîìçàìiíè öiëüîâî¨ �óíêöi¨ òà �óíêöié îáìåæåíü iíòåðïîëÿöiéíèìè ìíîãî÷ëåíàìè, ìíîæèíà âóçëiâiíòåðïîëÿöi¨ ÿêèõ ¹ çàäàíà äèñêðåòíà ìíîæèíà.Ìåòîäè ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷ íåëiíiéíîãî ïðîãðàìóâàííÿ ÷óòëèâi äî âèäiâ êðèòåðiàëü-íèõ �óíêöié òà �óíêöié îáìåæåíü. Òðóäî¹ìíiñòü ðîçâ'ÿçóâàííÿ öèõ çàäà÷ çíà÷íîáiëüøà çà òðóäî¹ìíiñòü ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷ ëiíiéíîãî ïðîãðàìóâàííÿ. Çìiíþ¹òüñÿöÿ òðóäî¹ìíiñòü ïðè ïåðåõîäi âiä íåëiíiéíîñòi îäíîãî âèäó äî íåëiíiéíîñòi iíøîãîâèäó. Ïðèíöèïîâèì ïðè öüîìó ¹ òå, ùî ïðè òàêîìó ïåðåõîäi çìiíþ¹òüñÿ ñòðóêòóðàçàäà÷i. ßêùî îïóêëi �óíêöi¨, ïðè ÿêèõ çàäà÷à ¹ îäíîåêñòðåìàëüíîþ, çàìiíèòè íåîïó-êëèìè �óíêöiÿìè, òî, âiðîãiäíî, ñòðóêòóðà îòðèìàíî¨ çàäà÷i áóäå íåâiäîìîþ. Áóâà¹é íàâïàêè, ÿêùî â çàäà÷i, ñòðóêòóðà ÿêî¨ íåâiäîìà, êðèòåðiàëüíó �óíêöiþ òà �óí-êöi¨ îáìåæåíü çàìiíèòè �óíêöiÿìè ç äîáðå âiäîìèìè âëàñòèâîñòÿìè, òî ñòðóêòóðóîòðèìàíî¨ çàäà÷i ìîæíà âèçíà÷èòè.×óòëèâiñòü ìåòîäiâ äî ðiçíèõ ñòðóêòóð çàäà÷, âèçíà÷åíèõ �óíêöiÿìè ðiçíèõ âèäiâ,îáóìîâëåíà àïðiîði: ÿê ïðàâèëî, òîé ÷è iíøèé ìåòîä îði¹íòîâàíèé íà ðîçâ'ÿçàííÿçàäà÷ ïåâíîãî êëàñó, çàäà÷ âèçíà÷åíî¨ ñòðóêòóðè.Ñêàçàíå ñòîñó¹òüñÿ é äèñêðåòíèõ çàäà÷, ìåòîäè ðîçâ'ÿçàííÿ ÿêèõ âèêîðèñòîâóþòüìåòîäè ëiíiéíîãî i íåëiíiéíîãî ïðîãðàìóâàííÿ. Â äàíié ðîáîòi äèñêðåòíà çàäà÷à íåëi-íiéíîãî ïðîãðàìóâàííÿ çâîäèòüñÿ äî åêâiâàëåíòíî¨ çàäà÷i, �óíêöi¨ îáìåæåíü i êðèòå-ðiàëüíà �óíêöiÿ ÿêî¨ (àáî êðèòåðiàëüíi �óíêöi¨, ÿêùî çàäà÷à áàãàòîêðèòåðiàëüíà) ¹ìíîãî÷ëåíàìè, çîêðåìà, ëiíiéíèìè �óíêöiÿìè. Äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷ íåëiíiéíîãîïðîãðàìóâàííÿ, ó ÿêèõ êðèòåðiàëüíi �óíêöi¨ i �óíêöi¨ îáìåæåíü ¹ ìíîãî÷ëåíàìè,ðîçðîáëåíi ñïåöiàëüíi ìåòîäè [1,2℄.1. �åäóêîâàíà çàäà÷à. Äèñêðåòíà çàäà÷à íåëiíiéíîãî ïðîãðàìóâàííÿ ðîçãëÿäà-¹òüñÿ â íàñòóïíié �îðìi:
max f0(x), (1)

fi(x) ≤ bi, i = 1, 2, ...,m, (2)
xj ∈ Dj, j = 1, 2, ..., n, (3)

x = (x1, x2, ..., xn) ∈ Rn. Äiéñíi �óíêöi¨
fi(x), i = 0, 1, 2, ...,m, (4)ââàæàþòüñÿ çàäàíèìè àíàëiòè÷íèì ñïîñîáîì, òîáòî �îðìóëàìè. f0(x) � êðèòåði-àëüíà �óíêöiÿ, fi(x), i = 1, 2, ...,m, � �óíêöi¨ îáìåæåíü-íåðiâíîñòåé (2), â ÿêèõ

bi, i = 1, 2, ...,m, � çàäàíi ÷èñëà. ßêùî ðîçãëÿäà¹òüñÿ áàãàòîêðèòåðiàëüíà äèñêðåòíàçàäà÷à íåëiíiéíîãî ïðîãðàìóâàííÿ, òî êðèòåðiàëüíà �óíêöiÿ ¹ âåêòîðíîþ �óíêöi¹þÍàóê. âiñíèê Óæãîðîä óí-òó., 2003., âèï. 8



128 ×Å�ÂÀÊ Þ. Þ.
f0(x) = (f01(x), f02(x), ..., f0q(x)), q > 1. Ïðè öüîìó áàãàòîêðèòåðiàëüíà çàäà÷à ìî-æå âèçíà÷àòèñÿ áóäü-ÿêîþ çãîðòêîþ êðèòåði¨â [3℄. Â êîæíié ç óìîâ äèñêðåòíîñòi (3)äèñêðåòíà ìíîæèíà Dj ¹ ñêií÷åííîþ ìíîæèíîþ ÷èñåë; νj + 1 � ÷èñëî ¨¨ åëåìåíòiâ,
νj ≥ 1. Êîæíà ç íåëiíiéíèõ �óíêöié (4) ïðèéìà¹ íà ñêií÷åííié ìíîæèíi D =

n
×
j=1

Dj(× � çíàê äåêàðòîâîãî äîáóòêó) ñêií÷åííi çíà÷åííÿ.Ìåòîäàì ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i (1)�(3) ïðèñâÿ÷åíà âåëèêà êiëüêiñòü íàóêîâèõïðàöü, ùî âiäîáðàæåíî â áiáëiîãðà�iÿõ áàãàòüîõ êíèã i ìîíîãðà�ié, íàïðèêëàä, âìîíîãðà�iÿõ [4,5℄.Ìíîæèíó äîïóñòèìèõ ðîçâ'ÿçêiâ, àáî, ïðîñòî, äîïóñòèìó ìíîæèíó, çàäà÷i (1)�(3),ÿêà çàäà¹òüñÿ îáìåæåííÿìè (2) i óìîâàìè äèñêðåòíîñòi (3), ïîçíà÷à¹ìîX, à ìíîæèíó¨¨ îïòèìàëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ � ÷åðåç X̂. ßêùî X 6= ∅, òî X̂ 6= ∅, òàê ÿê X ñêií÷åííàìíîæèíà.�åäóêöiÿ çàäà÷i (1)�(3) (òîáòî çâåäåííÿ ¨¨ äî åêâiâàëåíòíî¨ çàäà÷i ïðîñòiøîãî âè-äó) çäiéñíþ¹òüñÿ ðåäóêöi¹þ �óíêöié (4). Íåõàé f(x)� áóäü-ÿêà ç öèõ �óíêöié; r(x)��óíêöiÿ n àðãóìåíòiâ x1, x2, ..., xn, ÿêà íà ìíîæèíi D ïðèéìà¹ ñêií÷åííi çíà÷åííÿ.Îçíà÷åííÿ 1. Ôóíêöiþ r(x) íàçèâà¹ìî ðåäóêîâàíîþ �óíêöi¹þ, ÿêùî i òiëüêèÿêùî âîíà ¹ �óíêöi¹þ ïðîñòiøîãî âèäó çà �óíêöiþ f(x) i çíà÷åííÿ ¨¨ íà ìíîæèíi Dñïiâïàäàþòü çi çíà÷åííÿìè �óíêöi¨ f(x):
r(x) = f(x) äëÿ âñiõ x ∈ D. (5)Òåðìií �ïðîñòiøèé� íå ¹ çàãàëüíîâèçíà÷åíèì. Âií âèçíà÷à¹òüñÿ â êîæíîìó êîí-êðåòíîìó âèïàäêó, çàëåæíî âiä ìåòè, ÿêà ïåðåñëiäó¹òüñÿ ðåäóêöi¹þ. Ïîçàÿê �óíêöi¨âèçíà÷àþòüñÿ �îðìóëàìè, çà ÿêèìè îá÷èñëþþòüñÿ ¨õ çíà÷åííÿ, òî �óíêöiþ îòîòî-æíþ¹ìî ç �îðìóëîþ. Îòæå, äëÿ îá÷èñëåííÿ çíà÷åííÿ �óíêöi¨ íåîáõiäíî âèêîíàòèíàä çíà÷åííÿìè àðãóìåíòiâ ïåâíi îïåðàöi¨ (àðè�ìåòè÷íi îïåðàöi¨, îïåðàöi¨ îá÷èñëå-ííÿ çíà÷åíü ñòàíäàðòíèõ �óíêöié òîùî), â ïåâíîìó ïîðÿäêó i â ïåâíié êiëüêîñòi.Çâè÷àéíî, îïåðàöi¨ ìîæíà ïîðiâíþâàòè ìiæ ñîáîþ, íàïðèêëàä, îïåðàöiÿ äîäàâàííÿïðîñòiøà çà îïåðàöiþ äiëåííÿ, îïåðàöiÿ ìíîæåííÿ ïðîñòiøà çà îïåðàöiþ îá÷èñëåí-íÿ çíà÷åííÿ �óíêöi¨ ñèíóñà i ò.ï. Îòæå, �óíêöi¨ f(x) i r(x) ìîæíà ïîðiâíþâàòè çàñêëàäíiñòþ îïåðàöié i çà ÷èñëîì îïåðàöié, íåîáõiäíèõ äëÿ îá÷èñëåííÿ ¨õ çíà÷åíü. Ñå-ðåä íåëiíiéíèõ �óíêöié ïðîñòèìè ââàæà¹ìî ìíîãî÷ëåíè, íàéïðîñòiøèìè � ëiíiéíi�óíêöi¨ [6℄.ßêùî âiäíîñíî êîæíî¨ ç �óíêöié (4) â ðåçóëüòàòi ¨õ ðåäóêöi¨ ïîáóäîâàíi âiäïîâiäíiðåäóêîâàíi �óíêöi¨
ri(x), i = 0, 1, 2, ...,m, (6)òî äèñêðåòíà çàäà÷à

max r0(x), (7)
ri(x) ≤ bi, i = 1, 2, ...,m, (8)
xj ∈ Dj, j = 1, 2, ..., n, (9)¹ ðåäóêîâàíîþ çàäà÷åþ âiäíîñíî çàäà÷i (1)�(3). Çà óìîâîþ (5), çàäà÷à (7)�(9) åêâi-âàëåíòíà çàäà÷i (1)�(3), òàê ÿê X = Xr, X̂ = X̂r, äå Xr � äîïóñòèìà ìíîæèíàðåäóêîâàíî¨ çàäà÷i (7)�(9), çàäàíà îáìåæåííÿìè (8) i óìîâàìè (9) àáî (3), X̂r � ìíî-æèíà ¨¨ îïòèìàëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ. (Äâi çàäà÷i ìàòåìàòè÷íîãî ïðîãðàìóâàííÿ íàçèâà¹-ìî åêâiâàëåíòíèìè çàäà÷àìè, ÿêùî i òiëüêè ÿêùî ¨õ íåïîðîæíi ìíîæèíè äîïóñòèìèõðîçâ'ÿçêiâ i ìíîæèíè îïòèìàëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ñïiâïàäàþòü âiäïîâiäíî.)Íàóê. âiñíèê Óæãîðîä óí-òó., 2003., âèï. 8



�ÅÄÓÊÖIß ÄÈÑÊ�ÅÒÍÈÕ ÇÀÄÀ× ÍÅËIÍIÉÍÎ�Î Ï�Î��ÀÌÓÂÀÍÍß . . . 1292. �åäóêöiÿ �óíêöi¨ áàãàòüîõ àðãóìåíòiâ ÷åðåç ðîçáèòòÿ ¨¨ íà ñêëàäî-âi îäíîãî àáî äåêiëüêîõ àðãóìåíòiâ. Íåõàé f(x) � áóäü-ÿêà ç �óíêöié (4). �¨�îðìóëó f(x) ìîæíà ïðåäñòàâëÿòè ðîç÷ëåíîâàíîþ (ðîçáèòîþ) íà ÷àñòèíè, îá'¹äíà-íèìè â f(x) çà äîïîìîãîþ îïåðàöié. �îçáèòòÿ íà ÷àñòèíè, êîæíà ç ÿêèõ ¹ �óíêöi¹þîäíîãî àáî êiëüêîõ àðãóìåíòiâ, ìîæå çäiéñíþâàòèñÿ ïî-ðiçíîìó. Òîìó ðiçíi ñêëàäîâi,ïðè ðiçíèõ ðîçáèòòÿõ, ìîæóòü îá'¹äíóâàòèñÿ â �îðìóëó f(x) çà äîïîìîãîþ ðiçíèõîïåðàöié, çîêðåìà, ñàìà ïî ñîái �îðìóëà f(x) ¹ îá'¹äíàííÿì ¨¨ åëåìåíòàðíèõ ñêëà-äîâèõ (àðãóìåíòiâ i êîíñòàíò) çà äîïîìîãîþ îïåðàöié, ÿêi íåîáõiäíî âèêîíàòè äëÿîá÷èñëåííÿ ¨¨ çíà÷åíü. Âiäíîñíî ðîçáèòòÿ, îäíi îïåðàöi¨ �óíêöi¨ f(x) ¹ âíóòðiøíüîñêëàäîâèìè (çà äîïîìîãîþ ÿêèõ óòâîðþþòüñÿ ñêëàäîâi äàíîãî ðîçáèòòÿ), à iíøi �çîâíiøíüî ñêëàäîâèìè, çà äîïîìîãîþ ÿêèõ îá'¹äíóþòüñÿ ñêëàäîâi â f(x). �îçãëÿíåìî,íàïðèêëàä, �óíêöiþ òðüîõ àðãóìåíòiâ:
f(x) =

3
√
x2

1(x1 + x2)

x2
1 + 1

− cos x3. (10)Ç ìîæëèâèõ ñïîñîáiâ íàâåäåìî, äëÿ iëþñòðàöi¨, íàñòóïíi ÷îòèðè ¨¨ ðîçáèòòÿ. Çà ïåð-øèì ñïîñîáîì,
f(x) =

3
√
ϕ1(x1)ϕ2(x1, x2)

ϕ1(x1) + 1
− ϕ3(x3), (11)äå ϕ1(x1) = x2

1, ϕ2(x1, x2) = x1 + x2, ϕ3(x3) = cosx3; çîâíiøíüî ñêëàäîâèìè îïåðàöi-ÿìè ¹ îïåðàöiÿ îá÷èñëåííÿ çíà÷åííÿ �óíêöi¨ êîðåíÿ êóái÷íîãî, ìíîæåííÿ, äiëåííÿ,äîäàâàííÿ i âiäíiìàííÿ. Çà äðóãèì ñïîñîáîì,
f(x) =

ϕ1(x1)ϕ2(x1, x2)

ϕ3(x1)
− ϕ4(x3), (12)äå ϕ1(x1) = 3

√
x2

1, ϕ2(x1, x2) = x1 + x2, ϕ3(x1) = x2
1 + 1, ϕ4(x3) = cosx3; çîâíiøíüîñêëàäîâèìè îïåðàöiÿìè ¹ ìíîæåííÿ, äiëåííÿ i âiäíiìàííÿ. Çà òðåòiì ñïîñîáîì,

f(x) = ϕ1(x1)ϕ2(x1)ϕ3(x1, x2) − ϕ4(x3), (13)äå ϕ1(x1) = 3

√
x2

1, ϕ2(x1) = (x2
1 + 1)

−1, ϕ3(x1, x2) = x1 + x2, ϕ4(x3) = cosx3; çîâíi-øíüî ñêëàäîâèìè îïåðàöiÿìè ¹ äâi îïåðàöi¨, ìíîæåííÿ i âiäíiìàííÿ. Çà ÷åòâåðòèìñïîñîáîì,
f(x) = ϕ1(x1)ϕ2(x1, x2) + ϕ3(x3), (14)äå ϕ1(x1) =

3
√
x2

1

x2
1 + 1

, ϕ2(x1, x2) = x1 + x2, ϕ3(x3) = − cos x3; çîâíiøíüî ñêëàäîâèìèîïåðàöiÿìè ¹ ìíîæåííÿ i äîäàâàííÿ.Òàêèì ÷èíîì, ðîç÷ëåíóâàâøè �óíêöiþ f(x) ÿê �óíêöiþ n àðãóìåíòiâ íà ÷àñòèíè,¨¨ ðåäóêöiÿ ìîæå áóòè çäiéñíåíà, â çàãàëüíîìó, ðåäóêöi¹þ ÷àñòèí ÿê �óíêöié ìåí-øîãî ÷èñëà àðãóìåíòiâ, íiæ n, çîêðåìà, ðåäóêöi¹þ �óíêöié îäíîãî àðãóìåíòó, ÿêùîòàêå ðîçáèòòÿ ìîæëèâå. ßê âæå áóëî ñêàçàíî, ñåðåä íåëiíiéíèõ �óíêöié ïðîñòèìèââàæàþòüñÿ ìíîãî÷ëåíè. Íåõàé ϕ, ÿê �óíêöiÿ îäíîãî àáî äåêiëüêîõ àðãóìåíòiâ, ¹áóäü-ÿêîþ ç íåëiíiéíèõ ÷àñòèí �óíêöi¨ f(x). Òîäi ðåäóêîâàíîþ �óíêöi¹þ âiäíîñíî�óíêöi¨ ϕ ìîæå áóòè iíòåðïîëÿöiéíèé ìíîãî÷ëåí ρ, ç âóçëàìè iíòåðïîëÿöi¨ â äèñêðå-òíî âèçíà÷åíèõ òî÷êàõ, çàäàíèõ óìîâàìè äèñêðåòíîñòi (3), òàê ÿê çíà÷åííÿ ìíîãî-÷ëåíà ρ i �óíêöi¨ ϕ â öèõ òî÷êàõ ñïiâïàäàþòü [6,7℄. ßêùî ϕ ¹ ìíîãî÷ëåíîì, ñòåïiíüÍàóê. âiñíèê Óæãîðîä óí-òó., 2003., âèï. 8



130 ×Å�ÂÀÊ Þ. Þ.ÿêîãî íåáiëüøèé çà ìîæëèâèé ñòåïiíü iíòåðïîëÿöiéíîãî ìíîãî÷ëåíà, òîäi ïîòðåáà âïîáóäîâi öüîãî iíòåðïîëÿöiéíîãî ìíîãî÷ëåíà ρ âiäïàäà¹, òàê ÿê ϕ i ρ ÿê �óíêöi¨ òîòî-æíî ðiâíi. Îòæå, ïîáóäóâàâøè iíòåðïîëÿöiéíi ìíîãî÷ëåíè ÷àñòèí çàäàíîãî ðîçáèòòÿ�óíêöi¨ f(x) i ïiäñòàâèâøè ¨õ, âiäïîâiäíî, çàìiñòü öèõ ÷àñòèí, îäåðæèìî �óíêöiþ
r(x).Â ðåçóëüòàòi ïiäñòàíîâêè çàìiñòü ÷àñòèí ðîçáèòòÿ �óíêöi¨ f(x) âiäïîâiäíèõ ¨ìiíòåðïîëÿöiéíèõ ìíîãî÷ëåíiâ îòðèìàíà �óíêöiÿ ìîæå íå áóòè ìíîãî÷ëåíîì. Àëå,ÿêùî çîâíiøíüî ñêëàäîâèìè îïåðàöiÿìè â öüîìó ðîçáèòòi ¹ îïåðàöi¨ ìíîæåííÿ (âòîìó ÷èñëi ïiäíåñåííÿ äî öiëîãî äîäàòíîãî ñòåïåíÿ ÿê áàãàòîêðàòíîãî ìíîæåííÿ),äîäàâàííÿ, âiäíiìàííÿ, òî, ÿê ðåçóëüòàò öèõ îïåðàöié íàä ìíîãî÷ëåíàìè, �óíêöiÿ
r(x) ¹ òàêîæ ìíîãî÷ëåíîì, îòæå, ðåäóêîâàíîþ �óíêöi¹þ. Òàêèì ÷èíîì, â ðåäóêöi¨
f(x) éäåòüñÿ íå ïðî áóäü-ÿêå ðîçáèòòÿ öi¹¨ �óíêöi¨, à òiëüêè ïðî òàêå, çîâíiøíüîñêëàäîâèìè îïåðàöiÿìè â ÿêîìó ìîæóòü áóòè âèùåïåðåðàõîâàíi îïåðàöi¨. Öié óìîâiíå çàäîâîëüíÿþòü, íàïðèêëàä, ðîçáèòòÿ �óíêöi¨ (10) çà ïåðøèì i äðóãèì ñïîñîáàìè(äèâ. (11) i (12)), àëå çàäîâîëüíÿþòü ¨é ðîçáèòòÿ öi¹¨ �óíêöi¨ çà òðåòiì i ÷åòâåðòèìñïîñîáàìè (äèâ. (13) i (14)). ßêùî íå iñíó¹ ðîçáèòòÿ �óíêöi¨ f(x), çîâíiøíüî ñêëà-äîâèìè îïåðàöiÿìè â ÿêîìó ìîãëè á áóòè òiëüêè ìíîæåííÿ, äîäàâàííÿ i âiäíiìàííÿ,òî ðåäóêîâàíîþ �óíêöi¹þ r(x) ¹ iíòåðïîëÿöiéíèé ìíîãî÷ëåí �óíêöi¨ f(x) ç âóçëàìèiíòåðïîëÿöi¨ â òî÷êàõ ìíîæèíè D ⊂ Rn. Äëÿ ïðèêëàäó, ðîçãëÿíåìî �óíêöiþ (10), âÿêié ñêëàäîâi �óíêöi¨ âèçíà÷åíi çà ÷åòâåðòèì ñïîñîáîì (äèâ. (14)). Íåõàé D1 = {0, 1},
D3 = {0, π

2
, π}. Ñêëàäîâà �óíêöiÿ ϕ2(x1, x2) ¹ ëiíiéíîþ �óíêöi¹þ, òîìó çàìiíþâàòè¨¨ iíòåðïîëÿöiéíèì ìíîãî÷ëåíîì, ïðè áóäü-ÿêié äèñêðåòíié ìíîæèíi D2, ÿêà ìiñòèòüíå ìåíøå äâîõ ÷èñåë, íåìà¹ ïîòðåáè, òàê ÿê âîíà òîòîæíî ðiâíà öüîìó ìíîãî÷ëåíó.(Òàê ÿê â öüîìó ðîçáèòòi ñêëàäîâà �óíêöiÿ îäíîãî àðãóìåíòó x2 âiäñóòíÿ, íà çìií-íó x2 ìîæíà íå íàêëàäàòè óìîâó äèñêðåòíîñòi (3). Öå îçíà÷à¹, ùî ðåäóêöiÿ ìîæåáóòè çàñòîñîâàíà i äî ÷àñòêîâî äèñêðåòíî¨ çàäà÷i íåëiíiéíîãî ïðîãðàìóâàííÿ, â ÿêiéóìîâè äèñêðåòíîñòi (3) íàêëàäàþòüñÿ ëèøå íà ÷àñòèíó çìiííèõ.) Òîäi, ρ1(x1) = 1

2
x1,

ρ3(x3) = 2
π
x3 − 1 � iíòåðïîëÿöiéíi �óíêöi¨ äëÿ ϕ1(x1) i ϕ3(x3) âiäïîâiäíî, îòæå, âðåçóëüòàòi ¨õ ïiäñòàíîâêè â �óíêöiþ (10), ìà¹ìî ðåäóêîâàíó �óíêöiþ

r(x) = −1 +
2

π
x3 +

1

2
x2

1 +
1

2
x1x2. (15)Çíà÷åííÿ �óíêöié ϕ1, ϕ3, ρ1, ρ3, f i r äëÿ âñiõ ìîæëèâèõ íàáîðiâ àðãóìåíòiâ x1 i x3,ïðè áóäü-ÿêèõ çíà÷åííÿõ àðãóìåíòó x2, çâåäåíi â òàáëèöi 1.

x1 x3 ϕ1(x1) ϕ3(x3) ρ1(x1) ρ3(x3) f(x) r(x)

0 0 0 −1 0 −1 −1 −1

0 π
2

0 0 0 0 0 0

0 π 0 1 0 1 1 1

1 0 1
2

−1 1
2

−1 1
2
(x2 − 1) 1

2
(x2 − 1)

1 π
2

1
2

0 1
2

0 1
2
(x2 + 1) 1

2
(x2 + 1)

1 π 1
2

1 1
2

1 1
2
(x2 + 3) 1

2
(x2 + 3)Òàáëèöÿ 1.Â ðåäóêîâàíié �óíêöi¨ (15) òðåòié äîäàíîê 1

2
x2

1 ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê ¨¨ ñêëàäîâó�óíêöiþ àðãóìåíòó x1, ÿêà ¹ îäíî÷ëåíîì 2-ãî ñòåïåíÿ. Îñêiëüêè D1 ìiñòèòü äâàÍàóê. âiñíèê Óæãîðîä óí-òó., 2003., âèï. 8



�ÅÄÓÊÖIß ÄÈÑÊ�ÅÒÍÈÕ ÇÀÄÀ× ÍÅËIÍIÉÍÎ�Î Ï�Î��ÀÌÓÂÀÍÍß . . . 131åëåìåíòè, 0 i 1 (ν1 = 1), òî ¨¨ iíòåðïîëÿöiéíîþ �óíêöi¹þ ¹ ëiíiéíà �óíêöiÿ 1
2
x1. Îòæå,çàñòîñóâàâøè ðåäóêöiþ, ïîâòîðíî, äî �óíêöi¨ (15), îòðèìà¹ìî ïðîñòiøó ðåäóêîâàíó�óíêöiþ, ùî çàäà¹òüñÿ �îðìóëîþ

r(x) = −1 +
1

2
x1 +

2

π
x3 +

1

2
x1x2. (16)Çàóâàæåííÿ 1. ßêùî Dj = {0, 1}, òî â �óíêöiÿõ f(x) i r(x) ñòåïåíåâà �óíêöiÿ

xνj (ν > 0) ÿê ¨õ ñêëàäîâà �óíêöiÿ çàìiíþ¹òüñÿ íà xj.Â ðîçáèòòi �óíêöi¨ f(x) ìîæóòü óòâîðèòèñÿ ïðèíàéìíi äâi ñêëàäîâi �óíêöi¨ îäíèõi òèõ àðãóìåíòiâ xj1 , xj2 , ..., xjp (p ≥ 1 ) ϕ′(x̃) i ϕ′′(x̃), çâ'ÿçàíèõ çîâíiøíüî ñêëàäîâîþîïåðàöi¹þ ìíîæåííÿ (òóò x̃ = (xj1 , xj2 , ..., xjp)). ßêùî âiäïîâiäíi iíòåðïîëÿöiéíi ìíî-ãî÷ëåíè ρ′(x̃) i ρ′′(x̃) ìàþòü ñòåïåíi γ′ i γ′′, òî äîáóòîê öèõ ìíîãî÷ëåíiâ ìàòèìå ñòåïiíü
γ′ + γ′′, ÿêèé ìîæå áóòè çíà÷íî áiëüøèé çà γ′ i γ′′, ùî ìîæå ïðèçâåñòè äî çíà÷íî-ãî çðîñòàííÿ ñòåïåíÿ ðåäóêîâàíîãî ìíîãî÷ëåíà r(x). Â ïîäiáíîìó âèïàäêó iñíóþòüäâi ìîæëèâîñòi çàïîáiãòè öüîìó çðîñòàííþ. Ïî-ïåðøå, ñêëàäîâi ϕ′(x̃) i ϕ′′(x̃) ìîæíàîá'¹äíàòè çà äîïîìîãîþ ìíîæåííÿ â îäíó ñêëàäîâó, ϕ(x̃) = ϕ′(x̃)ϕ′′(x̃). Ïî-äðóãå, âìíîãî÷ëåíi r(x) äîáóòîê ρ(x̃) = ρ′(x̃)ρ′′(x̃) ìîæíà çàìiíèòè, ïîâòîðíî, âiäïîâiäíèìéîìó iíòåðïîëÿöiéíèì ìíîãî÷ëåíîì. Ç öèõ i ïîäiáíèõ ¨ì ìiðêóâàíü ìîæíà çðîáèòèíàñòóïíå çàóâàæåííÿ.Çàóâàæåííÿ 2. ßêùî â ðîçáèòòi �óíêöi¨ f(x) óòâîðþþòüñÿ äâi àáî áiëüøå ñêëà-äîâi �óíêöi¨ îäíîãî é òîãî, àáî îäíèõ i òèõ àðãóìåíòiâ, çâ'ÿçàíèõ çà äîïîìîãîþ çîâ-íiøíüî ñêëàäîâèõ îïåðàöié ìíîæåííÿ, òî äîöiëüíî ¨õ îá'¹äíàòè çà äîïîìîãîþ öèõîïåðàöié â îäíó ñêëàäîâó �óíêöiþ. Ç ìåòîþ çìåíøåííÿ ñòåïåíÿ ðåäóêîâàíîãî ìíî-ãî÷ëåíà r(x), äîöiëüíî òàêîæ çàñòîñîâóâàòè ïîâòîðíi ðåäóêöi¨.Òðóäî¹ìíiñòü ðåäóêöi¨ �óíêöi¨ f(x) çàëåæèòü âiä ìîæëèâîñòåé ðîçáèòòÿ ¨¨ íà òi÷è iíøi ñêëàäîâi. Âiðîãiäíî, ùî âîíà çìåíøó¹òüñÿ, ÿêùî ÷èñëî àðãóìåíòiâ ñêëàäîâèõ�óíêöié çìåíøó¹òüñÿ, òàê ÿê çi çìåíøåííÿì ÷èñëà àðãóìåíòiâ �óíêöi¨ çìåíøó¹òüñÿòðóäî¹ìíiñòü ïîáóäîâè iíòåðïîëÿöiéíîãî ìíîãî÷ëåíà. Òîìó, âàðòî óâàãè òàêå ðîç-áèòòÿ, ïðè ÿêîìó âñi ñêëàäîâi ¹ �óíêöiÿìè îäíîãî àðãóìåíòó, îá'¹äíàíi çîâíiøíüîñêëàäîâèìè îïåðàöiÿìè ìíîæåííÿ, äîäàâàííÿ i âiäíiìàííÿ.Îçíà÷åííÿ 2. Ôóíêöiþ f(x) íàçèâà¹ìî ñåïàðàáåëüíîþ, ÿêùî i òiëüêè ÿêùî iñíó¹òàêå ¨¨ ðîçáèòòÿ íà ñêëàäîâi �óíêöi¨ îäíîãî àðãóìåíòó, çîâíiøíüî ñêëàäîâèìè îïåðà-öiÿìè â ÿêîìó ìîæóòü áóòè ìíîæåííÿ (â òîìó ÷èñëi ïiäíåñåííÿ äî öiëîãî äîäàòíîãîñòåïåíÿ ÿê áàãàòîðàçîâîãî ìíîæåííÿ), äîäàâàííÿ, âiäíiìàííÿ.Ñêëàäîâi �óíêöi¨ îäíîãî àðãóìåíòó â ðîçáèòòi ñåïàðàáåëüíî¨ �óíêöi¨ f(x) ïîçíà-÷à¹ìî ϕjkj

(xj), äå ïåðøèé iíäåêñ j âêàçó¹ íîìåð àðãóìåíòó xj, à äðóãèé iíäåêñ kj �íîìåð �óíêöi¨ â ìíîæèíi âñiõ ñêëàäîâèõ �óíêöié öüîãî àðãóìåíòó â äàíîìó ðîçáèòòi.Ôóíêöiÿ (10), íàïðèêëàä, ¹ ñåïàðàáåëüíîþ �óíêöi¹þ:
f(x) = ϕ11(x1)(ϕ12(x1) + ϕ21(x2)) + ϕ31(x3), (17)äå ϕ11(x1) =

3
√
x2

1

x2
1 + 1

, ϕ12(x1) = x1, ϕ21(x2) = x2, ϕ31(x3) = − cos x3. Ïðè öüîìó, ÿêùîïîêëàäåìî ϕ′
12(x1) = ϕ11(x1)ϕ12(x1) (çãiäíî çàóâàæåííÿ 2), òî ç ðîçáèòòÿ (17) îòðè-ìà¹ìî iíøå ðîçáèòòÿ �óíêöi¨ (10):

f(x) = ϕ′
12(x1) + ϕ11(x1)ϕ21(x2) + ϕ31(x3), (18)Íàóê. âiñíèê Óæãîðîä óí-òó., 2003., âèï. 8



132 ×Å�ÂÀÊ Þ. Þ.äå ϕ′
12(x1) =

x1
3
√
x2

1

x2
1 + 1

. Ïiäñòàâèâøè â (18) çàìiñòü ñêëàäîâèõ �óíêöié ϕ′
12(x1), ϕ11(x1),

ϕ31(x3) âiäïîâiäíi iíòåðïîëÿöiéíi �óíêöi¨ ρ′12(x1) = 1
2
x1, ρ11(x1) = 1

2
x1, ρ31(x3) =

= 2
π
x3 − 1 (�óíêöiÿ ϕ21(x2) = x2, ÿê ëiíiéíà �óíêöiÿ, çàëèøà¹òüñÿ áåç çìiíè), îòðè-ìà¹ìî ðåäóêîâàíó �óíêöiþ (16).Íåõàé

ϕjkj
(xj), j ∈ J, kj = 1, 2, ..., sj , (19)� ñêëàäîâi �óíêöi¨ îäíîãî àðãóìåíòó ðîçáèòòÿ ñåïàðàáåëüíî¨ �óíêöi¨ n àðãóìåíòiâ

f(x), çîâíiøíüî ñêëàäîâèìè îïåðàöiÿìè â ÿêîìó ìîæóòü áóòè ìíîæåííÿ, äîäàâàí-íÿ, âiäíiìàííÿ. J ⊆ {1, 2, ..., n} � íåïîðîæíÿ ìíîæèíà íîìåðiâ àðãóìåíòiâ, êîæåí çÿêèõ ¹ àðãóìåíòîì ïðèíàéìíi îäíi¹¨ ç öèõ �óíêöi¨; sj � ÷èñëî �óíêöié â ðîçáèòòi,çàëåæíèõ âiä àðãóìåíòó xj. ßêùî f(x) ÿê �óíêöiÿ áàãàòüîõ àðãóìåíòiâ íå çàëåæèòüâiä xj, òî j /∈ J , J 6= {1, 2, ..., n}, J ⊂ {1, 2, ..., n}. Òîäi ðåäóêöiÿ �óíêöi¨ f(x) çäiéñíþ-¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ îäíîâèìiðíî¨ iíòåðïîëÿöi¨. Êîæíà ç �óíêöié (19) çàìiíþ¹òüñÿiíòåðïîëÿöiéíèì ìíîãî÷ëåíîì, âiäïîâiäíî,
ρjkj

(xj), j ∈ J, kj = 1, 2, ..., sj , (20)â ðåçóëüòàòi ÷îãî îòðèìó¹òüñÿ ðåäóêîâàíà �óíêöiÿ r(x), ÿêà ¹ ìíîãî÷ëåíîì. Çàçíà-÷èìî, áóäü-ÿêèé ìíîãî÷ëåí ¹ ñåïàðàáåëüíîþ �óíêöi¹þ.Âèä ðåäóêîâàíî¨ �óíêöi¨ r(x) çàëåæèòü òàêîæ âiä êiëüêîñòåé åëåìåíòiâ â äèñ-êðåòíèõ ìíîæèíàõ, ÿêi ¹ âóçëàìè iíòåðïîëÿöi¨. Â çàãàëüíîìó, ÷èì áiëüøå ÷èñëî νj(νj + 1 � ÷èñëî åëåìåíòiâ â ìíîæèíi Dj), òèì âèùèìè ¹ ñòåïåíi iíòåðïîëÿöiéíèõìíîãî÷ëåíiâ ρjkj
(xj), kj = 1, 2, ..., sj , ç âóçëàìè iíòåðïîëÿöi¨ â òî÷êàõ öi¹¨ ìíîæèíè.ßêùî �óíêöiÿ f(x) ¹ ñåïàðàáåëüíîþ �óíêöi¹þ, òî ñòåïiíü ðåäóêîâàíîãî ìíîãî÷ëåíà

r(x) ìîæå áóòè âèñîêèé, ÿêùî íàâiòü êîæíà ç iíòåðïîëÿöiéíèõ �óíêöié (20) ¹ ëi-íiéíîþ �óíêöi¹þ. Àëå, ÿêùî ñåïàðàáåëüíà �óíêöiÿ f(x) ðîçáèâà¹òüñÿ íà ñêëàäîâi�óíêöi¨ îäíîãî àðãóìåíòó (19) òàê, ùî çîâíiøíüî ñêëàäîâèìè îïåðàöiÿìè ¹ äîäàâà-ííÿ àáî âiäíiìàííÿ, òî ðåäóêîâàíèé ìíîãî÷ëåí ìà¹ ñòåïiíü íå âèùèé çà íàéáiëüøèéç ñòåïåíiâ ìíîãî÷ëåíiâ (20), çîêðåìà, r(x) ¹ ëiíiéíîþ �óíêöi¹þ, ÿêùî �óíêöi¨ (20) ¹ëiíiéíèìè �óíêöiÿìè.ßêùî ñåïàðàáåëüíà �óíêöiÿ f(x) ðîçáèâà¹òüñÿ íà ñêëàäîâi �óíêöi¨ îäíîãî àðãó-ìåíòó (19) òàê, ùî çîâíiøíüî ñêëàäîâèìè îïåðàöiÿìè ¹ äîäàâàííÿ i âiäíiìàííÿ, òî�óíêöiÿ f(x) ìîæå áóòè ïðåäñòàâëåíà ó âèãëÿäi ñóìè n �óíêöié, êîæíà ç ÿêèõ ¹�óíêöi¹þ îäíîãî àðãóìåíòó:
f(x) =

n∑

j=1

fj(xj). (21)ßêùî f(x) íå çàëåæèòü âiä xj, òî â (19) öå îçíà÷à¹, ùî j /∈ J , à â �îðìóëi (21) �
fj(xj) ≡ 0. Çàóâàæèìî, äåÿêèìè àâòîðàìè (íàïðèêëàä, â [8℄) ÷àñòèííèé âèïàäîêñåïàðàáåëüíîñòi (21) ïðèéìà¹òüñÿ ÿê îçíà÷åííÿ ñåïàðàáåëüíî¨ �óíêöi¨.3. Ïîáóäîâà iíòåðïîëÿöiéíèõ ìíîãî÷ëåíiâ. Íàãàäà¹ìî, ìíîæèíà Dj,
1 ≤ j ≤ n, ¹ ìíîæèíîþ νj + 1 ÷èñåë ( νj ≥ 1); íåõàé Dj = {d0j, d1j, ..., dνj ,j}. Ïî-çíà÷èìî Dµ =

µ
×
j=1

Dj (1 ≤ µ ≤ n ), îòæå, D1 = D1, Dn = D. Çàóâàæèìî, ìíîæèíà Dµ¹ äåêàðòîâîþ ìíîæèíîþ [3℄; ÷èñëî äèñêðåòíî âèçíà÷åíèõ òî÷îê, ç ÿêèõ âîíà ñêëà-äà¹òüñÿ, äîðiâíþ¹ (ν1 + 1) · (ν2 + 1) · ... · (νµ + 1) =

µ∏

j=1

(νj + 1). (Ìíîæèíó òî÷îê â RµÍàóê. âiñíèê Óæãîðîä óí-òó., 2003., âèï. 8



�ÅÄÓÊÖIß ÄÈÑÊ�ÅÒÍÈÕ ÇÀÄÀ× ÍÅËIÍIÉÍÎ�Î Ï�Î��ÀÌÓÂÀÍÍß . . . 133íàçèâà¹ìî äåêàðòîâîþ ìíîæèíîþ, ÿêùî i òiëüêè ÿêùî âîíà ñïiâïàäà¹ ç äåêàðòîâèìäîáóòêîì ñâî¨õ îðòîãîíàëüíèõ ïðîåêöié íà îñi êîîðäèíàò x1, x2, ..., xµ.)Ó âèêëàäi ñòîñîâíî ðåäóêöi¨ éøëîñÿ ïðî çàìiíó ñêëàäîâèõ �óíêöié îäíîãî i áà-ãàòüîõ àðãóìåíòiâ â áóäü-ÿêîìó ðîçáèòòi �óíêöi¨ f(x) iíòåðïîëÿöiéíèìè ìíîãî÷ëå-íàìè, ç âóçëàìè iíòåðïîëÿöi¨ â äèñêðåòíî âèçíà÷åíèõ òî÷êàõ, âèçíà÷åíèõ óìîâàìèäèñêðåòíîñòi (3). �îçãëÿíåìî ñïî÷àòêó ïîáóäîâó iíòåðïîëÿöiéíîãî ìíîãî÷ëåíà �óí-êöi¨ îäíîãî àðãóìåíòó xj, 1 ≤ j ≤ n, ç âóçëàìè iíòåðïîëÿöi¨ â òî÷êàõ âiäïîâiäíî¨äèñêðåòíî¨ ìíîæèíè Dj (îäíîâèìiðíà iíòåðïîëÿöiÿ). Â áàãàòîâèìiðíié iíòåðïîëÿöi¨ðîçãëÿíåìî ïîáóäîâó iíòåðïîëÿöiéíîãî ìíîãî÷ëåíà äëÿ �óíêöi¨ µ àðãóìåíòiâ (µ ≥ 2).Íå âòðà÷àþ÷è çàãàëüíîñòi, àðãóìåíòàìè ââàæàòèìåìî çìiííi x1, x2, ..., xµ, â ñóïðîòèâ-íîìó, çìiííi ìîæíà ïåðåíóìåðóâàòè. Âóçëàìè iíòåðïîëÿöi¨ â öüîìó âèïàäêó ¹ òî÷êèìíîæèíè Dµ .Îäíîâèìiðíà iíòåðïîëÿöiÿ. Íåõàé ϕ(xj) � äiéñíà �óíêöiÿ äiéñíîãî àðãóìåí-òó xj, ÿêà íà ìíîæèíi Dj ïðèéìà¹ ñêií÷åííi çíà÷åííÿ ϕαj
= ϕ(dαj ,j), αj = 0, 1, ..., νj :

ρ(xj) � iíòåðïîëÿöiéíèé ìíîãî÷ëåí öi¹¨ �óíêöi¨, ç âóçëàìè iíòåðïîëÿöi¨, â òî÷êàõìíîæèíè Dj. Çàçíà÷èìî, òóò iíòåðïîëÿöiÿ âèêîðèñòîâó¹òüñÿ íå â ïðÿìîìó ïðèçíà-÷åííi, äëÿ îá÷èñëåííÿ çíà÷åíü �óíêöi¨ â òî÷êàõ, ùî çíàõîäÿòüñÿ ìiæ âóçëàìè, à ÿêçàñiá ñïðîùåííÿ âèäó �óíêöi¨, íå çìiíþþ÷è ¨¨ çíà÷åíü â öèõ âóçëàõ. Äëÿ ïîáóäîâèiíòåðïîëÿöiéíîãî ìíîãî÷ëåíà �óíêöi¨ ϕ(xj) ñêîðèñòà¹ìîñÿ �îðìóëîþ Ëàãðàíæà:
ρ(xj) =

νj∑

αj=0

ϕαj
ωαj

(xj) =
∑

dαj,j∈Dj

ϕ(dαj ,j)ωαj
(xj), (22)äå ωαj

(xj) � �óíêöiÿ, ÿêà â òî÷öi xj = dαj ,j ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ ðiâíå 1, à â óñiõ iíøèõòî÷êàõ ìíîæèíè Dj ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ ðiâíå 0. Îòæå, çíà÷åííÿ �óíêöi¨ ρ(xj) i ϕ(xj)íà äèñêðåòíié ìíîæèíi Dj ñïiâïàäàþòü:
ρ(dαj ,j) = ϕ(dαj ,j), αj = 0, 1, ..., νj , (23)àáî, iíàêøå, ρ(dαj ,j) = ϕ(dαj ,j) äëÿ âñiõ dαj ,j ∈ Dj. Ôóíêöi¨ ωαj

(xj), αj = 0, 1, ..., νj ,ÿêèì íàëåæèòü âèçíà÷àëüíà ðîëü â çáåðåæåííi ðiâíîñòåé (23), íàçèâà¹ìî êîíñòèòóåí-òàìè âiäïîâiäíèõ çíà÷åíü �óíêöi¨ ϕ(xj). Êîíñòðóêòèâíå âèçíà÷åííÿ öèõ êîíñòèòóåíòäà¹òüñÿ íàñòóïíèìè òåîðåìàìè 1 i 2.Òåîðåìà 1. ßêùî νj = 1, òî
ω0(xj) = (d1j − d0j)

−1 · (d1j − xj),

ω1(xj) = (d1j − d0j)
−1 · (xj − d0j).

(24)
Äîâåäåííÿ. Â ðåçóëüòàòi ïiäñòàíîâîê xj = d0j i xj = d1j â �îðìóëè (24), ìà¹ìî

ω0(d0j) = 1, ω0(d1j) = 0, ω1(d0j) = 0, ω1(d1j) = 1. Îòæå, �óíêöi¨ ω0(xj) i ω1(xj) âèçíà-÷åíi, âiäïîâiäíî, �îðìóëàìè (24), ¹ êîíñòèòóåíòàìè çíà÷åíü ϕ(d0j) i ϕ(d1j) �óíêöi¨
ϕ(xj). Òåîðåìà äîâåäåíà.Íàóê. âiñíèê Óæãîðîä óí-òó., 2003., âèï. 8



134 ×Å�ÂÀÊ Þ. Þ.Òåîðåìà 2. ßêùî νj ≥ 2, òî
ω0(xj) =

(
νj∏

k=1

(dkj − d0j)

)−1

·
νj∏

k=1

(dkj − xj),

ωαj
(xj) =


(dαj ,j − d0j) ·

νj∏

k=1, k 6=αj

(dkj − dαj ,j)




−1

×

×(xj − d0j) ·
νj∏

k=1, k 6=αj

(dkj − xj), αj = 1, 2, ..., νj .

(25)
Äîâåäåííÿ. �îçãëÿíåìî �óíêöiþ ω0(xj), âèçíà÷åíó çà �îðìóëîþ (25). ßêùî

xj = d0j, òî ω0(d0j) =

(
νj∏

k=1

(dkj − d0j)

)−1

·
νj∏

k=1

(dkj − d0j) = 1. ßêùî xj 6= d0j (xj ∈ Dj),òî ω0(xj) = 0, òàê ÿê dkj − xj = 0, ÿêùî xj = dkj (k = 1, 2, ..., νj). Îòæå, ω0(xj) ¹êîíñòèòóåíòîþ çíà÷åííÿ ϕ(d0j) �óíêöi¨ ϕ(xj).�îçãëÿíåìî �óíêöiþ ωαj
(xj), 1 ≤ αj ≤ νj. ßêùî xj = dαj ,j, òî ωαj

(dαj ,j) =

=


(dαj ,j − d0j) ·

νj∏

k=1, k 6=αj

(dkj − dαj ,j)




−1

· (dαj ,j−d0j) ·
νj∏

k=1, k 6=αj

(dkj − dαj ,j) = 1. Íåõàé
xj 6= dαj ,j (xj ∈ Dj). ßêùî xj = d0j, òî â �îðìóëi (25) xj − d0j = 0, òîáòî ωαj

(d0j) = 0.ßêùî xj 6= d0j, òî â öié �îðìóëi dkj − xj = 0, ÿêùî xj = dkj, òîáòî ωαj
(dkj) = 0. Îò-æå, �óíêöiÿ ωαj

(xj) ¹ êîíñòèòóåíòîþ çíà÷åííÿ ϕ(dαj ,j), 1 ≤ αj ≤ νj, �óíêöi¨ ϕ(xj).Òåîðåìà äîâåäåíà.Êîæíà ç �óíêöié ωαj
(xj), αj = 0, 1, ..., νj , âèçíà÷åíèõ çà �îðìóëàìè (25), ¹ ìíîãî-÷ëåíîì ñòåïåíÿ νj, îòæå, iíòåðïîëÿöiéíà �óíêöiÿ ρ(xj), âèçíà÷åíà çà �îðìóëîþ (22)ÿê ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ öèõ ìíîãî÷ëåíiâ, ¹ ìíîãî÷ëåíîì, ñòåïiíü ÿêîãî íå áiëüøèé çà

νj. Áàãàòîâèìiðíà iíòåðïîëÿöiÿ. Ïîçíà÷èìî Aµ =
µ
×
j=1

Aj, äå Aj = {0, 1, ..., νj} �ìíîæèíà íîìåðiâ (ïåðøèõ iíäåêñiâ) åëåìåíòiâ ìíîæèíè Dj (j = 1, 2, ..., µ); αj �áóäü-ÿêèé åëåìåíò ìíîæèíè Aj (αj ∈ Aj). Ìiæ ìíîæèíîþ öiëî÷èñëîâèõ âåêòîðiâ
Aµ i ìíîæèíîþ äèñêðåòíî âèçíà÷åíèõ òî÷îê Dµ ¹ âçà¹ìíî îäíîçíà÷íà âiäïîâiäíiñòü:âåêòîðó αµ = (α1, α2, ..., αµ) ∈ Aµ âiäïîâiäà¹ îäèí âåêòîð dµ = (dα1 , dα2 , ..., dαµ) ∈ Dµ,i, íàâïàêè, âåêòîðó dµ ∈ Dµ âiäïîâiäà¹ îäèí âåêòîð αµ ∈ Aµ.Íåõàé ϕ(xµ) � äiéñíà �óíêöiÿ µ àðãóìåíòiâ x1, x2, ..., xµ (xµ = (x1, x2, ..., xµ)),ÿêà íà ìíîæèíi Dµ ïðèéìà¹ ñêií÷åííi çíà÷åííÿ ϕαµ = ϕ(dµ), αµ ∈ Aµ (dµ ∈ Dµ).ßê âæå çàçíà÷àëîñÿ, ÷èñëî òàêèõ çíà÷åíü �óíêöi¨ ϕ(xµ) íà Dµ äîðiâíþ¹ µ∏

j=1

(νj + 1).�îçãëÿíåìî �óíêöiþ
ρ(xµ) =

∑

αµ∈Aµ

ϕαµ · ωαµ(xµ) =
∑

dµ∈Dµ

ϕ(dµ) · ωαµ(xµ), (26)äå ωαµ(xµ) � êîíñòèòóåíòà çíà÷åííÿ ϕαµ = ϕ(dµ) �óíêöi¨ ϕ(xµ) â òî÷öi dµ ∈ Dµ; ÿêùî
xµ = dµ, òî ωαµ(xµ) = 1, i ωαµ(xµ) = 0 äëÿ âñiõ xµ ∈ Dµ, xµ 6= dµ. Îòæå, çíà÷åííÿÍàóê. âiñíèê Óæãîðîä óí-òó., 2003., âèï. 8



�ÅÄÓÊÖIß ÄÈÑÊ�ÅÒÍÈÕ ÇÀÄÀ× ÍÅËIÍIÉÍÎ�Î Ï�Î��ÀÌÓÂÀÍÍß . . . 135�óíêöié ρ(xµ) i ϕ(xµ) íà ìíîæèíi Dµ ñïiâïàäàþòü:
ρ(dµ) = ϕ(dµ) äëÿ âñiõ dµ ∈ Dµ. (27)Êîíñòðóêòèâíå âèçíà÷åííÿ êîíñòèòóåíò ωαµ(xµ), αµ ∈ Aµ, äà¹òüñÿ íàñòóïíîþ òåîðå-ìîþ.Òåîðåìà 3.
ωαµ(xµ) =

µ∏

j=1

ωαj
(xj), α

µ ∈ Aµ, (28)äå êîíñòèòóåíòè îäíîãî àðãóìåíòó
ωαj

(xj), αj ∈ Aj, j = 1, 2, ..., µ, (29)âèçíà÷åíi çà �îðìóëàìè (24), ÿêùî νj = 1, àáî çà �îðìóëàìè (25), ÿêùî νj ≥ 2.Äîâåäåííÿ. �îçãëÿíåìî áóäü-ÿêó ç �óíêöié, âèçíà÷åíèõ �îðìóëàìè (28). ßêùî
xµ = dµ, òîäi, çà âèçíà÷åííÿì �óíêöié (29), ωαj

(dαj ,j) = 1, j = 1, 2, ..., µ, îòæå, çà�îðìóëîþ (28), ωαµ(dµ) = 1. Íåõàé xµ 6= dµ, xµ ∈ Dµ, òîáòî iñíó¹ íîìåð j′, 1 ≤ j′ ≤ µ,òàêèé, ùî xj′ 6= dαj′ ,j
′ . Òîäi, çà âèçíà÷åííÿì �óíêöié (29), ωαj′ (xj′) = 0, îòæå, çà�îðìóëîþ (28), ωαµ(xµ) = 0. Òàêèì ÷èíîì, �óíêöi¨ ωαµ(xµ), αµ ∈ Aµ, âèçíà÷åíi�îðìóëàìè (28), ¹ êîíñòèòóåíòàìè âiäïîâiäíèõ çíà÷åíü �óíêöi¨ ϕ(xµ) íàDµ. Òåîðåìàäîâåäåíà.Êîæíà ç �óíêöié (28), ÿê êîíñòèòóåíòà â iíòåðïîëÿöiéíîìó ìíîãî÷ëåíi (26), ¹ìíîãî÷ëåíîì µ çìiííèõ x1, x2, ..., xµ, ñòåïiíü ÿêîãî äîðiâíþ¹ µ∑

j=1

νj. Òîìó, â çàãàëüíî-ìó, iíòåðïîëÿöiéíèé ìíîãî÷ëåí (26) ìà¹ ñòåïiíü, ÿêèé íå áiëüøèé çà ñòåïiíü êîíñòè-òóåíò (28).Íåõàé f(x) � áóäü-ÿêà ç �óíêöié (4). Çàñòîñîâóþ÷è iíòåðïîëÿöiéíi �îðìóëè (22)i (26), ðåçóëüòàòîì ðåäóêöi¨ �óíêöi¨ f(x) ¹ ìíîãî÷ëåí r(x). Ïðè öüîìó âiðíà íàñòóïíàòåîðåìà.Òåîðåìà 4. Ñòîñîâíî áóäü-ÿêî¨ �óíêöi¨ f(x) iñíó¹ ðåäóêîâàíèé ìíîãî÷ëåí ñòå-ïåíÿ, íå áiëüøîãî çà ν =
n∑

j=1

νj.Äîâåäåííÿ. Íåõàé ìíîãî÷ëåí r(x), ÿêèé ¹ ðåçóëüòàòîì ðåäóêöi¨ �óíêöi¨ f(x), ¹ñóìîþ ÷ëåíiâ âèãëÿäó α ·
n∏

j=1

xj
βj , äå êîæíå βj (j = 1, 2, ..., n) ¹ íåâiä'¹ìíèì öiëèì÷èñëîì. Íàéáiëüøå çíà÷åííÿ ñóìè n∑

j=1

βj, ÿêà çóñòði÷à¹òüñÿ â äåÿêîìó ÷ëåíi, ¹ ñòåïå-íåì ìíîãî÷ëåíà r(x). Îòæå, ÿêùî íåðiâíîñòi βj ≤ νj, j = 1, 2, ..., n, âèêîíóþòüñÿ äëÿêîæíîãî ÷ëåíà ìíîãî÷ëåíà, òî éîãî ñòåïiíü íå áiëüøèé çà ν. Â ñóïðîòèâíîìó, ìíîãî-÷ëåí, ÿêèé îòðèìó¹òüñÿ çàìiíîþ â r(x) ñêëàäîâèõ xjβj , βj > νj ¨õ iíòåðïîëÿöiéíèìèìíîãî÷ëåíàìè (ñòåïåíi ÿêèõ íå áiëüøi çà νj âiäïîâiäíî), ìà¹ ñòåïiíü íå áiëüøèé çà ν.Òåîðåìà äîâåäåíà.Ìíîãî÷ëåí (26) ìîæå âèêîðèñòîâóâàòèñÿ i äëÿ îá÷èñëåííÿ íàáëèæåíèõ çíà÷åíü�óíêöi¨ ϕ(xµ) â ìiæâóçëîâèõ òî÷êàõ, òàêèõ, ÿêi íå íàëåæàòü Dµ, àëå ÿêi íàëåæàòüÍàóê. âiñíèê Óæãîðîä óí-òó., 2003., âèï. 8



136 ×Å�ÂÀÊ Þ. Þ.îïóêëié îáîëîíöi ìíîæèíè Dµ. (Ïîíÿòòÿ îïóêëî¨ îáîëîíêè ìíîæèíè òî÷îê â Rµ, àòàêîæ iíøi íåîáõiäíi âiäîìîñòi îïóêëîãî àíàëiçó, ìîæíà çíàéòè, íàïðèêëàä, â [9℄.)Íåõàé M � áóäü-ÿêà íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà ìíîæèíè Dµ, äåêàðòîâà îáîëîíêà
descM ÿêî¨ [3℄ ñïiâïàäà¹ ç äåêàðòîâîþ ìíîæèíîþ Dµ (descM = Dµ). (descM �ìíîæèíà òî÷îê â Rµ, ÿêà ¹ äåêàðòîâèì äîáóòêîì îðòîãîíàëüíèõ ïðîåêöié ìíîæèíè
M íà îñi êîîðäèíàò x1, x2, ..., xµ; M ⊂ descM .) Òîäi, iíòåðïîëÿöiéíèé ìíîãî÷ëåí
ρM(xµ), çíà÷åííÿ ÿêîãî ñïiâïàäàþòü çi çíà÷åííÿìè �óíêöi¨ ϕ(xµ) íà ìíîæèíi M , ¹ñóìîþ òèõ äîäàíêiâ â �îðìóëi (26), ÿêi êîíñòèòóþòü çíà÷åííÿ öi¹¨ �óíêöi¨ íàM . Ïðèöüîìó, çíà÷åííÿ ìíîãî÷ëåíà ρM(xµ) â êîæíié òî÷öi ìíîæèíè Dµ, ÿêà íå íàëåæèòü
M , äîðiâíþ¹ 0.ßêùî M ⊂ Rµ � áóäü-ÿêà ñêií÷åííà ìíîæèíà òî÷îê (íåäåêàðòîâà), òîäi ρM(xµ)¹ ñóìîþ òèõ äîäàíêiâ â �îðìóëi ρdescM(xµ), ÿêi êîíñòèòóþòü çíà÷åííÿ �óíêöi¨ ϕ(xµ)íà M .Íåõàé, íàïðèêëàä, ìíîæèíàM ⊂ R2 ñêëàäà¹òüñÿ ç òðüîõ òî÷îê (0,−1), (1, 0), (0, 1)(íà ðèñóíêó 1 âîíè çîáðàæåíi êðóæî÷êàìè). Òîäi descM ñêëàäà¹òüñÿ ç øåñòè òî÷îê,òðè ç ÿêèõ ¹ òî÷êàìè ìíîæèíè M , à iíøi òðè � öå òî÷êè (1,−1), (0, 0), (1, 1) (íàðèñóíêó 1 âîíè çîáðàæåíi õðåñòèêàìè).

0 1 x1

1

−1

x2

�èñ. 1Îòæå, D1 = {0, 1}, D2 = {−1, 0, 1}, âiäïîâiäíî, A1 = {0, 1}, A2 = {0, 1, 2}, îòæå,
ν1 = 1, ν2 = 2. Çà �îðìóëàìè (24), ω0(x1) = 1 − x1, ω1(x1) = x1. Çà �îðìóëàìè (25),
ω0(x2) = 1

2
(x2

2 − x2), ω1(x2) = −x2
2 + 1, ω2(x2) = 1

2
(x2

2 + x2). Çà �îðìóëàìè (28),
ω(0,0)(x1, x2) = ω0(x1) · ω0(x2), ω(1,1)(x1, x2) = ω1(x1) · ω1(x2), ω(0,2)(x1, x2) = ω0(x1)×
×ω2(x2). Îòæå, ρM(x1, x2) = ϕ(0,−1) · ω(0,0)(x1, x2) + ϕ(1, 0) · ω(1,1)(x1, x2) + ϕ(0, 1)×
×ω(0,2)(x1, x2). Òîäi, ÿêùî ϕ(0,−1) = 2, ϕ(1, 0) = 1, ϕ(0, 1) = 2, òî ρM(x1, x2) =
= x1 − x2 − 3x1 · x2

2 + x2
2.Çàóâàæåííÿ 3. Ôîðìóëè (22) i (26) âiðíi òàêîæ, ÿêùî �óíêöi¨ ϕ îäíîãî i µàðãóìåíòiâ, âiäïîâiäíî, âåêòîðíi �óíêöi¨.4. �åäóêöiÿ ïñåâäîáóëåâèõ çàäà÷ íåëiíiéíîãî ïðîãðàìóâàííÿ. Ôóíêöiþ,àðãóìåíòè ÿêî¨ ìîæóòü ïðèéìàòè äâà çíà÷åííÿ, 0 i 1, à ìíîæèíîþ çíà÷åíü ¹ ìíîæèíàäiéñíèõ ÷èñåë, íàçèâà¹ìî ïñåâäîáóëåâîþ �óíêöi¹þ [10,12℄. Çàäà÷ó (1)�(3) íàçèâà¹ìîïñåâäîáóëåâîþ çàäà÷åþ íåëiíiéíîãî ïðîãðàìóâàííÿ, ÿêùî Dj = {0, 1}, j = 1, 2, ..., n.Óìîâè äèñêðåòíîñòi (3) â öié çàäà÷i íàçèâà¹ìî óìîâàìè áóëåâîñòi çìiííèõ:
xj ∈ Dj = {0, 1}, j = 1, 2, ..., n. (30)Íàóê. âiñíèê Óæãîðîä óí-òó., 2003., âèï. 8



�ÅÄÓÊÖIß ÄÈÑÊ�ÅÒÍÈÕ ÇÀÄÀ× ÍÅËIÍIÉÍÎ�Î Ï�Î��ÀÌÓÂÀÍÍß . . . 137Óìîâè (30) ¹ íàéïðîñòiøèìè óìîâàìè äèñêðåòíîñòi çà ñóòòþ i çà �îðìîþ.Ïî-ïåðøå, νj = 1, j = 1, 2, ..., n, i, ïî-äðóãå, Aj = Dj, j = 1, 2, ..., n. Òîìó, ðåäó-êöiÿ ïñåâäîáóëåâî¨ çàäà÷i íåëiíiéíîãî ïðîãðàìóâàííÿ (1), (2), (30) ñïðîùó¹òüñÿ çàðàõóíîê ñïðîùåííÿ iíòåðïîëÿöiéíèõ �îðìóë.Ïðè îäíîâèìiðíié iíòåðïîëÿöi¨ êîíñòèòóåíòè iíòåðïîëÿöiéíîãî ìíîãî÷ëåíó (22)âèçíà÷àþòüñÿ, ïî-ïåðøå, çà �îðìóëàìè (24), òàê ÿê νj = 1, i, ïî-äðóãå, òàê ÿê Aj = Dj(òîáòî d0j = 0, d1j = 1 ), öi �îðìóëè ñïðîùóþòüñÿ:
ω0(xj) = 1 − xj, ω1(xj) = xj. (31)Òîìó, â áàãàòîâèìiðíié iíòåðïîëÿöi¨, êîæíà êîíñèòóåíòà (28), ùî âiäïîâiäà¹ áóëåâîìóâåêòîðó dµ ∈ Dµ, ìà¹ âèãëÿä äîáóòêó µ ñïiâìíîæíèêiâ, ó ÿêîìó j-é (j = 1, 2, ..., n)ñïiâìíîæíèê ¹ xj, ÿêùî αj = 1, àáî 1 − xj, ÿêùî αj = 0. Ïîêëàâøè x̄j = 1 − xj, êîí-ñòèòóåíòà ïðèéìà¹ �îðìó êîíñòèòóåíòè äîñêîíàëî¨ äèç'þíêòèâíî¨ íîðìàëüíî¨ �îðìè�óíêöi¨ äâîçíà÷íî¨ ëîãiêè (áóëåâî¨ �óíêöi¨) [10,11℄. Îòæå, òàê ÿê êîíñòèòóåíòè (28)¹ ìíîãî÷ëåíàìè µ-ãî ñòåïåíÿ, òî iíòåðïîëÿöiéíèé ìíîãî÷ëåí ìà¹ ñòåïiíü, íå áiëüøèéçà µ. Òàêèì ÷èíîì, iíòåðïîëÿöiéíèé ìíîãî÷ëåí (26) ïñåâäîáóëåâî¨ �óíêöi¨ ϕ(xµ) ¹óçàãàëüíåííÿì äîñêîíàëî¨ äèç'þíêòèâíî¨ íîðìàëüíî¨ �îðìè áóëåâî¨ �óíêöi¨.ßêùî Dj = {0, 1, ..., ν}, j = 1, 2, ..., µ (ν > 1), òî iíòåðïîëÿöiéíèé ìíîãî÷ëåí (26) ¹óçàãàëüíåííÿì äîñêîíàëî¨ äèç'þíêòèâíî¨ íîðìàëüíî¨ �îðìè �óíêöi¨ (ν + 1)-çíà÷íî¨ëîãiêè [11℄.Íåõàé f(x) � áóäü-ÿêà ç �óíêöié (4) ïñåâäîáóëåâî¨ çàäà÷i íåëiíiéíîãî ïðîãðà-ìóâàííÿ (1), (2), (30). Òîäi, âèêîðèñòîâóþ÷è iíòåðïîëÿöiéíi �îðìóëè (22) i (26), àòàêîæ, ïðè íåîáõiäíîñòi, çàóâàæåííÿ 1 àáî òåîðåìó 4, ðåçóëüòàòîì ðåäóêöi¨ �óíêöi¨

f(x) ¹ ðåäóêîâàíèé ìíîãî÷ëåí, ñòåïiíü ÿêîãî íå áiëüøèé çà n.Íåõàé f(x) � ñåïàðàáåëüíà ïñåâäîáóëåâà �óíêöiÿ. ßêùî çîâíiøíüî ñêëàäîâèìèîïåðàöiÿìè â ðîçáèòòi ¨¨ íà ñêëàäîâi �óíêöi¨ îäíîãî àðãóìåíòó ¹ äîäàâàííÿ i âiäíi-ìàííÿ, òî âîíà ïðåäñòàâëÿ¹òüñÿ ó âèãëÿäi (21). Òîäi, î÷åâèäíî, ìîæíà ïîáóäóâàòèëiíiéíó ðåäóêîâàíó �óíêöiþ r(x). Ïðîöåñ ïîáóäîâè öi¹¨ �óíêöi¨ ðîçãëÿíåìî áiëüøäåòàëüíî.�îçãëÿíåìî ïñåâäîáóëåâó �óíêöiþ fj(xj), 1 ≤ j ≤ n, i ëiíiéíó iíòåðïîëÿöiéíó�óíêöiþ ρj(xj) = fj(0)+(fj(1)−fj(0))·xj, ãðà�iê ÿêî¨ ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êè (0, fj(0))i (1, fj(1)); çíà÷åííÿ �óíêöi¨ ρj(xj) â òî÷êàõ 0 i 1 ñïiâïàäàþòü çi çíà÷åííÿìè �óíêöi¨
fj(xj) (äèâ. ðèñóíîê 2).

(1, fj(1))

(0, fj(0))

0

f

fj(xj)

xj1

ρj(xj)

�èñ. 2Íàïðèêëàä, ÿêùî fj(xj) = sinxj, òî ρj(xj) = (sin 1) · xj; ÿêùî fj(xj) =
xnj

xj − 2Íàóê. âiñíèê Óæãîðîä óí-òó., 2003., âèï. 8
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(n > 0), òî ρj(xj) = −xj. Îòæå, r(x) =

n∑

j=1

ρj(xj) =
n∑

j=1

fj(0) +
n∑

j=1

(fj(1) − fj(0)) · xj.ßêùî fj(xj) = onst, òî ρj(xj) = onst.Òàêèì ÷èíîì, ÿêùî êîæíà ç �óíêöié (4) ïñåâäîáóëåâî¨ çàäà÷i ïðåäñòàâëÿ¹òüñÿ óâèãëÿäi (21), òî ðåäóêîâàíà ïñåâäîáóëåâà çàäà÷à ¹ ïñåâäîáóëåâîþ çàäà÷åþ ëiíiéíîãîïðîãðàìóâàííÿ:
max

(
n∑

j=1

f0j(0) +
n∑

j=1

(f0j(1) − f0j(0)) · xj
)
, (32)

n∑

j=1

(fij(1) − fij(0)) · xj ≤ bi −
n∑

j=1

fij(0), i = 1, 2, ...,m, (33)
xj ∈ {0, 1}, j = 1, 2, ..., n. (34)Íåõàé ðåäóêîâàíîþ �óíêöi¹þ, ñòîñîâíî �óíêöi¨ f(x), ¹ ïñåâäîáóëåâèé ìíîãî÷ëåí

r(x). Ââàæà¹ìî, ùî êîæíà çìiííà âõîäèòü â òîé ÷è iíøèé ÷ëåí ìíîãî÷ëåíà â ïåð-øîìó ñòåïåíi. Â çàãàëüíîìó öåé ìíîãî÷ëåí ¹ ñóìîþ ëiíiéíî¨ i íåëiíiéíî¨ ÷àñòèí. Âêîæåí äîäàíîê íåëiíiéíî¨ ÷àñòèíè âõîäèòü äîáóòîê ïðèíàéìíi äâîõ çìiííèõ, îòæå,ïñåâäîáóëåâèé ìíîãî÷ëåí ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ çìiííèõ òà ¨õ äîáóòêiâ (íå ðàõóþ-÷è âiëüíîãî ÷ëåíà), òîáòî ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ ïñåâäîáóëåâèõ �óíêöié âèãëÿäó (çòî÷íiñòþ äî íóìåðàöi¨ çìiííèõ)
p(xk) =

k∏

j=1

xj, (1 ≤ k ≤ n), (35)ÿêà íà ìíîæèíi Dk =
k
×
j=1

Dj, äå Dj = {0, 1}, j = 1, 2, ..., k, ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ ðiâíå
0, êðiì îäíi¹¨ òî÷êè ek = (1, 1, ..., 1), â ÿêié ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ ðiâíå 1. Òóò xk =
= (x1, x2, ..., xk). ßêùî k > 1, òî �óíêöiþ (35) íå ìîæíà çàìiíèòè íà Dk ëiíiéíîþðåäóêîâàíîþ �óíêöi¹þ, áî â ïðîñòîði Rk+1 íå iñíó¹ ãiïåðïëîùèíà, ÿêà á ïðîõîäèëà÷åðåç 2k òî÷îê (xk, p(xk)), xk ∈ Dk: ÿêùî k > 1, òî k + 1 < 2k. Àëå, òàê ÿê �óíêöiÿ(35) ïðèéìà¹ íà ñêií÷åííié ìíîæèíi Dk ñêií÷åííi çíà÷åííÿ, òî iñíó¹ ëiíiéíà �óíêöiÿ
γ(xk), òàêà, ùî

γ(xk) ≥ p(xk) äëÿ âñiõ xk ∈ Dk, (36)íàçâåìî ¨¨ ìàæîðàíòîþ �óíêöi¨ p(xk) íà Dk, i iñíó¹ ëiíiéíà �óíêöiÿ δ(xk), òàêà, ùî
p(xk) ≥ δ(xk) äëÿ âñiõ xk ∈ Dk, (37)íàçâåìî ¨¨ ìiíîðàíòîþ �óíêöi¨ p(xk) íà Dk. Öi �óíêöi¨ âèçíà÷àþòüñÿ íåîäíîçíà÷íî.�îçãëÿíåìî ïñåâäîáóëåâó çàäà÷ó (1), (2), (30). Íåõàé (7), (8), (30) � âiäïîâiäíàðåäóêîâàíà ïñåâäîáóëåâà çàäà÷à, â ÿêié �óíêöi¨ (6) ¹ ïñåâäîáóëåâèìè ìíîãî÷ëåíàìèç íåâiä'¹ìíèìè êîå�iöi¹íòàìè. ri(x; γ) � ëiíiéíà �óíêöiÿ, ÿêà ¹ ðåçóëüòàòîì ïiäñòà-íîâêè â êîæíîìó äîäàíêó (÷ëåíi) íåëiíiéíî¨ ÷àñòèíè ìíîãî÷ëåíà ri(x), (i = 0, 1, ...,m)çàìiñòü äîáóòêó çìiííèõ ÿê �óíêöi¨ âèãëÿäó (35) âiäïîâiäíî¨ ìàæîðàíòè γ; ri(x; δ) �ëiíiéíà �óíêöiÿ, ÿêà ¹ ðåçóëüòàòîì ïiäñòàíîâêè â êîæíîìó äîäàíêó íåëiíiéíî¨ ÷à-ñòèíè ìíîãî÷ëåíà ri(x), çàìiñòü äîáóòêó çìiííèõ âiäïîâiäíî¨ ìiíîðàíòè δ. Òîäi, òàêÿê êîå�iöi¹íòè ìíîãî÷ëåíiâ (6) íåâiä'¹ìíi ÷èñëà, ç íåðiâíîñòåé (36) i (37) âèïëèâàþòüíåðiâíîñòi

ri(x; δ) ≤ ri(x) ≤ ri(x; γ), i = 0, 1, ...,m, äëÿ âñiõ x ∈ D. (38)Íàóê. âiñíèê Óæãîðîä óí-òó., 2003., âèï. 8



�ÅÄÓÊÖIß ÄÈÑÊ�ÅÒÍÈÕ ÇÀÄÀ× ÍÅËIÍIÉÍÎ�Î Ï�Î��ÀÌÓÂÀÍÍß . . . 139Îòæå, ri(x; γ) i ri(x; δ) � ìàæîðàíòà i ìiíîðàíòà �óíêöi¨ ri(x) íà D (i = 0, 1, ...,m).�îçãëÿíåìî íàñòóïíi äâi ïñåâäîáóëåâi çàäà÷i ëiíiéíîãî ïðîãðàìóâàííÿ:
max r0(x; δ), (39)

ri(x; γ) ≤ bi, i = 1, 2, ...,m, (40)
xj ∈ Dj, j = 1, 2, ..., n; (41)

max r0(x; γ), (42)
ri(x; δ) ≤ bi, i = 1, 2, ...,m, (43)
xj ∈ Dj, j = 1, 2, ..., n. (44)

Xδ,γ � äîïóñòèìà ìíîæèíà çàäà÷i (39)�(41), çàäàíà îáìåæåííÿìè (40) i óìîâàìèáóëåâîñòi (41); Xγ,δ � äîïóñòèìà ìíîæèíà çàäà÷i (42)�(44), çàäàíà îáìåæåííÿìè (43)i óìîâàìè áóëåâîñòi (44).Òåîðåìà 5. Âèêîíóþòüñÿ óìîâè âêëþ÷åííÿ
Xδ,γ ⊂ Xr ⊂ Xγ,δ. (45)

(Xr � äîïóñòèìà ìíîæèíà çàäà÷i (7), (8), (30), çàäàíà îáìåæåííÿìè (8) i óìîâàìèáóëåâîñòi (30).)Äîâåäåííÿ. �îçãëÿíåìî ëiâó óìîâó ç óìîâ âêëþ÷åííÿ (45). Íåõàé x ∈ Xδ,γ �áóäü-ÿêèé äîïóñòèìèé ðîçâ'ÿçîê, òîáòî âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi (40). Òàê ÿê âèêî-íóþòüñÿ ïðàâi íåðiâíîñòi ç íåðiâíîñòåé (38), òî âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi (8), îòæå,
x ∈ Xr. Ëiâà óìîâà ç óìîâ âêëþ÷åííÿ (45) äîâåäåíà.�îçãëÿíåìî ïðàâó óìîâó ç óìîâ âêëþ÷åííÿ (45). Íåõàé x ∈ Xr � áóäü-ÿêèé äîïó-ñòèìèé ðîçâ'ÿçîê, òîáòî âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi (8). Òàê ÿê âèêîíóþòüñÿ ëiâi íåðiâ-íîñòi ç íåðiâíîñòåé (38), òî âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi (43), îòæå, x ∈ Xγ,δ. Òåîðåìàäîâåäåíà.Íåõàé x̂r � îïòèìàëüíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (7), (8), (30); x̂δ,γ � îïòèìàëüíèé ðîçâ'ÿ-çîê çàäà÷i (39)�(41); x̂γ,δ � îïòèìàëüíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (42)�(44).Òåîðåìà 6. Âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi

r0(x̂δ,γ ; δ) ≤ r0(x̂r) ≤ r0(x̂γ,δ; γ). (46)Äîâåäåííÿ. Ëiâà íåðiâíiñòü (46) âèïëèâà¹ ç ëiâî¨ íåðiâíîñòi (38), ïðè i = 0, iëiâî¨ óìîâè âêëþ÷åííÿ (45). Ïðàâà íåðiâíiñòü (46) âèïëèâà¹ ç ïðàâî¨ íåðiâíîñòi (38),ïðè i = 0, i ïðàâî¨ óìîâè âêëþ÷åííÿ (45). Òåîðåìà äîâåäåíà.Ùî ñòîñó¹òüñÿ âèáîðó ìàæîðàíòè i ìiíîðàíòè �óíêöi¨ p(xk) íà Dk, òî î÷åâèäíèì¹ òå, ùî â ÿêîñòi ìiíîðàíòè ìîæå áóòè âèáðàíà ñòàëà �óíêöiÿ δ(xk) ≡ 0, à â ÿêîñòiìàæîðàíòè áóäü-ÿêà ç �óíêöié, òîòîæíî ðiâíèõ áóäü-ÿêié iç çìiííèõ xj, j = 1, 2, ..., k:
γ(xk) = xj, j = 1, 2, ..., k.�åçóëüòàòè ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷ (39)�(41) i (42)�(44), ïðè ðiçíèõ ìàæîðàíòàõ iìiíîðàíòàõ �óíêöié-ìíîãî÷ëåíiâ ðåäóêîâàíî¨ ïñåâäîáóëåâî¨ çàäà÷i, ìîæóòü áóòè âè-êîðèñòàíi äëÿ îöiíêè ¨¨ îïòèìàëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ.Íàóê. âiñíèê Óæãîðîä óí-òó., 2003., âèï. 8
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