
ÄÎ ÏÈÒÀÍÍß Ï�Î ÌÀÊÑÈÌIÇÀÖIÞ ËIÍIÉÍÎ� ÔÓÍÊÖI� . . . 149ÓÄÊ 519.8À. Þ. Áðèëà (Óæãîðîäñêèé íàö. óí-ò)ÄÎ ÏÈÒÀÍÍß Ï�Î ÌÀÊÑÈÌIÇÀÖIÞ ËIÍIÉÍÎ� ÔÓÍÊÖI� ÍÀÌÍÎÆÈÍI ÏÀ�ÅÒÎ ÇÀ ÄÎÏÎÌÎ�ÎÞ ÑÈÌÏËÅÊÑÍÎ�ÎÀË�Î�ÈÒÌÓThe task of maximization linear fun
tion on the Pareto set for multi
riterian task of linear programmingis 
onsidered in this paper.Â äàíié ðîáîòi ðîçãëÿäà¹òüñÿ çàäà÷à ìàêñèìiçàöi¨ ëiíiéíî¨ �óíêöi¨ íà ìíîæèíi Ïàðåòî äëÿ áàãàòî-êðèòåðiàëüíî¨ çàäà÷i ëiíiéíîãî ïðîãðàìóâàííÿ.Ïàðåòiâñüêà çàäà÷à áàãàòîêðèòåðiàëüíî¨ îïòèìiçàöi¨ ¹ îäíi¹þ ç íàéïåðøèõ, òîìó íàé-áiëüøå âèâ÷åíèõ, çàäà÷ áàãàòîêðèòåðiàëüíîãî âèáîðó. �¨ ãðóíòîâíîìó äîñëiäæåííþïðèñâÿ÷åíà, íàïðèêëàä, ìîíîãðà�iÿ [1℄. Âèðàæàþ÷èñü ìîâîþ âàæëèâîñòi [2℄, êðèòå-ði¨ â íié ââàæàþòüñÿ ïîïàðíî ðiâíîâàæëèâèìè, òîìó, â ïîðiâíÿííi ç iíøèìè çàäà÷àìèáàãàòîêðèòåðiàëüíîãî âèáîðó, öÿ çàäà÷à, îáðàçíî âèðàæàþ÷èñü, ìà¹ íàéáiëüøó ìíî-æèíó îïòèìàëüíèõ (íåïîêðàùóâàíèõ) ðîçâ'ÿçêiâ. ßêùî ïðîáëåìà âèáîðó çâîäèòüñÿäî ïàðåòiâñüêî¨ çàäà÷i, òî îñòàòî÷íèé âèáið îäíi¹¨ àëüòåðíàòèâè ïðèâîäèòü äî çàäà-÷i âèáîðó íà ìíîæèíi îïòèìàëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ, ÿêó íàçèâàþòü, çâè÷íî, ìíîæèíîþÏàðåòî. Çàäà÷åþ îñòàòî÷íîãî âèáîðó ìîæå áóòè çàäà÷à ñêàëÿðíî¨ îäíîêðèòåðiàëüíî¨îïòèìiçàöi¨ [3℄.Â ðîçãëÿäóâàíié çàäà÷i âåêòîðíà êðèòåðiàëüíà �óíêöiÿ ìà¹ âèãëÿä
c(x) =

n∑

j=1

cjxj =

(
n∑

j=1

c1jxj,
n∑

j=1

c2jxj, . . . ,
n∑

j=1

cqjxj

)
, (1)äå ck(x) =

n∑
j=1

ckjxj, k = 1, 2, . . . , q, cj = (c1j, c2j, . . . , cqj) , j = 1, 2, . . . , n; àëüòåðíàòèâà
x = (x1, x2, . . . , xn) êðàùà àëüòåðíàòèâè y = (y1, y2, . . . , yn) çà k-òèì êðèòåði¹ì, ÿêùîi òiëüêè ÿêùî

ck(x) > ck(y); (2)àëüòåðíàòèâè x i y ðiâíîöiííi çà öèì êðèòåði¹ì, ÿêùî i òiëüêè ÿêùî
ck(x) = ck(y); (3)äîïóñòèìà ìíîæèíà X ⊂ Rn çàäà¹òüñÿ ñèñòåìîþ îáìåæåíü

n∑

j=1

aijxj = bi, i = 1, 2, . . . ,m, (4)
xj ≥ 0, i = 1, 2, . . . , n. (5)Íåõàé X îáìåæåíà ìíîæèíà; X̂ � ìíîæèíà Ïàðåòî (X̂ ⊂ X), òîáòî ìíîæèíàîïòèìàëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ïàðåòiâñüêî¨ çàäà÷i (1)�(5). Âiäîìî, x̂ ∈ X̂, ÿêùî i òiëüêèÿêùî iñíóþòü äîäàòíi ÷èñëà α̂k, k = 1, 2, . . . , q, òàêi, ùî x̂ ¹ îïòèìàëüíèì ðîçâ'ÿçêîìçàäà÷i ìàêñèìiçàöi¨ (çàäà÷i ëiíiéíîãî ïðîãðàìóâàííÿ)Íàóê. âiñíèê Óæãîðîä óí-òó., 2003., âèï. 8



150 À. Þ. Á�ÈËÀmaxz =

q∑

k=1

α̂kck(x), x ∈ X. (6)ßêùî X 6= ∅, òî çàäà÷à (6) ìà¹ îïòèìàëüíèé ðîçâ'ÿçîê, òàê ÿê çà ïðèïóùåííÿì X ¹îáìåæåíîþ ìíîæèíîþ. Çàïèøåìî ¨¨ îïòèìàëüíó êàíîíi÷íó �îðìó:
z = ẑ0 +

∑

j∈N̂

ẑj(−xj), (7)
xi = t̂i0 +

∑

j∈N̂

t̂ij(−xj), i ∈ B̂, (8)äå ẑj ≥ 0, j ∈ N̂ . Çà ïîïåðåäíiì òâåðäæåííÿì (íåîáõiäíîþ i äîñòàòíüîþ óìîâîþiñíóâàííÿ x̂), îïòèìàëüíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (6), ùî âèçíà÷à¹òüñÿ êàíîíi÷íîþ �îðìîþ(7)�(8), òîáòî òî÷êà x̂ ç êîîðäèíàòàìè
x̂i = t̂i0, i ∈ B̂,

x̂j = 0, j ∈ N̂ ,
(9)¹ îïòèìàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì ïàðåòiâñüêî¨ çàäà÷i (1)�(5); ẑ0 � çíà÷åííÿ êðèòåðiàëüío¨�óíêöi¨ z â öié òî÷öi, ìàêñèìàëüíå ¨¨ çíà÷åííÿ íà X. Íåõàé

c = ĉ0 +
∑

j∈N̂

ĉj(−xj) (10)� âèðàæåííÿ âåêòîðíî¨ êðèòåðiàëüíî¨ �óíêöi¨ (1) ÷åðåç íåáàçèñíi çìiííi xj, j ∈ N̂ ,ÿêå îäåðæó¹òüñÿ â ðåçóëüòàòi ïiäñòàíîâêè â (1) âèðàçiâ (8) áàçèñíèõ çìiííèõ xi, i ∈ B̂.Òîäi ĉ ¹ çíà÷åííÿ âåêòîðíî¨ �óíêöi¨ c â òî÷öi x̂ ç êîîðäèíàòàìè (9): ĉ = c(x̂).Íåõàé
f(x) =

n∑

j=1

fjxj (11)� çàäàíà ñêàëÿðíà ëiíiéíà �óíêöiÿ. Îñíîâíîþ çàäà÷åþ, ðîçãëÿäóâàíîþ â äàíié ðî-áîòi, ¹ çíàõîäæåííÿ òî÷êè ìàêñèìóìó �óíêöi¨ (11) íà X̂:maxf = f(x), x ∈ X̂. (12)Âèðàçèìî �óíêöiþ (10) ÷åðåç íåáàçèñíi çìiííi xj, j ∈ N̂ :
f = f̂0 +

∑

j∈N̂

f̂j(−xj). (13)
f̂0 � çíà÷åííÿ �óíêöi¨ f â òî÷öi x̂ ç êîîðäèíàòàìè (9). Çãiäíî ç ñèìïëåêñíèì àëãî-ðèòìîì ÿêùî f̂j ≥ 0, j ∈ N̂ , òî öÿ òî÷êà ¹ îïòèìàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i ëiíiéíîãîïðîãðàìóâàííÿ (12). Ñïðàâäi, ñèñòåìà ðiâíÿíü (13), (8) ¹ îïòèìàëüíîþ êàíîíi÷íîþ�îðìîþ çàäà÷i ëiíiéíîãî ïðîãðàìóâàííÿmax f = f(x), x ∈ X. (14)Àëå, òàê ÿê x̂ ∈ X̂ i X̂ ⊂ X, òî îïòèìàëüíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (14) ¹ îïòèìàëüíèìðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (12). Ç iíøîãî áîêó, ÿêùî fj > 0, j = 1, 2, . . . , n, òî áóäü-ÿêèéÍàóê. âiñíèê Óæãîðîä óí-òó., 2003., âèï. 8



ÄÎ ÏÈÒÀÍÍß Ï�Î ÌÀÊÑÈÌIÇÀÖIÞ ËIÍIÉÍÎ� ÔÓÍÊÖI� . . . 151îïòèìàëüíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (14) ¹ îïòèìàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì ïàðåòiâñüêî¨ çàäà÷i,îòæå, é îïòèìàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (12). Òîìó â ïîäàëüøîìó öåé òðèâiàëüíèéâèïàäîê íå ðîçãëÿäà¹òüñÿ, à ïðèïóñêà¹òüñÿ, ùî íå âñi êîå�iöi¹íòè fj, j = 1, 2, . . . , n,�óíêöi¨ f (11) ¹ äîäàòíèìè ÷èñëàìè.Çàçíà÷èìî, çãiäíî ç ñèìïëåêñíèì àëãîðèòìîì êîå�iöi¹íòè ẑj, j ∈ {0} ∪ N̂ , â ðiâ-íÿííi (7) âèðàæàþòüñÿ ÷åðåç äîäàòíi ÷èñëà α̂k, k = 1, 2, . . . , q, i êîìïîíåíòè âåêòîðíèõêîå�iöi¹íòiâ ĉj, j ∈ {0} ∪ N̂ ðiâíÿííÿ (10) íàñòóïíèì ÷èíîì:
ẑj =

q∑

k=1

α̂kĉkj, j ∈ {0} ∪ N̂ (15)(òóò ĉj = (ĉ1j, ĉ2j, . . . , ĉqj, )).Ïðèïóñòèìî, ùî ñåðåä êîå�iöi¹íòiâ f̂j, j ∈ N̂ , â ðiâíÿííi (13) ¹ ïðèíàéìíi îäèíâiä'¹ìíèé; íåõàé f̂s < 0, s ∈ N̂ . Â ñèñòåìi ðiâíÿíü (8) âèáåðåìî íàïðÿìíèé åëåìåíò
t̂rs > 0 çà ïðàâèëîì, ùî çáåðiãà¹ íåâiä'¹ìíiñòü çìiííèõ:

t̂r0

t̂rs
= min{ t̂i0

t̂is

∣∣i ∈ B̂; t̂is > 0

}
. (16)Iñíóâàííÿ éîãî îáóìîâëåíå îáìåæåíiñòþ äîïóñòèìî¨ ìíîæèíè X. Âèêîíàâøè íàäêàíîíi÷íîþ �îðìîþ (7), (8) âiäïîâiäíó îïåðàöiþ ïîâíîãî âèêëþ÷åííÿ, îäåðæèìîêàíîíi÷íó �îðìó

z = ẑ′0 +
∑

j∈N̂ ′

ẑ′j(−xj), (17)
xi = t̂′i0 +

∑

j∈N̂ ′

t̂′ij(−xj), i ∈ B̂′. (18)Íåõàé
c = ĉ

′
+
∑

j∈N̂ ′

ĉ
′
j(−xj), (19)

f = f̂ ′
0 +

∑

j∈N̂ ′

f̂ ′
j(−xj) (20)� âèðàæåííÿ âåêòîðíî¨ êðèòåðiàëüíî¨ �óêíöi¨ ĉ i ñêàëÿðíî¨ �óêíöi¨ f âiäïîâiäíî÷åðåç íåáàçèñíi çìiííi xj, j ∈ N̂ ′; x̂′ = (xi = t̂′i0, i ∈ B̂′;xj = 0, j ∈ N̂ ′) � áàçèñíèéäîïóñòèìèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè ðiâíÿíü (4), ÿêèé âèçíà÷à¹òüñÿ êàíîíi÷íîþ �îðìîþ(18) (x̂′ ∈ X). Òîäi f(x̂′) = f̂ ′

0, c(x̂
′) = ĉ

′
0, äå

f̂ ′
0 = f̂0 − f̂s ·

t̂r0

t̂rs
= f(x̂) − f̂s ·

t̂r0

t̂rs
, (21)

ĉ
′
0 = ĉ0 − ĉs ·

t̂r0

t̂rs
= c(x̂) − ĉs ·

t̂r0

t̂rs
. (22)Çà óìîâè f̂s < 0 i çà ïðàâèëîì (16) ç ðiâíîñòi (21) âèïëèâà¹ íåðiâíiñòü

f(x̂′) ≥ f(x̂), (23)ÿêà â íåâèðîäæåíîìó âèïàäêó âèêîíó¹òüñÿ ÿê ñòðîãà íåðiâíiñòü. Îòæå, â ðåçóëüòàòiîäåðæó¹òüñÿ äîïóñòèìà àëüòåðíàòèâà x̂′, çíà÷åííÿ �óíêöi¨ f â ÿêié íå ìåíøå íiæ ¨¨Íàóê. âiñíèê Óæãîðîä óí-òó., 2003., âèï. 8



152 À. Þ. Á�ÈËÀçíà÷åííÿ â îïòèìàëüíié àëüòåðíàòèâi x̂. Ïðè öüîìó ïîñòà¹ ïèòàííÿ, ïðè ÿêié óìîâi x̂′ìîæå áóòè òàêîæ îïòèìàëüíîþ àëüòåðíàòèâîþ ïàðåòiâñüêî¨ çàäà÷i (1)�(5). Çðîçóìiëî,ùî äëÿ öüîãî ìîæíà íàìàãàòèñÿ òàê ïiäiáðàòè çíà÷åííÿ äîäàòíèõ ÷èñåë α̂k, k =
= 1, 2, . . . , q, ùî êàíîíi÷íà �îðìà (17), (18) áóëà îïòèìàëüíîþ, òîáòî âèêîíóâàëèñÿäîñòàòíi óìîâè îïòèìàëüíîñòi:

ẑ′j ≥ 0, j ∈ N̂ ′, (24)äå ẑ′r = − 1
t̂rs
ẑs, ẑ

′
j = ẑj − t̂rj

t̂rs
ẑs, j ∈ N̂ ′\{r}. Ñèñòåìà íåðiâíîñòåé (24), çà óìîâ (15), ¹ñèñòåìîþ ëiíiéíèõ íåðiâíîñòåé ñòîñîâíî íåâiäîìèõ α̂k, k = 1, 2, . . . , q. Îòæå, ç âèêëà-äåíîãî âèïëèâà¹ íàñòóïíà òåîðåìà.Òåîðåìà. ßêùî iñíóþòü äîäàòíi ÷èñëà α̂′

k, k = 1, 2, . . . , q, ÿêi ñêëàäàþòü ðîçâ'ÿ-çîê ñèñòåìè íåðiâíîñòåé (24), òî x̂′ ¹ îïòèìàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì ïàðåòiâñüêî¨ çàäà÷i(1)�(5).Äîâåäåííÿ. ßêùî äîäàòíi ÷èñëà α̂′
k, k = 1, 2, . . . , q ñêëàäàþòü ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìèíåðiâíîñòåé (24), òî êàíîíi÷íà �îðìà (17), (18) ¹ îïòèìàëüíîþ êàíîíi÷íîþ �îðìîþçàäà÷i ëiíiéíîãî ïðîãðàìóâàííÿmax z′ =

q∑

k=1

α̂′
kck(x), x ∈ X. (25)Îòæå, x̂′ ¹ îïòèìàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì ïàðåòiâñüêî¨ çàäà÷i (1)�(5). Òåîðåìà äîâåäåíà.ßêùî ñèñòåìà íåðiâíîñòåé (24) íåìà¹ ðîçâ'ÿçêó â äîäàòíèõ çíà÷åííÿõ íåâiäîìèõ,òî x̂′ 6∈ X̂. ßêùî x̂′ ∈ X̂ i c(x̂′) 6= c(x̂), òî âåêòîðè ĉ i ĉ′ (äèâ. (10), (19), (22))ïàðåòiâñüêè íåïîðiâíÿííi.1. Ïîäèíîâñêèé Â. Â., Íîãèí Â. Ä. Ïàðåòî-îïòèìàëüíûå ðåøåíèÿ ìíîãîêðèòåðèàëüíûõ çàäà÷. �Ì.: Íàóêà, 1982. � 256 ñ.2. ×åðâàê Þ. Þ. Îïòèìiçàöiÿ. Íåïîêðàùóâàíèé âèáið. � Óæãîðîä: Óæãîðîä. íàö. óí-ò, 2002. �312 ñ.3. ×åðâàê Î. Þ., Ñåðãi¹íêî I. Â. Îïòèìiçàöiþ íà ìíîæèíi Ïàðåòî // Âiñíèê Êè¨â. óí-òó. Ñåð.�iç.-ìàò. íàóê. � 1996. � Âèï. �2. � Ñ. 171-174. Îäåðæàíî 16.09.2003
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