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ÌÎÄÓËßÐÍÈÌÈ ÇÎÁÐÀÆÅÍÍßÌÈ ÊÂÀÇIÄIÅÄÐÀËÜÍÈÕ ÃÐÓÏ
ÒÀ ÓÇÀÃÀËÜÍÅÍÈÕ ÃÐÓÏ ÊÂÀÒÅÐÍIÎÍIÂ

In this paper we study extended t2-representations of posets with involution which are generalizations of
ordinary ones. The ordinary and extended representations (which were introduced by the author) arise, in
particular, in classifying the modular representations of quasidihedral and generalized quaternion groups.

Ó ñòàòòi ðîçãëÿäàþòüñÿ ðîçøèðåíi t2-çîáðàæåííÿ ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíèõ ìíîæèí ç iíâîëþöi¹þ,
ÿêi ¹ óçàãàëüíåííÿì çâè÷àéíèõ t2-çîáðàæåíü. Öi (ââåäåíi àâòîðîì çîáðàæåííÿ) âèíèêàþòü, çîêðåìà,
ïðè êëàñèôiêàöi¨ ìîäóëÿðíèõ çîáðàæåíü êâàçiäiåäðàëüíèõ ãðóï òà óçàãàëüíåíèõ ãðóï êâàòåðíiîíiâ.

Äîáðå âiäîìî, ùî îïèñ ìîäóëÿðíèõ çîáðàæåíü ãðóïè G íàä ïîëåì k (òîáòî òîäi, êî-
ëè õàðàêòåðèñòèêà p ïîëÿ k äiëèòü ïîðÿäîê ãðóïè) çâîäèòüñÿ äî àíàëîãi÷íî¨ çàäà÷i
äëÿ ¨¨ ñèëîâñüêî¨ p-ïiäãðóïè. Öèêëi÷íà p-ãðóïà ìà¹ (ç òî÷íiñòþ äî åêâiâàëåíòíîñòi)
ñêií÷åííå ÷èñëî íåðîçêëàäíèõ çîáðàæåíü, ÿêi îïèñóþòüñÿ òðèâiàëüíèì ÷èíîì; äî-
âiëüíà íåöèêëi÷íà p-ãðóïà ìà¹ âæå (íàä ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè p) íåñêií÷åííå ÷èñëî
íåðîçêëàäíèõ çîáðàæåíü (äèâ., íàïðèêëàä, �64 [1]).

Ïåðøèì ïðèêëàäîì êëàñèôiêàöi¨ çîáðàæåíü íåöèêëi÷íî¨ p-ãðóïè íàä ïîëåì õàðà-
êòåðèñòèêè p áóëà îòðèìàíà â 1961 ð. êëàñèôiêàöiÿ çîáðàæåíü ãðóïè (2, 2) [2], ÿêà
òðèâiàëüíî çâåëàñÿ äî äîáðå âiäîìî¨ çàäà÷i ïðî ïó÷îê ìàòðèöü. Ïiñëÿ öüîãî ñåðåä
ñïåöiàëiñòiâ ç òåîði¨ çîáðàæåíü ïàíóâàëà äóìêà, ùî i äëÿ iíøèõ p-ãðóï ìîäóëÿðíi çî-
áðàæåííÿ ìîæíà îïèñàòè. Ïðîòå ïiçíiøå âèÿñíèëîñÿ, ùî â áiëüøîñòi âèïàäêiâ öå íå
òàê, áî çàäà÷à ïðî îïèñ çîáðàæåíü ìiñòèòü â ñîái êëàñè÷íó íåðîçâ'ÿçàíó çàäà÷ó ëiíié-
íî¨ àëãåáðè ïðî êàíîíi÷íó ôîðìó ïàðè îïåðàòîðiâ, ùî äiþòü â ñêií÷åííîâèìiðíîìó
âåêòîðíîìó ïðîñòîði (ïiçíiøå òàêi çàäà÷i áóëè íàçâàíi äèêèìè, à ðåøòà � ðó÷íèìè
[3, 4]). À ñàìå áóëî äîâåäåíî, ùî ó âèïàäêó p ̸= 2 äèêîþ ¹ çàäà÷à ïðî îïèñ çîáðàæåíü
ãðóïè (p, p) [5], à çíà÷èòü i äîâiëüíî¨ íåöèêëi÷íî¨ p-ãðóïè, à ó âèïàäêó p = 2 äèêèìè
¹ çàäà÷i ïðî îïèñ çîáðàæåíü ãðóï (2, 4) i (2, 2, 2) [6]. Iç öèõ ðåçóëüòàòiâ âèïëèâàëî,
ùî íàäiÿòèñÿ íà êëàñèôiêàöiþ ìîäóëÿðíèõ çîáðàæåíü (íåöèêëi÷íèõ) p-ãðóï ìîæíà
áóëî ëèøå ïðè p = 2 i ëèøå äëÿ ãðóï, ÿêi íå ìàþòü ôàêòîð-ãðóï òèïó (2, 4) i (2, 2, 2).
Òàêi ãðóïè âè÷åðïóþòüñÿ íàñòóïíèìè òðüîìà íåñêií÷åííèìè ñåðiÿìè 2-ãðóï [7]:

• äiåäðàëüíi ãðóïè Dm = ⟨x, y | x2 = y2
m
= 1, yx = xy−1⟩ (m > 1);

• êâàçiäiåäðàëüíi ãðóïè Qm = ⟨x, y | x2 = y2
m
= 1, yx = xy2

m−1−1⟩ (m > 3);

• óçàãàëüíåíi ãðóïè êâàòåðíiîíiâ Hm = ⟨x, y | y2m = 1, x2 = y2
m−1

, yx = xy−1⟩
(m > 2).

Ïåðøèì íåòðèâiàëüíèì ðåçóëüòàòîì ïðî ïîâíó êëàñèôiêàöiþ ìîäóëÿðíèõ çîáðà-
æåíü p-ãðóï áóâ îòðèìàíèé â 1975 ð. àâòîðîì [8] i, íåçàëåæíî, Ê. Ðiíãåëåì [9]. À
ñàìå áóëè îïèñàíi ìîäóëÿðíi çîáðàæåííÿ âñiõ äiåäðàëüíèõ 2-ãðóïï (âiäìiòèìî, ùî â
[8] îïèñàíi òàêîæ çîáðàæåííÿ, íàä ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè 2, âñiõ äiåäðàëüíèõ ãðóï,
ùî íå ¹ 2-ãðóïàìè). Ïðè öüîìó àâòîð ââiâ i ðîçâ'ÿçàâ äåÿêèé êëàñ ìàòðè÷íèõ çàäà÷ ç
îäíèì ñïiââiäíîøåííÿì, à Ê. Ðiíãåëü âèêîðèñòàâ ìåòîä, çàïðîïîíîâàíèé I. Ì. Ãåëü-
ôàíäîì i Â. À. Ïîíîìàðüîâèì â [10]. Ìîäóëÿðíi çîáðàæåííÿ êâàçiäiåäðàëüíèõ ãðóï
îïèñàíi â 1977 ð. â ðîáîòi [11] (ðåçóëüòàò àíîíñîâàíî â [12]); ïðè öüîìó âèíèêà¹ äå-
ÿêèé êëàñ ìàòðè÷íèõ çàäà÷, ÿêi ¹ óçàãàëüíåííÿì òèõ, ùî ðîçãëÿäàëèñÿ ïðè âèâ÷åííi
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ìîäóëÿðíèõ çîáðàæåíü äiåäðàëüíèõ ãðóï. Âiäìiòèìî, ùî ìåòîä I. Ì. Ãåëüôàíäà i
Â. À. Ïîíîìàðüîâà â öüîìó âèïàäêó íå ïðàöþ¹.

Â [11] äîâåäåíî, ùî ïiäãðóïà ñêií÷åííîãî iíäåêñó ðó÷íî¨ íàä ïîëåì k ãðóïè ñàìà
¹ ðó÷íîþ íàä k. I îñêiëüêè óçàãàëüíåíà ãðóïà êâàòåðíiîíiâ Hm içîìîðôíà ïiäãðóïi
êâàçiäiåäðàëüíî¨ ãðóïèQm+1, ÿêà ïîðîäæåíà åëåìåíòàìè xy i y2, òî óçàãàëüíåíi ãðóïè
êâàòåðíiîíiâ ¹ ðó÷íèìè íàä ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè 2. Òàêèì ÷èíîì, âñi ðó÷íi âèïàäêè
îïèñàíî1.

Ñêàçàíå âèøå ìîæíà ñôîðìóëþâàòè iíâàðiàíòíèì ÷èíîì ó âèãëÿäi íàñòóïíî¨ òå-
îðåìè (÷åðåç G′ ïîçíà÷à¹òüñÿ, ÿê çâè÷àéíî, êîìóòàíò ãðóïè G).

Òåîðåìà 1 ([11]). Íåöèêëi÷íà ñêií÷åííà p-ãðóïà G ¹ ðó÷íîþ íàä ïîëåì k õàðà-
êòåðèñòèêè p òîäi i ëèøå òîäi, êîëè (G : G′) 6 4 (àáî, ìåíø ôîðìàëüíî, p = 2 i
(G : G′) = 4).

Â ðîáîòi [11] äîâåäåíî, ùî ñêií÷åííà ãðóïà ¹ ðó÷íîþ íàä ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè
p > 0 òîäi i ëèøå òîäi, êîëè ðó÷íîþ ¹ ¨¨ ñèëîâñüêà ïiäãðóïà. Â iíâàðiàíòíîìó âèãëÿäi
öåé ðåçóëüòàò ôîðìóëþ¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì.

Òåîðåìà 2 ([11]). Ñêií÷åííà ãðóïà G ¹ ðó÷íîþ íàä ïîëåì k õàðàêòåðèñòèêè p
òîäi i ëèøå òîäi, êîëè äîâiëüíà ¨¨ àáåëåâà p-ïiäãðóïà ïîðÿäêó áiëüøå 4-õ � öèêëi÷íà.

Âiäìiòèìî, ùî â öå òâåðäæåííÿ ôîðìàëüíî ìîæíà âêëþ÷èòè i êëàñè÷íèé âèïàäîê
p = 0, ÿêùî çà 0-ïiäãðóïó ââàæàòè ëèøå îäèíè÷íó ïiäãðóïó.

Çóïèíèìîñÿ òåïåð êîðîòêî íà òîìó, ÿêèì ÷èíîì îïèñóþòüñÿ ìîäóëÿðíi çîáðàæå-
ííÿ äiåäðàëüíèõ òà êâàçiäiåäðàëüíèõ ãðóï (âèêîðèñòîâóþ÷è ñó÷àñíó òåðìiíîëîãiþ,
ââåäåíó àâòîðîì â éîãî îñòàííiõ ðîáîòàõ). Âiäìiòèìî, ùî âñi ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâi
ìíîæèíè, ÿêi çóñòði÷àþòüñÿ íèæ÷å, ¹ ñêií÷åííèìè.

Ñïî÷àòêó ïðî äiåäðàëüíi ãðóïè.
1-èé êðîê. Îñêiëüêè äîâiëüíà ñêií÷åííà ãðóïà Dm ¹ ôàêòîð-ãðóïîþ ãðóïè D0 =

= (2) ∗ (2) (âiëüíîãî äîáóòêó äâîõ öèêëi÷íèõ ãðóï äðóãîãî ïîðÿäêó), òî äîñòàòíüî, ç
ïðèíöèïîâî¨ òî÷êè çîðó, îïèñàòè çîáðàæåííÿ ãðóïè D0 íàä ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè 2.
Íà ìàòðè÷íié ìîâi öå îçíà÷à¹, ùî ïîòðiáíî îïèñàòè ç òî÷íiñòþ äî ïîäiáíîñòi ïàðè ìà-
òðèöü A,B, êîæíà iç ÿêèõ äîðiâíþ¹ â êâàäðàòi îäèíè÷íié ìàòðèöi, àáî, âðàõîâóþ÷è,
ùî char k = 2, � íóëüîâié ìàòðèöi: A2 = 0, B2 = 0.

2-èé êðîê. Äëÿ ñôîðìóëüîâàíî¨ çàäà÷i õàðàêòåðèñòèêà ïîëÿ âæå íå ¹ ñóòò¹âîþ i
çàäà÷à ðîçãëÿäà¹òüñÿ áåç îáìåæåíü íà ïîëå k. Çà äîïîìîãîþ ðîçêëàäó ìàòðèöi A â
ïðÿìó ñóìó êëiòèí Æîðäàíà (ðîçìiðó 1×1 i 2×2, ç íóëüîâèìè âëàñíèìè ÷èñëàìè) ç
ïîäàëüøîþ ïåðåñòàíîâêîþ ¨¨ ðÿäêiâ i ñòîâïöiâ (óçãîäæåíèì ÷èíîì) ïðèâåäåìî A äî
âèãëÿäó

A0 =

 0 0 E
0 0 0
0 0 0


(E � îäèíè÷íà ìàòðèöÿ2, âñi äiàãîíàëüíi êëiòèíè � êâàäðàòíi) i ó âiäïîâiäíîñòi ç ¨¨
ðîçáèòòÿì ïðîâåäåìî ãîðèçîíòàëüíèé i âåðòèêàëüíèé ïîäië ìàòðèöi B.

Áóäåìî ðîáèòè òåïåð ç ïàðîþ ìàòðèöü A0, B ëèøå òàêi ïåðåòâîðåííÿ, ÿêi íå çìi-
íþþòü âèãëÿäó ìàòðèöiA0. Òîäi ëåãêî áà÷èòè, ùî ìè ìà¹ìî çàäà÷ó ïðî t2-çîáðàæåííÿ

1Ó öié ñòàòòi ðîçãëÿäàþòüñÿ êëàñèôiêàöiéíi çàäà÷i êëàñè÷íî¨ òåîði¨ ìîäóëÿðíèõ çîáðàæåíü ãðóï.
×èòà÷àì, ÿêi öiêàâëÿòüñÿ çîáðàæåííÿìè ñêií÷åííèõ ãðóï íàä êiëüöÿìè, àâòîð ðåêîìåíäó¹ ïðàöi
Ï. Ì. Ãóäèâêà [13, 14, 15].

2Ó âèïàäêó, êîëè êëiòèíè Æîðäàíà ðîçìiðó 2 × 2 âiäñóòíi, E � �ïóñòà� ìàòðèöÿ (à áiëüø ôîð-
ìàëüíî, ìàòðèöÿ ðîçìiðó 0× 0).
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÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè ç iíâîëþöi¹þ (X, ∗), äå X = {1 < 2 < 3} i 1∗ = 3,
2∗ = 2 (äèâ. îçíà÷åííÿ â ïóíêòi 2).

3-ié êðîê. Îòæå, íà äðóãîìó êðîöi ìè óïðîñòèëè íàøó çàäà÷ó, à ñàìå iç çàäà÷i
ïðî ïðèâåäåííÿ äâîõ ìàòðèöü ç äâîìà ñïiââiäíîøåííÿìè îòðèìàëè, õî÷ i áëîêîâó,
àëå îäíó ìàòðèöþ i, êðiì òîãî, ç îäíèì ñïiââiäíîøåííÿì. Â ðîáîòi [8] ðîçãëÿäà¹òüñÿ
ïðèðîäí¹ óçàãàëüíåííÿ çàäà÷i, ÿêà âèíèêëà íà äðóãîìó êðîöi. À ñàìå çà A áåðåòüñÿ
äîâiëüíà ëiíiéíî âïîðÿäêîâàíà ìíîæèíà, à çà ∗ � äîâiëüíà iíâîëþöiÿ íà A; â òåð-
ìiíàõ ïóíêòó 2 ìè ìà¹ìî çàäà÷ó ïðî t2-çîáðàæåííÿ äîâiëüíî¨ ëiíiéíî âïîðÿäêîâàíî¨
ìíîæèíè ç iíâîëþöi¹þ. Â [8] äåòàëüíî âèâ÷à¹òüñÿ ñàìå öÿ, îñòàííÿ, çàäà÷à (ïiñëÿ ¨¨
ðîçâ'ÿçàííÿ ïîòðiáíî, çâè÷àéíî, ïîâåðíóòèñÿ äî ïî÷àòêîâî¨ çàäà÷i i âêàçàòè ¨¨ ðîçâ'ÿ-
çîê).

Ïî ïîäiáíié ñõåìi âèâ÷àþòüñÿ i ìîäóëÿðíi çîáðàæåííÿ êâàçiäiåäðàëüíèõ ãðóï [11].
Çóïèíèìîñü êîðîòêî íà êîæíîìó ç êðîêiâ.

1-èé êðîê. Äîáðå âiäîìî, ùî ãðóïîâà àëãåáðà kQm ¹ ëîêàëüíîþ i ôðîáåíióñîâîþ.
Çíà÷èòü â íié ¹ åäèíèé ìiíiìàëüíèé iäåàë I (¨¨ öîêîëü) i äîâiëüíå íåðîçêëàäíå çîáðà-
æåííÿ, êðiì ðåãóëÿðíîãî, ¹ çîáðàæåííÿì ôàêòîð-àëãåáðè kQm/I. Öÿ ôàêòîð-àëãåáðà
içîìîðôíà àëãåáði Λn = ⟨a, b | a3 = 0, b2 = 0, a2 = (ba)nb⟩ ïðè n = 2m−1 − 1. Çà içî-
ìîðôiçì ìîæíà âçÿòè, íàïðèêëàä, íàñòóïíèé:

a 7→ (1 + x)

(
2m−3−1∑

s=0

y4s+1 +
2m−2∑

s=2m−3+1

y4s−1

)
+ y2

m−1
+ xy2

m−1,

a 7→ (1 + x)

(
2m−3−1∑

s=0

y4s+1 +
2m−1−1∑

s=0,s ̸=2m−2

y2s

)
,

äå x = x+ I, y = y + I.
Îòæå, íàøà çàäà÷à çâåëàñÿ äî çàäà÷i ïðî êëàñèôiêàöiþ ç òî÷íiñòþ äî ïîäiáíîñòi

ïàð ìàòðèöü A,B (íàä ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè 2), ÿêi çàäîâîëüíÿþòü ðiâíîñòÿì

A3 = 0, B2 = 0, A2 = (BA)nB

ïðè n = 2m−1 − 1 (òóò A = Ta, B = Tb, äå T � äîâiëüíå çîáðàæåííÿ Λn). Ìè ðîçâ'ÿ-
çóâà¹ìî öþ çàäà÷ó äëÿ äîâiëüíîãî ïîëÿ i äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n.

2-èé êðîê. Ïiñëÿ ïðèâåäåííÿ ìàòðèöi A äî âèãëÿäó

A0 =



0 0 0 E1 0 0
0 0 0 0 E2 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 E1

0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0


(E1, E2 � îäèíè÷íi ìàòðèöi3, âñi äiàãîíàëüíi êëiòèíè � êâàäðàòíi) i äîäàòêîâîãî,
äîñèòü ñêëàäíîãî, ïðèâåäåííÿ ìàòðèöi B, âêàçàíà çàäà÷à ïðî ïàðó ìàòðèöü çâî-
äèòüñÿ äî çàäà÷i ïðî áëîêîâó ìàòðèöþ, ÿêà â êâàäðàòi òàêîæ äîðiâíþ¹ íóëþ, àëå
ñòðóêòóðà äîïóñòèìèõ ïåðåòâîðåíü áiëüø ñêëàäíà i çàäà¹òüñÿ íàñòóïíîþ ÷àñòêîâî
âïîðÿäêîâàíîþ ìíîæèíîþ ç iíâîëþöi¹þ S = (A, ∗): åëåìåíòàìè A ¹ ÷èñëà −n −

3ßê i ó âèïàäêó äiåäðàëüíèõ ãðóï (äèâ. ïðèìiòêó 2), êîæíà iç öèõ ìàòðèöü ìîæå áóòè �ïóñòîþ�.
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1,−n, . . . ,−1,−0,+0, 1, . . . , n, n+1, äå −0 ̸= +0, ç ïðèðîäíüîþ âïîðÿäêîâàíiñòþ (ïðè
öüîìó −i < ±0 < j äëÿ i, j > 0, à −0 i +0 � ¹äèíà ïàðà íåïîðiâíÿëüíèõ åëåìåí-
òiâ) i i∗ = −i ïðè i ̸= ±0, (±0)∗ = ±0. Â òåðìiíàõ ïóíêòó 2 ìè ìà¹ìî çàäà÷ó ïðî
t2-çîáðàæåííÿ ìíîæèíè ç iíâîëþöi¹þ S = (A, ∗).

3-ié êðîê.Îòðèìàíà íà äðóãîìó êðîöi çàäà÷à óçàãàëüíþ¹òüñÿ, à ñàìå çàA áåðåòüñÿ
äîâiëüíà ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíà ìíîæèíà, áóäü-ÿêèé åëåìåíò ÿêî¨ íåïîðiâíÿëüíèé íå
áiëüøå, íiæ ç îäíèì åëåìåíòîì, à çà ∗ � òàêó iíâîëþöiþ, ùî ðiâíiñòü a∗ = b ïðè a ̸= b
ìîæëèâà ëèøå äëÿ åëåìåíòiâ, ÿêi ïîðiâíÿëüíi ç óñiìà iíøèìè òî÷êàìè; òàêi ìíîæèíè
S íàçèâàþòüñÿ ∗-íàïiâëàíöþãàìè. Ââåäåíèé êëàñ çàäà÷ çâîäèòüñÿ äî äåÿêèõ (ðó÷íèõ)
êëàñèôiêàöiéíèõ çàäà÷ áåç ñïiââiäíîøåíü, íàçâàíèõ àâòîðîì çîáðàæåííÿìè â'ÿçîê
íàïiâëàíöþãiâ.

Äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåì 1 i 2 ïîâíà êëàñèôiêàöiÿ ìîäóëÿðíèõ çîáðàæåíü óçàãàëü-
íåíèõ ãðóï êâàòåðíiîíiâ íå ïîòðiáíà (äèâ. âèùå), àëå âîíà öiêàâà i âàæëèâà ñàìà
ïî ñîái (çîêðåìà, òîìó, ùî çàâåðøó¹ òåîðiþ, ïîâ'ÿçàíó ç êëàñèôiêàöi¹þ ìîäóëÿðíèõ
çîáðàæåíü ñêií÷åííèõ p-ãðóï). Êëàñèôiêàöiÿ, ïðî ÿêó éäå ìîâà, îòðèìàíà àâòîðîì
íåäàâíî i âiäïîâiäíèé ðåçóëüòàò áóäå íåçàáàðîì îïóáëiêîâàíèé (äèâ. [16]).

Ìîäóëÿðíi çîáðàæåííÿ óçàãàëüíåíèõ ãðóï êâàòåðíiîíiâ îïèñóþòüñÿ ïî òié æå ñõå-
ìi, ùî i ìîäóëÿðíi çîáðàæåííÿ äiåäðàëüíèõ òà êâàçiäiåäðàëüíèõ ãðóï. Ó öüîìó âèïàä-
êó íà ïåðøîìó êðîöi âèíèêà¹ âæå çàäà÷à ïðî êëàñèôiêàöiþ ç òî÷íiñòþ äî ïîäiáíîñòi
ïàð ìàòðèöü A,B ÿêi çàäîâîëüíÿþòü òàêèì ðiâíîñòÿì:

B2 = (AB)nA, A2 = (BA)nB, (AB)n+1 = 0;

âiäìiòèìî, ùî iç âêàçàíèõ ðiâíîñòåé âèïëèâà¹, ùî A3 = 0, B3 = 0 i (BA)n+1= 0. Íà
äðóãîìó êðîöi âèíèêà¹ çàäà÷à, ÿêà ¹ óçàãàëüíåííÿì âiäïîâiäíî¨ çàäà÷i, ùî ðîçãëÿäà-
ëàñÿ ó âèïàäêó êâàçiäiåäðàëüíèõ ãðóï; â òåðìiíàõ ïóíêòó 2 öå çàäà÷à ïðî ðîçøèðåíi
t2-çîáðàæåííÿ ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè ç iíâîëþöi¹þ S = (A, ∗) (òi¹¨ æ ñà-
ìî¨, ùî i äëÿ êâàçiäiåäðàëüíèõ ãðóï). Íà òðåòüîìó êðîöi ðîçãëÿäà¹òüñÿ ïðèðîäí¹
óçàãàëüíåííÿ îñòàííüî¨ çàäà÷i, êîëè çà S = (A, ∗) áåðåòüñÿ äîâiëüíèé ∗-íàïiâëàíöþã.

Ó öié ñòàòòi ìè ðîçãëÿäà¹ìî çâè÷àéíi òà ðîçøèðåíi t2-çîáðàæåííÿ äîâiëüíî¨ ÷àñ-
òêîâî âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè ç iíâîëþöi¹þ.

1. Â'ÿçêè íàïiâëàíöþãiâ òà ¨õ çîáðàæåííÿ. Îñêiëüêè çîáðàæåííÿ â'ÿçîê íà-
ïiâëàíöþãiâ âiäiãðàþòü ãîëîâíó ðîëü ó ïðîöåñi êëàñèôiêàöi¨ ìîäóëÿðíèõ çîáðàæåíü
êâàçiäiåäðàëüíèõ ãðóï i óçàãàëüíåíèõ ãðóï êâàòåðíiîíiâ, ìè íàãàäà¹ìî âiäïîâiäíi
îçíà÷åííÿ (â ïåðøó ÷åðãó äëÿ ÷èòà÷iâ, ÿêi íå çíàéîìi ç ðîáîòàìè àâòîðà ïî öié òå-
ìàòèöi). Âiäìiòèìî, ùî ââåäåíi ïðè öüîìó ïîçíà÷åííÿ âèêîðèñòîâóþòüñÿ òàêîæ â
íàñòóïíèõ ïóíêòàõ.

Äëÿ ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè C ïîçíà÷èìî ÷åðåç N(C) ìíîæèíó êâàä-
ðàòíèõ áëîêîâèõ ìàòðèöü M = (Mxy), x, y ∈ C, íàä ïîëåì k, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü
òàêèì óìîâàì:

à) ãîðèçîíòàëüíi (âiäïîâiäíî âåðòèêàëüíi) ñìóãè ìàòðèöiM çàíóìåðîâàíi åëåìåí-
òàìè ìíîæèíè C;

á) âñi äiàãîíàëüíi áëîêè Mxx ¹ êâàäðàòíèìè.
×åðåç N0(C) (âiäïîâiäíî N′

0(C) ïîçíà÷èìî ìíîæèíó âñiõ ìàòðèöü M ∈ N(C), äëÿ
ÿêèõ äîäàòêîâî âèêîíó¹òüñÿ òàêà óìîâà:

c) áëîê Mxy ¹ íóëüîâèì êîæíîãî ðàçó, êîëè x 
 y (âiäïîâiäíî x � y).
Ëåãêî áà÷èòè, ùî ìàòðèöÿ M ∈ N0(C) (âiäïîâiäíî M ∈ N′

0(C)) ¹ îáîðîòíüîþ òîäi
i ëèøå òîäi, êîëè îáîðîòíiìè ¹ âñi Mxx; â öüîìó âèïàäêó M−1 ∈ N′

0(C) (âiäïîâiäíî
M−1 ∈ N0(C)).
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Äàëi, ÿêùî íà C çàäàíà äåÿêà iíâîëþöiÿ ∗ i T = (C, ∗) ïîçíà÷à¹ âiäïîâiäíó ÷àñòêî-
âî âïîðÿäêîâàíó ìíîæèíó ç iíâîëþöi¹þ, òî ÷åðåç N(T ) áóäåìî ïîçíà÷àòè ìíîæèíó
âñiõ ìàòðèöü M ∈ N(C), òàêèõ, ùî (êâàäðàòíi) áëîêè Mxx i Mx∗x∗ ìàþòü îäíàêîâèé
ðîçìið äëÿ áóäü-ÿêîãî x ∈ C; à ÷åðåç N0(T ) áóäåìî ïîçíà÷àòè ìíîæèíó âñiõ ìàòðèöü
M ∈ N(T ) ∩N0(C), òàêèõ, ùî Mxx =Mx∗x∗ äëÿ áóäü-ÿêîãî x ∈ C.

Ïðè ðîçãëÿäi äîáóòêó MN áëîêîâèõ ìàòðèöü M i N áóäåìî çàâæäè ââàæàòè, ùî
ïîäië ìàòðèöi N íà ãîðèçîíòàëüíi ñìóãè óçãîäæåíèé ç ïîäiëîì ìàòðèöi M íà âåð-
òèêàëüíi ñìóãè (òîáòî ñìóãè ç îäíàêîâèìè íîìåðàìè ìàþòü îäíàêîâó ðîçìiðíiñòü);
òîäi ìàòðèöi ìîæíà ïåðåìíîæàòè ïîáëîêîâî.

Íàãàäà¹ìî, ùî íàïiâëàíöþãîì íàçèâà¹òüñÿ ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíà ìíîæèíà âèäó

X =
m
∪
i=1
Xi, äå êîæíà ïiäìíîæèíàXi (ÿêà íàçèâà¹òüñÿ éîãî êîìïîíåíòîþ) ñêëàäà¹òüñÿ

iç îäíi¹¨ àáî äâîõ íåïîðiâíÿëüíèõ ìiæ ñîáîþ åëåìåíòiâ i ïðè öüîìó x1 < x2 < . . . < xm
äëÿ äîâiëüíèõ xi ∈ Xi.

Â'ÿçêè äîâiëüíèõ íàïiâëàíöþãiâ A1, . . . , An, B1, . . . , Bn, n > 1, òà ¨õ çîáðàæåííÿ
ââîäÿòüñÿ â [17, 18]. Ìè ðîçãëÿíåìî òóò ëèøå âèïàäîê n = 1 (òîìó, ùî ñàìå öåé
âèïàäîê âèíèêà¹ â ïðîöåñi îïèñó ìîäóëÿðíèõ çîáðàæåíü êâàçiäiåäðàëüíèõ ãðóï òà
óçàãàëüíåíèõ ãðóï êâàòåðíiîíiâ i ïðè äîâåäåííi ñôîðìóëüîâàíî¨ â îñòàííüîìó ïóíêòi
òåîðåìè).

Íåõàé A i B � íàïiâëàíöþãè, ùî íå ïåðåòèíàþòüñÿ. �õ â`ÿçêîþ íàçèâà¹òüñÿ òðîéêà
S = (A,B, ⋆), äå ⋆ � iíâîëþöiÿ íà A∪B, òàêà, ùî x⋆ = x äëÿ áóäü-ÿêîãî åëåìåíòà x,
ÿêèé íàëåæèòü äâîåëåìåíòíié êîìïîíåíòi A àáî B. Çîáðàæåííÿì â`ÿçêè S íàä ïîëåì
k íàçèâà¹òüñÿ áëîêîâà ìàòðèöÿ U íàä k, òàêà, ùî

1) ãîðèçîíòàëüíi ñìóãè ìàòðèöi U çàíóìåðîâàíi åëåìåíòàìè íàïiâëàíöþãà A, à
âåðòèêàëüíi � åëåìåíòàìè íàïiâëàíöþãà B; ñìóãà ç íîìåðîì x ∈ A∪B ïîçíà÷à¹òüñÿ
÷åðåç P (x), à ¨¨ ðîçìiðíiñòü (òîáòî, êiëüêiñòü ðÿäêiâ, ÿêùî x ∈ A, i êiëüêiñòü ñòîâïöiâ,
ÿêùî x ∈ B) � ÷åðåç dimP (x);

2) dimP (x) = dimP (y) êîæíîãî ðàçó, êîëè x⋆ = y.
Âiäìiòèìî, ùî ñåðåä ñìóã P (x) ìîæóòü áóòè �ïóñòi� (òîáòî òàêi, ùî ìàþòü ðîç-

ìiðíiñòü 0).
Çîáðàæåííÿ â'ÿçêè íàçâåìî íåâèðîäæåíèì, ÿêùî âiäïîâiäíà éîìó áëîêîâà ìàòðè-

öÿ ¹ îáîðîòíüîþ.
Çîáðàæåííÿ U i U ′ â'ÿçêè íàïiâëàíöþãiâ S = (A,B, ⋆) íàçèâàþòüñÿ åêâiâàëåíòíè-

ìè, ÿêùî MUN = U ′ äëÿ äåÿêèõ íåâèðîäæåíèõ ìàòðèöü M ∈ N′
0(A) i N ∈ N0(B),

òàêèõ, ùî
Mxx =Myy êîæíîãî ðàçó, êîëè x⋆ = y i ïðè öüîìó x ∈ A, y ∈ A;
Nxx = Nyy êîæíîãî ðàçó, êîëè x⋆ = y i ïðè öüîìó x ∈ B, y ∈ B;
Mxx = Nyy êîæíîãî ðàçó, êîëè x⋆ = y i ïðè öüîìó x ∈ A, y ∈ B.
Ïðÿìà ñóìà i íåðîçêëàäíiñòü çîáðàæåíü â'ÿçêè íàïiâëàíöþãiâ âèçíà÷àþòüñÿ ïðè-

ðîäíiì ÷èíîì.
Â [17, 18] äà¹òüñÿ ïîâíà, ç òî÷íiñòþ äî åêâiâàëåíòíîñòi, êëàñèôiêàöiÿ íåðîçêëà-

äíèõ çîáðàæåíü äîâiëüíî¨ â'ÿçêè íàïiâëàíöþãiâ (äëÿ äîâiëüíîãî n > 1).
Çîáðàæåííÿ â'ÿçîê íàïiâëàíöþãiâ âèíèêàþòü ïðè âèâ÷åííi çîáðàæåíü ðiçíèõ êëà-

ñiâ ñàãàéäàêiâ (îði¹íòîâíèõ ãðàôiâ) iç ñïiââiäíîøåííÿìè òà àëãåáð (äèâ., íàïðèêëàä,
[19, 20, 21, 22, 23, 24]), ó ïðîöåñi êëàñèôiêàöi¨ òî÷íèõ ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíèõ ìíîæèí
íåñêií÷åííîãî ðîñòó [25], ïðè ðîçãëÿäi çîáðàæåíü ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíèõ ìíîæèí
ç iíâîëþöi¹þ [26] òà ç âiäíîøåííÿì åêâiâàëåíòíîñòi [27, 28] (â òîìó ÷èñëi ç äåÿêèìè
óìîâàìè íåâèðîäæåííîñòi [29, 30]). Â îñòàííié ÷àñ îñíîâíà êëàñèôiêàöiéíà òåîðåìà
ðîáîòè [18] âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ïðè âèâ÷åííi ðiçíèõ çàäà÷ òåîði¨ çîáðàæåíü, òîïîëîãi¨
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òà àëãåáðà¨÷íî¨ ãåîìåòði¨ (äèâ., íàïðèêëàä, [31, 32, 33, 34, 35, 36, 37, 38, 39]).
2. f(t)f(t)f(t)-çîáðàæåííÿ ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíèõ ìíîæèí ç iíâîëþöi¹þ. Íå-

õàé T = (C, ∗) � ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíà ìíîæèíà ç iíâîëþöi¹þ i f = f(t) � ïî-
ëiíîì íàä k ñòåïåíi degf > 0. Ìè íàçèâà¹ìî f(t)-çîáðàæåííÿì (iíêîëè çâè÷àéíèì
f(t)-çîáðàæåííÿì) ìíîæèíè T âñÿêó ìàòðèöþ V ∈ N(T ), òàêó, ùî f(V ) = 0. Äâà
f(t)-çîáðàæåííÿ V i V ′ íàçèâà¹ìî åêâiâàëåíòíèìè, ÿêùî M−1VM = V ′ äëÿ äåÿêî¨
íåâèðîäæåíî¨ ìàòðèöi M ∈ N0(T ). Ïðÿìà ñóìà i íåðîçêëàäíiñòü f(t)-çîáðàæåíü âè-
çíà÷àþòüñÿ ïðèðîäíiì ÷èíîì.

Ïàðó (T, f) íàçâåìî ïàðîþ ñêií÷åííîãî, ðó÷íîãî, äèêîãî i ò. ï. òèïiâ, ÿêùî òàêîþ ¹
çàäà÷à ïðî îïèñ (ç òî÷íiñòþ äî åêâiâàëåíòíîñòi) f -çîáðàæåíü ìíîæèíè T . Âèâ÷åííþ
òàêèõ ïàð ïðèñâÿ÷åíî ðÿä ðîáiò àâòîðà [40, 41, 42, 43, 44, 45, 46, 47, 48, 49, 50, 51].
Âiäìiòèìî, ùî ïðè öüîìó ñóòò¹âî âèêîðèñòîâó¹òüñÿ îñíîâíà êëàñèôiêàöiéíà òåîðåìà
äëÿ çîáðàæåíü â'ÿçîê íàïiâëàíöþãiâ [18].

Òåîðåìà 3 ([43, 51]). Ïàðà (T, f) ìà¹ ñêií÷åííèé òèï òîäi i ëèøå òîäi, êîëè T ¹
ëàíöþãîì ç òðèâiàëüíîþ iíâîëþöi¹þ i ïðè öüîìó âèêîíó¹òüñÿ îäíà iç òàêèõ óìîâ:

1) deg f(t) = 1;
2) |C| = 1;
3) |C| = 2, deg f(t) = 2, 3;
4) |C| > 2, deg f(t) = 2.

Òåîðåìà 4 ([40, 50, 51]). Íåõàé degf(t) = 2. Òîäi ïàðà (T, f) ¹ ðó÷íîþ â òîìó i
ëèøå â òîìó âèïàäêó, êîëè T � ∗-íàïiâëàíöþã.

Òåîðåìà 5 ([40, 47, 51]). Íåõàé degf(t) > 2 i ïðè öüîìó ïàðà (T, f) ìà¹ íåñêií-
÷åííèé òèï. Òîäi ïàðà (T, f) ¹ ðó÷íîþ òîäi i ëèøå òîäi, êîëè êîëè âèêîíóþòüñÿ
òàêi óìîâè:

1) T � ëàíöþã ç òðèâiàëüíîþ iíâîëþöi¹þ äîâæèíè 6− deg f(t);
2) êðàòíiñòü äîâiëüíîãî êîðåíÿ ïîëiíîìó f(t) ìåíøà òðüîõ.

Òåîðåìà 6 ([51]). Íåõàé (T, f) � ïàðà íåñêií÷åííîãî òèïó. Òîäi (T, f) ìà¹ ñêií-
÷åííèé ðiñò òîäi i ëèøå òîäi, êîëè iíâîëþöiÿ ∗ òðèâiàëüíà, âñi êîðåíi ïîëiíîìó f(t)
¹ ðiçíèìè i äîäàòêîâî âèêîíó¹òüñÿ îäíà iç òàêèõ óìîâ:

a) degf(t) = 2, C � íàïiâëàíöþã ç îäíîþ äâîåëåìåíòíîþ êîìïîíåíòîþ;
b) deg f(t) = 3, C � ëàíöþã äîâæèíè 3;
c) deg f(t) = 4, C � ëàíöþã äîâæèíè 2.

3. Ðîçøèðåíi t2t2t2-çîáðàæåííÿ ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíèõ ìíîæèí ç iíâî-
ëþöi¹þ. Ðîçøèðåíi t2t2t2-çîáðàæåííÿ ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè ç iíâîëþöi¹þ
ââåäåíi àâòîðîì â [16] (ÿê óæå âiäìi÷àëîñÿ âèùå, â çâ'ÿçêó ç îïèñîì ìîäóëÿðíèõ
çîáðàæåíü óçàãàëüíåíèõ ãðóï êâàòåðíiîíiâ).

Íåõàé T = (C, ∗) � ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíà ìíîæèíà ç iíâîëþöi¹þ. Ïîçíà÷èìî
÷åðåç C ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíó ìíîæèíó C ∪ {−∞,+∞}, äå −∞ < c < +∞ äëÿ
äîâiëüíîãî c ∈ C; äàëi, ïîçíà÷èìî ÷åðåç T ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíà ìíîæèíà ç iíâî-
ëþöi¹þ (C, ∗), äå iíâîëþöiÿ ∗ äi¹ íà C ïî-ñòàðîìó i (−∞)∗ = +∞. Ðîçøèðåíèì t2-
çîáðàæåííÿì ìíîæèíè T íàçâåìî äîâiëüíó áëîêîâó ìàòðèöþW = (Wxy), x ∈ C∪−∞,
y ∈ C ∪ +∞, òàêó, ùî ¨¨ áëîêîâà ïiäìàòðèöÿ W0 = (Wxy), x, y ∈ C, ¹ çâè÷àéíèì t2-
çîáðàæåííÿì ìíîæèíè T i, îêðiì òîãî,

a) äîáóòîê áëîêîâèõ ïiäìàòðèöü (W−∞,x), x ∈ C, i W0 ¹ íóëüîâîþ ìàòðèöåþ;
b) äîáóòîê áëîêîâèõ ïiäìàòðèöü W0 i (Wy,+∞), y ∈ C, ¹ íóëüîâîþ ìàòðèöåþ;
ñ) äîáóòîê áëîêîâèõ ïiäìàòðèöü (W−∞,x), x ∈ C, i (Wy,+∞), y ∈ C, ¹ îäèíè÷íîþ

ìàòðèöåþ.
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Çiñòàâèìî òàêîìó çîáðàæåííþ W çâè÷àéíå t3-çîáðàæåííÿ W íàøî¨ ÷àñòêîâî âïî-
ðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè ç iíâîëþöi¹þ T = (C, ∗) íàñòóïíèì ÷èíîì:W = (W xy), x, y ∈ C,
äå W xy = Wxy ïðè x ∈ C ∪−∞, y ∈ C ∪+∞ i W xy = 0 äëÿ ðåøòè âèïàäêiâ. Äâà ðîç-
øèðåíi t2-çîáðàæåííÿ W i W ′ íàçâåìî åêâiâàëåíòíèìè, ÿêùî åêâiâàëåíòíi âiäïîâiäíi
¨ì t3-çîáðàæåííÿ W i W ′. Ïðÿìà ñóìà i íåðîçêëàäíiñòü ðîçøèðåíèõ t2-çîáðàæåíü
âèçíà÷àþòüñÿ ïðèðîäíiì ÷èíîì.

Ìà¹ ìiñöå íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 7. Çàäà÷à ïðî îïèñ ðîçøèðåíèõ t2-çîáðàæåíü ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâà-
íî¨ ìíîæèíè ç iíâîëþöi¹þ T = (C, ∗) ¹ ðó÷íîþ òîäi i ëèøå òîäi, êîëè ðó÷íîþ
¹ çàäà÷à ïðî îïèñ ¨¨ çâè÷àéíèõ t2-çîáðàæåíü (àáî, iíøèìè ñëîâàìè, êîëè T ¹ ∗-
íàïiâëàíöþãîì; äèâ. òåîðåìó 4).

Äîâåäåííÿ. Ðó÷íiñòü çàäà÷i ïðî îïèñ ðîçøèðåíèõ t2-çîáðàæåíü äîâiëüíîãî ∗-
íàïiâëàíöþãà T = (C, ∗) äîâåäåíà â [16 çà äîïîìîãîþ ìîäèôiêàöi¨ ìåòîäó �iíòåãðóâà-
ííÿ ìàòðè÷íèõ çàäà÷� [51,�� 6,7]), ç ñóòò¹âèì âèêîðèñòàííÿì îñíîâíî¨ êëàñèôiêàöié-
íî¨ òåîðåìè äëÿ çîáðàæåíü â'ÿçîê íàïiâëàíöþãiâ [18]. Äèêiñòü öi¹¨ çàäà÷i ó âèïàäêó,
êîëè ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíà ìíîæèíà T = (C, ∗) íå ¹ ∗-íàïiâëàíöþãîì, äîâîäèòüñÿ
ïî àíàëîãi÷íîé ñõåìi, àëå âæå ç âèêîðèñòàííÿì òåîðåìè 1 iç [53] ïðî íåâèðîäæåíi
çîáðàæåííÿ ïàð ïiäêàòåãîðié êàòåãîði¨ ñêií÷åííîâèìiðíèõ âåêòîðíèõ ïðîñòîðiâ (çî-
áðàæåííÿ òàêèõ ïàð ââåäåíi â [51,�5]).

Âiäìiòèìî, ùî â ðîáîòi [52] àâòîð ââiâ ðîçøèðåíi tm-çîáðàæåííÿ ÷àñòêîâî âïîðÿä-
êîâàíèõ ìíîæèí ç iíâîëþöi¹þ íå ëèøå äëÿ m = 2, à i äëÿ äîâiëüíîãî m > 2. Àëå
âèïàäîê m > 2 íå âèíèêà¹ áåñïîñåðåäíüî ïðè âèâ÷åííi ìîäóëÿðíèõ çîáðàæåíü ãðóï
i òîìó â öié ñòàòòi íå ðîçãëÿäà¹òüñÿ.
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