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ÑÈÌÌÅÒÐÈ×ÍÛÅ ÏÎÄÃÐÓÏÏÛ ÍÎÐÌÈÐÎÂÀÍÍÎÉ
ÌÓËÜÒÈÏËÈÊÀÒÈÂÍÎÉ ÃÐÓÏÏÛ ÌÎÄÓËßÐÍÎÉ ÃÐÓÏÏÎÂÎÉ
ÀËÃÅÁÐÛ ÊÎÍÅ×ÍÎÉ p-ÃÐÓÏÏÛ

Let V (KG) be a normalised unit group of the modular group algebra of a finite p-group G over the field K
of p elements. We introduce a notion of symmetric subgroup in V (KG) as a subgroup invariant under the
action of the classical involution of the group algebra KG. We study properties of symmetric subgroups
and construct a counterexample to the conjecture by V. Bovdi, which states that V (KG) = ⟨G,S∗⟩,
where S∗ is a set of symmetric units of V (KG).

Íåõàé V (KG)� íîðìîâàíà ìóëüòèïëiêàòèâíà ãðóïà ìîäóëÿðíî¨ ãðóïîâî¨ àëãåáðè ñêií÷åííî¨ p-ãðóïè
G íàä ïîëåì K ç p ýëåìåíòiâ. Ââîäèòüñÿ ïîíÿòòÿ ñèìåòðè÷íî¨ ïiäãðóïè ãðóïè V (KG), ÿê ïiäãðóïè,
iíâàðiàíòíî¨ âiäíîñíî êëàñè÷íî¨ iíâîëþöi¨ ãðóïîâî¨ àëãåáðè KG. Äîñëiäæóþòüñÿ âëàñòèâîñòi ñèìå-
òðè÷íèõ ïiäãðóï òà çíàõîäèòüñÿ êîíòðïðèêëàä äî ãiïîòåçè Â. Áîâäi ïðî òå, ùî V (KG) = ⟨G,S∗⟩,
äå S∗ � ìíîæèíà ñèìåòðè÷íèõ åëåìåíòiâ ãðóïè V (KG).

Äàííàÿ ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ ñòðóêòóðû ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû U(KG)
ìîäóëÿðíîé ãðóïïîâîé àëãåáðû KG, ãäå G � êîíå÷íàÿ p-ãðóïïà, K � ïîëå èç p
ýëåìåíòîâ. Ãðóïïà U(KG) ðàçëàãàåòñÿ â ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ìóëüòèïëèêàòèâíîé
ãðóïïû ïîëÿ K è íîðìèðîâàííîé ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû V (KG), ñîñòîÿùåé èç
âñåõ ýëåìåíòîâ âèäà 1 + x, ãäå x ïðèíàäëåæèò I(G) � ôóíäàìåíòàëüíîìó èäåàëó
ìîäóëÿðíîé ãðóïïîâîé àëãåáðû KG. Ïîýòîìó çàäà÷à èññëåäîâàíèÿ ãðóïïû U(KG)
ñâîäèòñÿ ê èçó÷åíèþ ãðóïïû V (KG), êîòîðàÿ ïðè ýòîì òàêæå ÿâëÿåòñÿ p-ãðóïïîé,
êàê è èñõîäíàÿ ãðóïïà G.

Èçó÷åíèå ñâîéñòâ îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç îñíîâíûõ íàïðàâëåíèé
èññëåäîâàíèé â òåîðèè ãðóïïîâûõ êîëåö. Ïîëó÷åííûå â ýòîé îáëàñòè ðåçóëüòàòû
òàêæå ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ èññëåäîâàíèÿ Ëèåâñêèõ ñâîéñòâ ãðóïïîâûõ êîëåö, ïðîáëåìû
èçîìîðôèçìà ãðóïïîâûõ êîëåö è äðóãèõ îòêðûòûõ ïðîáëåì â ýòîé îáëàñòè (ñì.,
íàïðèìåð, [1]).

Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå φ èç ãðóïïîâîé àëãåáðû KG â ñåáÿ, êîòîðîå îòîáðàæàåò
ýëåìåíò x =

∑
λgg â ýëåìåíò

∑
λgg

−1. Îíî ÿâëÿåòñÿ àíòèàâòîìîðôèçìîì âòîðîãî
ïîðÿäêà, êîòîðûé íàçûâàåòñÿ êëàññè÷åñêîé èíâîëþöèåé ãðóïïîâîé àëãåáðû KG. Â
äàëüíåéøåì ìû áóäåì îáîçíà÷àòü φ(x) ÷åðåç x∗. Ýëåìåíò x ∈ KG íàçûâàåòñÿ ñèì-
ìåòðè÷íûì ýëåìåíòîì, åñëè x = x∗. Çàìåòèì, ÷òî åñëè x∗ ̸= x−1, òî x∗x � íåòðèâè-
àëüíûé ñèììåòðè÷íûé ýëåìåíò. Äåéñòâèòåëüíî, φ(x∗x) = (x∗x)∗ = x∗x∗∗ = x∗x, òàê
êàê x∗∗ = x. Êëàññè÷åñêàÿ èíâîëþöèÿ è ñèììåòðè÷íûå îòíîñèòåëüíî íå¼ ýëåìåíòû
èçó÷àëèñü Â. Áîâäè, Ì. Äîêó÷àåâûì, Ë. Êîâà÷åì, Ñ. Ñåãàëîì â ðàáîòàõ [2, 3, 4, 5, 6].

Â ðàáîòå [7] óêàçûâàåòñÿ ñèñòåìà îáðàçóþùèõ ãðóïïû V (KG), êîòîðàÿ, îäíàêî,
ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíîé òîëüêî â àáåëåâîì ñëó÷àå. Äëÿ íåàáåëåâîé ãðóïïû ïðîáëåìà
íàõîæäåíèÿ ìèíèìàëüíîé ñèñòåìû îáðàçóþùèõ â îáùåì ñëó÷àå îñòàåòñÿ îòêðûòîé.
Äëÿ ãðóïï ìàëûõ ïîðÿäêîâ ìèíèìàëüíóþ ñèñòåìó îáðàçóþùèõ ìîæíî âû÷èñëèòü
ñ ïîìîùüþ êîìïüþòåðà, ïðåäâàðèòåëüíî âû÷èñëèâ ãðóïïó V (KG) ñ ïîìîùüþ àë-
ãîðèòìà èç [7], ðåàëèçîâàííîãî â ïàêåòå LAGUNA [8] äëÿ ñèñòåìû êîìïüþòåðíîé
àëãåáðû GAP [9]. Íàëè÷èå äàëüíåéøèõ òåîðåòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ î ìèíèìàëüíîé
ñèñòåìå îáðàçóþùèõ áûëî áû ïîëåçíî äëÿ óñîâåðøåíñòâîâàíèÿ àëãîðèòìîâ âû÷èñëå-
íèÿ ãðóïïû V (KG).
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Â 1996 ãîäó Â. Áîâäè âûäâèíóë ñëåäóþùóþ ãèïîòåçó:

Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ íåêîììóòàòèâíàÿ p-ãðóïïà, V (KG) � íîðìèðîâàííàÿ
ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà ìîäóëÿðíîé ãðóïïîâîé àëãåáðû KG, è

S∗ = {x ∈ V (KG) | x∗ = x}

� ìíîæåñòâî ñèììåòðè÷íûõ îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ. Âåðíî ëè, ÷òî

V (KG) = ⟨G,S∗⟩? (1)

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðèâîäèòñÿ êîíòðïðèìåð ê ýòîé ãèïîòåçå è èññëåäóþòñÿ äàëü-
íåéøèå ñâîéñòâà êëàññè÷åñêîé èíâîëþöèè. Äëÿ ýòîãî ââîäÿòñÿ ïîíÿòèÿ ñèììåòðè-
÷íûõ ïîäìíîæåñòâ ãðóïïîâîé àëãåáðû è ñèììåòðè÷íûõ ïîäãðóïï ãðóïïû V (KG), è
èññëåäóþòñÿ èõ ñâîéñòâà. Äàëåå, ïðèâîäÿòñÿ î÷åâèäíûå ïðèìåðû ñèììåòðè÷íûõ ïî-
äãðóïï è ñòàâèòñÿ çàäà÷à ïîèñêà íåòðèâèàëüíîãî ïðèìåðà ñèììåòðè÷íîé ïîäãðóïïû.
Çàòåì èññëåäóåòñÿ íîðìèðîâàííàÿ ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà ìîäóëÿðíîé ãðóïïî-
âîé àëãåáðû ãðóïïû êâàòåðíèîíîâ ïîðÿäêà 8, è äëÿ íåå ïðîâåðÿåòñÿ ãèïîòåçà (1).
Âû÷èñëåíèÿ, ïðîèçâåäåííûå àâòîðàìè íà êîìïüþòåðå ñ ïîìîùüþ ïàêåòà LAGUNA
[8] ïîêàçûâàþò, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå óñëîâèå (1) íå âûïîëíÿåòñÿ, òàê êàê ïîðÿäîê
ïîäãðóïïû ⟨G,S∗⟩ ðàâåí 64. Â äàííîé ñòàòüå ïîðÿäîê ýòîé ïîäãðóïïû âû÷èñëÿåòñÿ
òåîðåòè÷åñêè. Êðîìå òîãî, îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýòà ïîäãðóïïà ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íîé,
òàêæå êàê è ìíîæåñòâî S∗, êîòîðîå â äàííîì ñëó÷àå îáðàçóåò ãðóïïó, ÷òî äàåò íàì
äâà ïðèìåðà íåòðèâèàëüíûõ ñèììåòðè÷íûõ ïîäãðóïï.

Ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ äàëüíåéøåå èçó÷åíèå ñâîéñòâ ñèììåòðè÷íûõ ïîäãðóïï
ãðóïïû V (KG) è âûÿñíåíèå óñëîâèé ñóùåñòâîâàíèÿ â íåé íåòðèâèàëüíûõ ñèììå-
òðè÷íûõ ïîäãðóïï.

1. Ñèììåòðè÷íûå ïîäãðóïïû. Ïóñòü H � ïîäìíîæåñòâî ãðóïïîâîé àëãåáðû
KG. Íàçîâ¼ì åãî ñèììåòðè÷íûì, åñëè H∗ = H, ãäå H∗ = {h∗ | h ∈ H} . Àíàëîãè÷íî,
åñëè H � ïîäãðóïïà ãðóïïû V (KG), íàçîâ¼ì å¼ ñèììåòðè÷íîé ïîäãðóïïîé , åñëè
H∗ = H.

Î÷åâèäíî, ÷òî ñèììåòðè÷íûå ïîäãðóïïû ñóùåñòâóþò. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî òàêè-
ìè ïîäãðóïïàìè áóäóò ÿâëÿòüñÿ {1}, G, V (KG). Âîçíèêàåò âîïðîñ, ñóùåñòâóþò ëè
íîðìèðîâàííûå ìóëüòèïëèêàòèâíûå ãðóïïû ãðóïïîâûõ àëãåáð, îáëàäàþùèå íåòðè-
âèàëüíûìè ñèììåòðè÷íûìè ïîäãðóïïàìè? Áîëåå òîãî, â ðàáîòå [2] ïîëó÷åíû óñëîâèÿ,
ïðè êîòîðûõ ìíîæåñòâî âñåõ ñèììåòðè÷íûõ îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ îáðàçóåò ãðóïïó,
êîòîðàÿ, â ýòîì ñëó÷àå, î÷åâèäíî, áóäåò ñèììåòðè÷íîé. Ïîýòîìó èíòåðåñíî íàéòè òà-
êîé ïðèìåð íåòðèâèàëüíîé ñèììåòðè÷íîé ïîäãðóïïû, â êîòîðîé ñóùåñòâóþò íåñèì-
ìåòðè÷íûå ýëåìåíòû, ò.å. îãðàíè÷åíèå êëàññè÷åñêîé èíâîëþöèè íà ýòó ïîäãðóïïó íå
ÿâëÿåòñÿ åå òîæäåñòâåííûì îòîáðàæåíèåì.

Ïåðåä ïîñòðîåíèåì òàêîãî ïðèìåðà ñôîðìóëèðóåì è äîêàæåì íåêîòîðûå ñâîéñòâà
ñèììåòðè÷íûõ ïîäãðóïï.

Ëåììà 1. Åñëè H � ïîäãðóïïà ãðóïïû V (KG), òî H∗ òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïîä-
ãðóïïîé ãðóïïû V (KG).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðèì, áóäåò ëè H∗ ïîäãðóïïîé. Åñëè 1 ∈ H, òî 1 ∈ H∗,
òàê êàê φ(1). Äàëåå, åñëè a∗, b∗ ∈ H∗, òî a∗b∗ ∈ H∗, òàê êàê a∗b∗ = φ(ba), à ba ∈ H.
Íàêîíåö, åñëè ýëåìåíò a∗ ∈ H∗, òî òîãäà (a∗)−1 = (φ(a))−1 = φ(a−1) ∈ H∗, è ëåììà
äîêàçàíà.
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Ëåììà 2. Ïóñòü H ′ è H � ïîäãðóïïû V (KG), ïðè÷åì H � ñèììåòðè÷íàÿ
ïîäãðóïïà. Òîãäà åñëè H ′ è H ñîïðÿæåíû ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòà g ∈ V (KG), òàêîãî,
÷òî (g∗)−1 = (g−1)∗, òî H ′∗ òàêæå ñîïðÿæåíà ñ H ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòà (g∗)−1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò g ∈ V (KG), ÷òî H ′ =
g−1Hg, ãäå H = H∗. Òîãäà H ′∗ = {(g−1hg)∗} = {g∗h(g−1)∗} = g∗H(g−1)∗. Åñëè
(g∗)−1 = (g−1)∗ (â ÷àñòíîñòè, ýòî òàê äëÿ g ∈ G), òî H ′∗ = H(g−1)∗ , è ëåììà äî-
êàçàíà. Çàìåòèì, ÷òî H ′ óæå íå îáÿçàòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íîé, à òàêæå ÷òî
H ′∗ = (Hg−1

)∗.

Ëåììà 3. Ïóñòü H1 è H2 � ñèììåòðè÷íûå ïîäãðóïïû. Òîãäà H1H2 òàêæå
ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íîé ïîäãðóïïîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü H1 è H2 � ñèììåòðè÷íûå ïîäãðóïïû è ýëåìåíò h =
= a1b1a2b2 · · · akbk, ãäå ai ∈ H1, bi ∈ H2, ïðèíàäëåæèò H1H2. Òîãäà h∗ = ukvk · · ·u2v2×
×u1v1, ãäå ui = b∗i , vi = a∗i , òàêæå ïðèíàäëåæèò H1H2, òàê êàê ïîäãðóïïû H1 è H2 �
ñèììåòðè÷íû. Òàêèì îáðàçîì, ëåììà äîêàçàíà.

2. Èññëåäîâàíèå ãèïîòåçû î ïîðîæäàþùèõ ýëåìåíòàõ V (KG).Äëÿ ïðîâåð-
êè ãèïîòåçû Â. Áîâäè î ïîðîæäàþùèõ ýëåìåíòàõ íîðìèðîâàííîé ìóëüòèïëèêàòèâ-
íîé ãðóïïû áûë èñïîëüçîâàí ïàêåò LAGUNA [8] äëÿ ñèñòåìû êîìïüþòåðíîé àëãåáðû
GAP [9]. Â ðåçóëüòàòå òåñòèðîâàíèÿ áûëî îáíàðóæåíî, ÷òî óñëîâèå (1) íå âûïîëíÿ-
åòñÿ äëÿ ãðóïïû êâàòåðíèîíîâ âîñüìîãî ïîðÿäêà.

Ïðîâåðêà ãèïîòåçû ïðîâîäèëàñü ñ ïîìîùüþ ïðîãðàììû, ðàçðàáîòàííîé íà ÿçûêå
ïðîãðàììèðîâàíèÿ GAP, ñ ïðèìåíåíèåì ôóíêöèé, äîñòóïíûõ â ïàêåòå LAGUNA.

Àëãîðèòì, èñïîëüçîâàííûé äëÿ òåñòèðîâàíèÿ çàäàííîé ãðóïïû, âûãëÿäåë ñëåäó-
þùèì îáðàçîì:

à) ïîëó÷åíèå ìíîæåñòâà âñåõ ýëåìåíòîâ çàäàííîé ãðóïïû G;

á) âû÷èñëåíèå ñ ïîìîùüþ ïàêåòà LAGUNA íîðìèðîâàííîé ìóëüòèïëèêàòèâíîé
ãðóïïû V (KG), ïîðîæäåííîé ýëåìåíòàìè ãðóïïîâîé àëãåáðû, è èçîìîðôíîé
åé ãðóïïû W , çàäàííîé ñ ïîìîùüþ ïîðîæäàþùèõ ýëåìåíòîâ è îïðåäåëÿþùèõ
ñîîòíîøåíèé;

â) çàäàíèå îòîáðàæåíèÿ f èç ãðóïïû G â ãðóïïîâóþ àëãåáðó KG;

ã) âû÷èñëåíèå ìíîæåñòâà S ñèììåòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ ãðóïïîâîé àëãåáðû KG;

ä) îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâà ñèììåòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ S è îáðàçà f(G);

å) îòîáðàæåíèå ïîëó÷åííîãî ìíîæåñòâà â ãðóïïó W , âû÷èñëåíèå åå ïîäãðóïïû
⟨G,S∗⟩ è ïðîâåðêà âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ (1).

3. Âû÷èñëåíèå ñèììåòðè÷íîé ïîäãðóïïû ⟨G,S∗⟩. Äîêàæåì òåïåðü òåîðå-
òè÷åñêè, ÷òî ãèïîòåçà Â. Áîâäè íå âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ãðóïïû êâàòåðíèîíîâ âîñüìîãî
ïîðÿäêà. Áóäåì îáîçíà÷àòü å¼ â äàëüíåéøåì ÷åðåç Q8. Ýòà ãðóïïà çàäà¼òñÿ ñëåäóþ-
ùèì ïðåäñòàâëåíèåì:

Q8 = ⟨a, b | a4 = b4 = 1, a2 = b2, b−1ab = a3⟩,

è ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ ýëåìåíòîâ:

Q8 = {aibj | 0 ≤ i ≤ 4, 0 ≤ j ≤ 2}.

Ëþáîé ñèììåòðè÷íûé ýëåìåíò x ∈ S∗ èìååò âèä:

x = α0 + α1a
2 + γx, (2)
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ãäå
γx = α2(a+ a3) + α3(b+ a2b) + α4(ab+ a3b). (3)

Ïðè ýòîì, ïîñêîëüêó x îáðàòèì è x ∈ V (KQ8), òî α0 + α1 = 1 (ò. å. îäèí è òîëüêî
îäèí èç êîýôôèöèåíòîâ α0, α1 ðàâåí åäèíèöå). Îòñþäà ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî
|S∗| = 16.

Ëåììà 4. Ïóñòü S∗ = {s ∈ V (KQ8)|s∗ = s} � ìíîæåñòâî ñèììåòðè÷íûõ
îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ. Òîãäà S∗ ⊂ Z(KQ8), ãäå Z(KQ8) � öåíòð ãðóïïîâîé àëãåáðû
KQ8.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ãðóïïà Q8 ðàçáèâàåòñÿ íà êëàññû ñîïðÿæ¼ííûõ ýëåìåíòîâ
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Q8 = {1} ∪ {a2} ∪ {a, a3} ∪ {b, a2b} ∪ {ab, a3}.

Òàê êàê äëÿ ëþáîãî êëàññà ñîïðÿæ¼ííûõ ýëåìåíòîâ ñóììà åãî ýëåìåíòîâ ïðèíàäëå-
æèò öåíòðó ãðóïïîâîé àëãåáðû [10], òî òðåáóåìîå íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç (2) è
(3).

Ëåììà 5. Ìíîæåñòâî S∗ ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé íîðìèðîâàííîé ìóëüòèïëèêà-
òèâíîé ãðóïïû V (KQ8).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ðàáîòå [2] äîêàçàíî, ÷òî ìíîæåñòâî ñèììåòðè÷íûõ ýëå-
ìåíòîâ îáðàçóåò ïîäãðóïïó òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå îíè êîììóòèðóþò ìåæäó
ñîáîé. Òîãäà òðåáóåìîå ñëåäóåò èç ëåììû 4.

Èç ëåììû 5 òàêæå ñëåäóåò, ÷òî S∗ ÿâëÿåòñÿ íåòðèâèàëüíîé ñèììåòðè÷íîé ïîä-
ãðóïïîé ãðóïïû V (KQ8). Îäíàêî, íå âñå åå ýëåìåíòû ñèììåòðè÷íû, à íàñ åùå èíòå-
ðåñóåò ñëó÷àé, êîãäà â ñèììåòðè÷íîé ïîäãðóïïå åñòü íåñèììåòðè÷íûå ýëåìåíòû.

Ëåììà 6. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî x ∈ S∗ èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî x2 = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçîâàâøèñü ôîðìóëîé (2), ïîëó÷èì:

x2 = α2
0 + α1a

4 + γ2x = α2
0 + α2

1 = 1,

òàê êàê õàðàêòåðèñòèêà ïîëÿ K ðàâíà äâóì, ýëåìåíòû 1, a4, γx ëåæàò â öåíòðå
Z(KQ8), è γ2x = 0.

Ýòè ëåììû ïîçâîëèëè äîêàçàòü ñëåäóþùóþ òåîðåìó, òåîðåòè÷åñêè îáîñíîâûâàþ-
ùóþ íàéäåííûé êîíòðïðèìåð.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü Q8 � ãðóïïà êâàòåðíèîíîâ âîñüìîãî ïîðÿäêà, V (KQ8) �
íîðìèðîâàííàÿ ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà è ìíîæåñòâî S∗ = {x ∈ V (KQ8) | x∗ =
= x} � ìíîæåñòâî ñèììåòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ. Òîãäà

|H| = |⟨Q8, S∗⟩| = 64.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê S∗ ⊂ Z(KQ8), òî ëþáîé ýëåìåíò èç H ïðåäñòàâèì
â âèäå x = gs, ãäå g ∈ Q8, s ∈ S∗. Ïðè ýòîì Q8

∩
S∗ = {1, a2} è ñîâïàäàåò ñ Z(Q8).

Òàêèì îáðàçîì, ⟨Q8, S∗⟩ ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëüíûì ïðîèçâåäåíèåì ãðóïïQ8 è S∗. Îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî |H| = |S∗|·|Q8|

|Z(Q8)| = 16·8
2

= 64, è òåîðåìà äîêàçàíà.
Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè, ÷òî ïîðÿäîê ïîäãðóïïû, ïîðîæä¼ííîé ñàìîé ãðóï-

ïîé Q8 è ìíîæåñòâîì ñèììåòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ S∗, ðàâåí 64, è íå ñîâïàäàåò ñ ïîðÿä-
êîì íîðìèðîâàííîé ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû V (KQ8), êîòîðûé ðàâåí 128. Ñëåäî-
âàòåëüíî, H ̸= V (KQ8), è ãðóïïà êâàòåðíèîíîâ âîñüìîãî ïîðÿäêà äàåò êîíòðïðèìåð
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ê ãèïîòåçå Â. Áîâäè. Êðîìå òîãî, H = ⟨Q8, S∗⟩ ÿâëÿåòñÿ íåòðèâèàëüíîé ñèììåòðè-
÷íîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû V (KQ8), ñîäåðæàùåé êàê ñèììåòðè÷íûå, òàê è íåñèììå-
òðè÷íûå ýëåìåíòû.
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