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ÂÈÊÎÍÀÍÍß ÐÎÁIÒ ÁÅÇ ÏÅÐÅÐÈÂÀÍÜ Â ÑÈÑÒÅÌI
IÄÅÍÒÈ×ÍÈÕ ÏÀÐÀËÅËÜÍÈÕ ÏÐÈËÀÄIÂ

The article deals with the problem of fiting the set of N requirements into the system consisting of
identical parallel devices at d = 0 time moment. Each requirement is attended to during ti ≤ Di time
units by any device and without any interruption.

Ðîçãëÿäà¹òüñÿ çàäà÷à ïîáóäîâè äîïóñòèìîãî ðîçêëàäó âèêîíàííÿ ìíîæèíè N ðîáiò â ñèñòåìi iäåí-
òè÷íèõ ïàðàëåëüíèõ ïðèëàäiâ. Êîæíà ðîáîòà i ∈ N ïîâèííà áóòè áåç ïåðåðèâàíü âèêîíàíà ïðîòÿãîì
ti îäèíèöü ÷àñó äåÿêèì ïðèëàäîì â iíòåðâàëi ÷àñó (0, Di].

Â çàäà÷àõ òåîði¨ ðîçêëàäiâ âàæëèâå ìiñöå ïîñiäà¹ ïðîáëåìà ïåðåâiðêè iñíóâàííÿ äîïó-
ñòèìèõ ðîçêëàäiâ òà ¨õ ïîáóäîâè. ×àñòî ïî ñêëàäíîñòi öå çàäà÷à òîãî æ ïîðÿäêó, ùî
i çàäà÷à îïòèìiçàöi¨ ðîçêëàäiâ [1]. Â äàíié ðîáîòi ðîçãëÿäà¹òüñÿ çàäà÷à ïëàíóâàííÿ
âèêîíàííÿ ðîáiò â îäíî ñòàäiéíié ñèñòåìi iäåíòè÷íèõ ïðèëàäiâ. Ââàæà¹òüñÿ, ùî âiäî-
ìà òðèâàëiñòü âèêîíàííÿ êîæíî¨ ðîáîòè, âñi ðîáîòè íàäõîäÿòü â ñèñòåìó îäíî÷àñíî,
àëå êîæíà ðîáîòà ìà¹ âëàñíèé äèðåêòèâíèé òåðìií, äî ÿêîãî ¨¨ âèêîíàííÿ ïîâèííî
áóòè çàâåðøåíå. Âèêîíàííÿ êîæíî¨ ðîáîòè ïîâíiñòþ ìîæå áóòè çäiéñíåíî áóäü ÿêèì
âèêîíàâöåì (ïðèëàäîì). Ïðè öüîìó â áóäü-ÿêèé ìîìåíò ÷àñó êîæåí ïðèëàä ìîæå âè-
êîíóâàòè íå áiëüøå îäíi¹¨ ðîáîòè i êîæíà ðîáîòà ìîæå âèêîíóâàòèñü íå áiëüøå íiæ
îäíèì ïðèëàäîì (àíàëîãi÷íi çàäà÷i ðîçãëÿäàëèñü â [2�5]). ßêùî ïðè âèêîíàííi ðîáiò
äîïóñêàþòüñÿ ïåðåðèâàííÿ, òî ïîáóäîâà äîïóñòèìîãî ðîçêëàäó ìîæå áóòè çäiéñíåíà
çà äîïîìîãîþ àëãîðèòìó ïàêóâàííÿ (äèâ. [1]). Âêàçàíèé àëãîðèòì äîçâîëÿ¹ îòðèìà-
òè ðîçêëàä, â ÿêîìó íå áiëüøå íiæ n − 2 ïåðåðèâàííÿ (òóò n � êiëüêiñòü ðîáiò).
Ïðè öüîìó õî÷ êîæíà ðîáîòà é ïåðåðèâà¹òüñÿ íå áiëüøå îäíîãî ðàçó, ¨¨ çàâåðøåííÿ
ïðîõîäèòü íà iíøîìó ïðèëàäi. Çàäà÷à çíà÷íî óñêëàäíþ¹òüñÿ, ÿêùî ïåðåðèâàííÿ ïðè
âèêîíàííi ðîáiò íå äîïóñêàþòüñÿ.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷i. Â ñèñòåìó ç M iäåíòè÷íèõ ïàðàëåëüíèõ ïðèëàäiâ â ìî-
ìåíò ÷àñó d = 0 íàäõîäèòü ìíîæèíà N = {1, 2, ..., n} ðîáiò. Íåîáõiäíî ïîáóäóâàòè
äîïóñòèìèé ðîçêëàä, â ÿêîìó êîæíà ðîáîòà i ∈ N ïîâèííà âèêîíàòèñü â iíòåðâàëi
÷àñó (0, Di] äåÿêèì ïðèëàäîì áåç ïåðåðèâàíü íà ïðîòÿçi ti > 0 îäèíèöü ÷àñó.

Ìîæíà ââàæàòè, ùî
ti ≤ Di, i ∈ N,

òàê ÿê â iíøîìó âèïàäêó, î÷åâèäíî, äîïóñòèìîãî ðîçêëàäó íå iñíó¹. Òàêîæ ïðèðîäíî
ïðèïóñòèòè

M ≤ n,

iíàêøå êîæíié ðîáîòi i ∈ N ìîæíà âèäiëèòè îêðåìèé ïðèëàä, ÿêèé âèêîíà¹ ¨¨ â
iíòåðâàëi ÷àñó (0, ti], òîáòî äîïóñòèìèé ðîçêëàä áóäó¹òüñÿ òðèâiàëüíî.

Äëÿ çðó÷íîñòi áóäåìî ââàæàòè, ùî ðîáîòè ïðîíóìåðîâàíi ïî íåñïàäàííþ äèðå-
êòèâíèõ ñòðîêiâ Di, i ∈ N , ïðè ÷îìó, ÿêùî äëÿ äâîõ ðiçíèõ ðîáiò i < j (i, j ∈ N),
äèðåêòèâíi ñòðîêè ñïiâïàäàþòü Di = Dj, òî ti ≥ tj. Ðîçãëÿíåìî âïîðÿäêîâàíó ïî
çðîñòàííþ ìíîæèíó Q = { ql | l = 1, 2, . . . , k} âñiõ ðiçíèõ çíà÷åíü äèðåêòèâíèõ
ñòðîêiâ Di, i ∈ N (òóò k � êiëüêiñòü ðiçíèõ çíà÷åíü Di, i ∈ N), òà ðîçiá'¹ìî âñi
ðîáîòè íà k ïiäìíîæèí N1, N2, . . . , Nk,

Nl = {i ∈ N |Di = ql}, l = 1, 2, . . . , k.
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Òàêèì ÷èíîì
D1 ≤ D2 ≤ . . . ≤ Dn; (1)

D1 = q1 < q2 < . . . < qk = Dn;

ti ≥ tj, ïðè i < j, i, j ∈ Nl, l = 1, 2, . . . , k.

2. Óìîâà iñíóâàííÿ ðîçêëàäó äëÿ îäíîãî ïðèëàäó. Çâè÷àéíî äëÿ âèçíà-
÷åííÿ ðîçêëàäó âèêîíàííÿ ðîáiò íåîáõiäíî äëÿ êîæíî¨ ðîáîòè âêàçàòè ïðèëàäè, ùî
îáñëóãîâóþòü ðîáîòó òà ñòðîêè âèêîíàííÿ ðîáîòè. Â íàøîìó âèïàäêó ïåðåðèâàííÿ
â ïðîöåñi âèêîíàííÿ ðîáiò íå äîïóñêàþòüñÿ, òîìó â îáñëóãîâóâàííi êîæíî¨ ðîáîòè
ïðèéìà¹ ó÷àñòü òiëüêè îäèí ïðèëàä, à öå îçíà÷à¹, ùî ïiñëÿ ðîçïîäiëó ðîáiò ïî ïðè-
ëàäàõ ìîæíà áóäóâàòè M îêðåìèõ ðîçêëàäiâ äëÿ êîæíîãî ç íèõ íåçàëåæíî îäèí âiä
îäíîãî. Òîìó ðîçãëÿíåìî óìîâè iñíóâàííÿ äîïóñòèìîãî ðîçêëàäó âèêîíàííÿ äåÿêî¨
ìíîæèíè ðîáiò G ⊆ N îäíèì ïðèëàäîì. Íåõàé P = (p1, p2, . . . , pg) � ïåðåñòàíîâêà,
óòâîðåíà iç íîìåðiâ ðîáiò ìíîæèíè G ðîçòàøîâàíèõ â ïîðÿäêó ¨õ çðîñòàííÿ.

Îçíà÷åííÿ 1 ([2]). Àêòèâíèì ðîçêëàäîì íàçèâà¹òüñÿ ðîçêëàä, â ÿêîìó ðîáîòè
âèêîíóþòüñÿ áåç íåâèïðàâäàíèõ ïðîñòî¨â ïðèëàäiâ.

Çàóâàæåííÿ 1. Ïåðåðâà â ðîáîòi ïðèëàäó âèïðàâäàíà, ÿêùî âîíà îáóìîâëåíà íå-
ãîòîâíiñòþ íàñòóïíî¨ ðîáîòè äî âèêîíàííÿ (iç-çà îáìåæåííÿ íà ñòðîêè, ïîðÿäîê
âèêîíàííÿ ðîáiò, òîùî). Äëÿ çàäà÷i, ùî ðîçãëÿäà¹òüñÿ, àêòèâíèìè áóäóòü òà-
êi ðîçêëàäè, â ÿêèõ ïðèñêîðåííÿ âèêîíàííÿ æîäíî¨ ðîáîòè íå ìîæëèâå áåç çìiíè
ïîðÿäêó âèêîíàííÿ ðîáiò àáî ¨õ ðîçïîäiëó ïî ïðèëàäàõ.

Îçíà÷åííÿ 2 ([1, 2]). Ïåðåñòàíîâî÷íèì íàçèâà¹òüñÿ àêòèâíèé ðîçêëàä S(X),
ÿêèé îäíîçíà÷íî âèçíà÷à¹òüñÿ ïåðåñòàíîâêîþ X = (x1, x2, . . . , xg), ùî âêàçó¹
ïîðÿäîê âèêîíàííÿ ðîáiò (g � êiëüêiñòü ðîáiò, ÿêi âèêîíóþòüñÿ ïðèëàäîì, à xi ∈ G,
i = 1, 2, . . . , g � ¨õ íîìåðè).

Òåîðåìà 1. Äîïóñòèìèé ðîçêëàä âèêîíàííÿ ðîáiò ìíîæèíè G iñíó¹ òîäi i
òiëüêè òîäi, êîëè äîïóñòèìèì ¹ ïåðåñòàíîâî÷íèé ðîçêëàä S(P ).

Äîâåäåííÿ. Äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè äîñòàòíüî ïîêàçàòè, ùî ç äîïóñòèìîñòi äî-
âiëüíîãî ðîçêëàäó S âèïëèâà¹ äîïóñòèìiñòü S(P ). Äiéñíî. Íåõàé S � äåÿêèé äîïó-
ñòèìèé ðîçêëàä. Âñi ðîáîòè ìíîæèíè G ãîòîâi äî âèêîíàííÿ â áóäü-ÿêèé ìîìåíò
÷àñó (ïî÷èíàþ÷è ç ìîìåíòó d = 0). Öå îçíà÷à¹, ùî ÿêùî â íüîìó ìàþòü ìiñöå ïðî-
ñòî¨ ïðèëàäó äî çàâåðøåííÿ âèêîíàííÿ âñiõ ðîáiò, òî âîíè ìîæóòü áóòè ëiêâiäîâàíi
øëÿõîì �àêòèâiçàöi¨�4 ðîçêëàäó. Ïðè öüîìó ðîçêëàä çàëèøèòüñÿ äîïóñòèìèì, òàê ÿê
òåðìiíè âèêîíàííÿ êîæíî¨ ðîáîòè i ∈ G íå âèéäóòü çà ìåæi âiäïîâiäíîãî ïðîìiæêó
÷àñó (0, Di]. Ðîáîòè âèêîíóþòüñÿ áåç ïåðåðèâàíü, òîìó áóäå îòðèìàíî äåÿêèé ïåðå-
ñòàíîâî÷íèé ðîçêëàä S(X), äå ïåðåñòàíîâêà X âèçíà÷à¹ ïîðÿäîê âèêîíàííÿ ðîáiò
â öüîìó ðîçêëàäi. ßêùî X ̸= P , òî iñíó¹ i òàêå, ùî xi > xi+1. Ðîçêëàä S(X) �
äîïóñòèìèé, òîìó ç (1) îòðèìà¹ìî, ùî ìîìåíò r çàâåðøåííÿ âèêîíàííÿ ðîáîòè xi+1

çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíîñòi
r ≤ Dxi+1

≤ Dxi
. (2)

Çìiíèìî ïîñëiäîâíiñòü âèêîíàííÿ ðîáiò xi i xi+1. Ñòðîêè âèêîíàííÿ ðîáîòè xi+1

ïðèñêîðÿòüñÿ, òîìó çàëèøàòüñÿ äîïóñòèìi. Âèêîíàííÿ ðîáîòè xi áóäå çàâåðøåíî â
ìîìåíò r i òîìó, âðàõîâóþ÷è (2), òåæ áóäå äîïóñòèìèì. Òàêèì ÷èíîì çà ñêií÷åíå
÷èñëî ïîïàðíèõ îáìiíiâ ïîñëiäîâíiñòü âèêîíàííÿ ðîáiò X, ìîæíà ïåðåòâîðèòè íà P .

4ïðèñêîðåííÿ òåðìiíiâ âèêîíàííÿ ðîáiò áåç çìiíè ïîðÿäêó ¨õ âèêîíàííÿ
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Ïðè öüîìó ðîçêëàä S(X), ïiñëÿ êîæíîãî ïåðåòâîðåííÿ çàëèøàòèìåòüñÿ äîïóñòèìèì,
îòæå i ðîçêëàä S(P ) áóäå äîïóñòèìèì. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ç òåîðåìè 1 âèïëèâà¹, ùî äëÿ âèçíà÷åííÿ ðîçêëàäó âèêîíàííÿ ðîáiò äîñòàòíüî
äëÿ êîæíî¨ ðîáîòè âêàçàòè ïðèëàä, ÿêèé áóäå ¨¨ îáñëóãîâóâàòè. Ùîá âèçíà÷èòè òåð-
ìiíè âèêîíàííÿ ðîáiò íåîáõiäíî äëÿ êîæíîãî ïðèëàäó âïîðÿäêóâàòè íîìåðè ðîáiò, ÿêi
ïðèçíà÷åíi íà öåé ïðèëàä òà ïîáóäóâàòè âiäïîâiäíèé ïåðåñòàíîâî÷íèé ðîçêëàä. Ïðè
öüîìó âèêîíàííÿ ïåðøî¨ â ñïèñêó ðîáîòè ïî÷èíà¹òüñÿ â ìîìåíò ÷àñó 0 i âèêîíó¹òüñÿ
ïðîòÿãîì âèçíà÷åíîãî äëÿ íå¨ ÷àñó, à êîæíà íàñòóïíà ðîáîòà ïî÷èíà¹ âèêîíóâàòèñü
îäðàçó ïiñëÿ çàâåðøåííÿ ïîïåðåäíüî¨. Òîáòî, ÿêùî äåÿêèé ïðèëàä âèêîíó¹ ðîáîòè
ìíîæèíè G i P = (p1, p2, . . . , pg) � ïåðåñòàíîâêà, ùî âèçíà÷à¹ ïîðÿäîê ¨õ âèêîíàí-
íÿ, òî ðîáîòà pi ∈ G áóäå âèêîíóâàòèñü â iíòåðâàëi(∑

j<i

tpj ;
∑
j<i

tpj + tpi

]
.

3. Çàãàëüíà ñõåìà ïîáóäîâè äîïóñòèìîãî ðîçêëàäó. Ïðè âèêîíàííi ðîáiò â
ñèñòåìi M ïðèëàäiâ ðîçêëàä S âèçíà÷à¹òüñÿ ñóêóïíiñòþ ðîçêëàäiâ S(Pj), j ∈ {1, 2,
. . . , M} äëÿ êîæíîãî ç ïðèëàäiâ, òîáòî

S = {S(P1), S(P2), . . . , S(PM)}, (3)

äå S(Pj)� ðîçêëàä âèêîíàííÿ ðîáiò ïðèëàäîì j ∈ {1, 2, . . . , M}, à Pj � ïåðåñòàíîâêà
âïîðÿäêîâàíèõ ïî çðîñòàííþ íîìåðiâ ðîáiò i ∈ N , ÿêi âèêîíóþòüñÿ äàíèì ïðèëàäîì.
Ïîñòàâèìî ó âiäïîâiäíiñòü êîæíîìó íàòóðàëüíîìó ÷èñëó g ≤ n i ðîçêëàäó Sg âèêî-
íàííÿ ðîáiò ìíîæèíè G = {1, 2, . . . , g} âåêòîð X(Sg) = (x1, x2, . . . , xg) ðîçìiðíîñòi
g ç íàòóðàëüíèìè êîìïîíåíòàìè xi ∈ {1, 2, . . . , M}, i ∈ G, ùî âèçíà÷àþòü íîìåð
ïðèëàäó, íà ÿêèé ïðèçíà÷åíî äëÿ âèêîíàííÿ ðîáîòó i. Òàê ÿê ðîçêëàä Sg âêëþ÷à¹
(ïðè g < n) íå âñi ðîáîòè, òî, íå çâàæàþ÷è íà äîòðèìàííÿ îáìåæåíü íà ñòðîêè âè-
êîíàííÿ öèõ ðîáiò, ðîçêëàä íå áóäå äîïóñòèìèì, i, òàê ÿê äëÿ ðîáiò ç íîìåðàìè i > g
ñòðîêè âèêîíàííÿ i ïðèëàä íå âèçíà÷åíi, òî âåêòîðó X(Sg) âiäïîâiäà¹ äåÿêà ìíîæèíà
ðîçêëàäiâ ç ôiêñîâàíèì "ïî÷àòêîì".

Îçíà÷åííÿ 3. Ìíîæèíó ðîçêëàäiâ, â ÿêèõ ïðèçíà÷åííÿ äëÿ ðîáiò ïiäìíîæè-
íè G ñïiâïàäàþòü i âèçíà÷àþòüñÿ âåêòîðîì X(Sg) íàçèâàòèìåìî ÷àñòêîâèì
ðîçêëàäîì, àáî X(Sg)-ðîçêëàäîì.

Îçíà÷åííÿ 4. X(Sg)-ðîçêëàä íàçèâàòèìåìî äîïóñòèìèì, ÿêùî ðîçêëàä Sg äîïó-
ñòèìèé ïî ñòðîêàì âèêîíàííÿ ðîáiò ìíîæèíè {1, 2, . . . , g}.

ßêùî g = n, òî X(Sn)-ðîçêëàä ìiñòèòü ¹äèíèé ðîçêëàä Sn = {S(P1), S(P2), . . . ,
S(PM)}, äå Pj � ïåðåñòàíîâêà âïîðÿäêîâàíèõ ïî çðîñòàííþ íîìåðiâ ðîáiò i ∈ G = N ,
äëÿ ÿêèõ xi = j, j ∈ {1, 2, . . . , M}.

Îçíà÷åííÿ 5. Ïîâíèì ðîçêëàäîì íàçèâàòèìåìî X(Sn)-ðîçêëàä.

Óçàãàëüíèìî ïîíÿòòÿ X-ðîçêëàäó íà âèïàäîê, êîëè ïðè âèêîíàííi ðîáiò äîïó-
ñêàþòüñÿ ïåðåðèâàííÿ.

Îçíà÷åííÿ 6. X(Sg)-ðîçêëàäîì íàçèâàòèìåìî ìíîæèíó ðîçêëàäiâ, â ÿêèõ âè-
êîíàííÿ ðîáiò 1, 2, . . . , g ñïiâïàäà¹ ç ¨õ âèêîíàííÿì ó âiäïîâiäíîìó X(Sg)-ðîçêëàäi,
à ïðè âèêîíàííi iíøèõ ðîáiò (g + 1, g + 2, . . . , n) äîïóñêàþòüñÿ ïåðåðèâàííÿ.
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Îçíà÷åííÿ 7. Ïåðñïåêòèâíèì X-ðîçêëàäîì íàçèâàòèìåìî òàêèé X-ðîçêëàä,
ùî âiäïîâiäíèé éîìó X-ðîçêëàä ¹ íå ïîðîæíüîþ ìíîæèíîþ.

Îñêiëüêè ðîçãëÿäà¹òüñÿ ñèñòåìà iäåíòè÷íèõ ïàðàëåëüíèõ ïðèëàäiâ i, çãiäíî ç óìî-
âîþ çàäà÷i, êîæíà ðîáîòà ìîæå âèêîíóâàòèñÿ áóäü-ÿêèì ç ïðèëàäiâ ïðîòÿãîì ïðî-
ìiæêó ÷àñó ôiêñîâàíî¨ äîâæèíè ti, i ∈ N ç iíòåðâàëó ÷àñó (0, Di], ÿêèé íå çàëåæàòü
âiä íîìåðà ïðèëàäó, òî ðîçêëàäè âèêîíàííÿ ðîáiò (3), à òàêîæ X-ðîçêëàäè âèçíà÷à-
þòüñÿ ç òî÷íiñòþ äî íóìåðàöi¨ ïðèëàäiâ. Òîìó íå ïîðóøóþ÷è çàãàëüíîñòi ìiðêóâàíü
ìîæíà ââàæàòè äîïóñòèìèìè ïîâíi ÷è ÷àñòêîâi ðîçêëàäè Sg, à òàêîæ âiäïîâiäíi ¨ì
X-ðîçêëàäè, äëÿ ÿêèõ ìàþòü ìiñöå íàñòóïíi óìîâè:

à) íà êîæíîìó ïðèëàäi ðîáîòè âèêîíóþòüñÿ â ïîðÿäêó çðîñòàííÿ ¨õ íîìåðiâ áåç
ïðîñòî¨â ïðèëàäó ïðè çàâåðøåííi îäíi¹¨ ðîáîòè òà ïåðåõîäi äî âèêîíàííÿ íàñòóïíî¨
(òîáòî ðîçãëÿäàþòüñÿ àêòèâíi ïåðåñòàíîâî÷íi ðîçêëàäè (3));

á) íîìåðè ðîáiò, ùî âèêîíóþòüñÿ ïåðøèìè íà êîæíîìó ïðèëàäi íå ìåíøi íiæ
íîìåðè âiäïîâiäíèõ ïðèëàäiâ i óòâîðþþòü çðîñòàþ÷ó ïîñëiäîâíiñòü (ïðè öüîìó íå
çàéíÿòi ïðèëàäè ìàþòü ìàêñèìàëüíi íîìåðè). Òîáòî äëÿ âñiõ Pj = (pj1, pj2, . . . ,
pjnj

), j ∈ {1, 2, . . . , M − 1} âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi

j ≤ pj1 < pj+1 1, ÿêùî nj+1 > 0, (4)

òóò nj � êiëüêiñòü ðîáiò, ùî âèêîíóþòüñÿ ïðèëàäîì j.
â) ðîáîòà ç íîìåðîì 1 âèêîíó¹òüñÿ ïðèëàäîì ç íîìåðîì 1 i äëÿ áóäü ÿêîãî X-

ðîçêëàäó x1 = 1.
Òàêèì ÷èíîì, çàäà÷à ïîáóäîâè ðîçêëàäó çâîäèòüñÿ äî çàäà÷i ðîçïîäiëó ðîáiò ïî

ïðèëàäàõ, ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ óìîâi á) (4), à ðîçêëàä (3) âèêîíàííÿ ðîáiò áóäó¹òüñÿ
îäíîçíà÷íî äëÿ êîæíîãî ïðèëàäó çãiäíî à).

Äëÿ ïîáóäîâè äîïóñòèìîãî ðîçêëàäó ïðîïîíó¹òüñÿ êîíñòðóêòèâíèé àëãîðèòì,
ÿêèé ¹ ìîäèôiêàöi¹þ ìåòîäó ãiëîê i ìåæ [6]. Âåðøèíàì äåðåâà âàðiàíòiâ ñòàâëÿòüñÿ ó
âiäïîâiäíiñòü äåÿêi X-ðîçêëàäè (êîðåíåâi äåðåâà âiäïîâiäà¹ (1)-ðîçêëàä). Äëÿ ðîçãà-
ëóæåííÿ âåðøèíè âèáèðàþòüñÿ â ïîðÿäêó ëåêñèêîãðàôi÷íîãî çðîñòàííÿ âiäïîâiäíèõ
¨ì X-ðîçêëàäiâ, à ñàìå ðîçãàëóæåííÿ âåðøèí çäiéñíþ¹òüñÿ øëÿõîì çáiëüøåííÿ ðîç-
ìiðíîñòi âiäïîâiäíîãî X-ðîçêëàäó (âêëþ÷åííÿì â ðîçêëàä ÷åðãîâî¨ ðîáîòè). Òàê
ïðè ðîçãàëóäæåííi âåðøèíè, ÿêié âiäïîâiäà¹ Xg-ðîçêëàä óòâîðþþòüñÿ íîâi âåðøè-
íè, ÿêèì âiäïîâiäàþòü Xj

g -ðîçêëàäè, äå X
j
g = (Xg, j), à j = 1, 2, . . . M i âèçíà÷à¹òüñÿ

ç óìîâè äîïóñòèìîñòi Xj
g -ðîçêëàäó òà ç âðàõóâàííÿì óìîâè (4).

Äëÿ ñêîðî÷åííÿ ïåðåáîðó âåðøèí äåðåâà âàðiàíòiâ êîæíà âåðøèíà ïåðåâiðÿ¹òüñÿ
íà ïåðñïåêòèâíiñòü i äî ðîçãëÿäó áåðóòüñÿ òiëüêè ïåðñïåêòèâíi âåðøèíè. Ñïîñîáè
òàêî¨ ïåðåâiðêè íàâîäÿòüñÿ íèæ÷å.

4. Îöiíêà ïåðñïåêòèâíîñòi âåðøèí äåðåâà âàðiàíòiâ. ßê óæå âiäìi÷àëîñü,
ïîáóäîâà äîïóñòèìîãî ðîçêëàäó çäiéñíþ¹òüñÿ øëÿõîì âêëþ÷åííÿ â ïîáóäîâàíèé ðà-
íiøå X-ðîçêëàä íàñòóïíî¨ ðîáîòè. Ïðè öüîìó ìíîæèíà äîïóñòèìèõ ðîçêëàäiâ çâó-
æó¹òüñÿ. Â çàãàëüíîìó âèïàäêó ðîáîòà ìîæå áóòè ïðèçíà÷åíà íà áóäü ÿêèé ç m
ïðèëàäiâ. Ðiçíèì ïðèçíà÷åííÿì äëÿ íîâî¨ ðîáîòè âiäïîâiäàþòü ðiçíi âåðøèíè äåðåâà
âàðiàíòiâ. Äå ÿêi ç íèõ ìîæóòü âèÿâèòèñÿ ïîðîæíiìè. Ïåðåâiðêà öüîãî ôàêòó � çàäà-
÷à àíàëîãi÷íà ïî÷àòêîâié, òîìó äëÿ ¨¨ ñïðîùåííÿ çíiìåìî çàáîðîíó íà ïåðåðèâàííÿ
ïðè âèêîíàíi ðîáiò, ùî íå ââiéøëè â X-ðîçêëàä, òîáòî ïåðåâiðÿòèìåìî ÷è áóäå äàíèé
X-ðîçêëàä ïåðñïåêòèâíèì. Î÷åâèäíî íå ïîðîæíÿ ìíîæèíà ìîæå âiäïîâiäàòè òiëüêè
ïåðñïåêòèâíîìó X-ðîçêëàäó.

4.1. Ïîáóäîâà ïî÷àòêîâîãî äîïóñòèìîãî Xg-ðîçêëàäó. Ðîçãëÿíåìî äåÿêèé
Xg-ðîçêëàä (g < n). Íåõàé ñòðîêè âèêîíàííÿ ïåðøèõ g ðîáiò äîïóñòèìi i âåêòîð
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τ = (τ1, τ2, . . . , τM) âêàçó¹ ìîìåíòè çàâåðøåííÿ ðîáîòè âiäïîâiäíèõ ïðèëàäiâ ïðè
¨õ âèêîíàííi. Äîáóäóâàòè çàäàíèé Xg-ðîçêëàä äî äåÿêîãî äîïóñòèìîãî Xg-ðîçêëàäó
ìîæíà çàñòîñóâàâøè àëãîðèòì ïàêóâàííÿ [1], àëå âèêîðèñòîâóâàòè òàêèé ðîçêëàä â
àëãîðèòìi ãiëîê i ìåæ (äèâ. ðîçäië 3) äëÿ îöiíêè ïåðñïåêòèâíîñòi Xg-ðîçêëàäó íå
çðó÷íî òàê ÿê ïðè âêëþ÷åííi â Xg-ðîçêëàä íîâî¨ ðîáîòè (âèêîíàííi ðîçãàëóæåííÿ
â äåðåâi âàðiàíòiâ) äëÿ êîæíîãî íîâîóòâîðåíîãî Xg+1-ðîçêëàäó íåîáõiäíî áóäóâàòè
âiäïîâiäíèé Xg+1-ðîçêëàä. Ïðè öüîìó âèêîðèñòàòè, ïîáóäîâàíèé ðàíiøå Xg-ðîçêëàä
íå ìîæëèâî.

Ïðîïîíó¹òüñÿ ïîáóäîâó äîïóñòèìîãî Xg-ðîçêëàäó âèêîíóâàòè ïî÷èíàþ÷è ç ïëà-
íóâàííÿ âèêîíàííÿ ðîáiò ìíîæèíè Nk íà ïðîìiæêó (qk−1, qk]. Ïîòiì íà ïðîìiæêó
(qk−2, qk−1] ïëàíó¹òüñÿ âèêîíàííÿ ðîáiò ìíîæèíè Nk−1 òà òèõ ðîáiò ìíîæèíè Nk,
âèêîíàííÿ ÿêèõ ñïëàíîâàíå íå ïîâíiñòþ. Ïðîöåñ ïðîäîâæó¹òüñÿ äî òèõ ïið ïîêè ðîç-
êëàä áóäå ïîáóäîâàíî ïîâíiñòþ, àáî íå áóäå âñòàíîâëåíî, ùî äîïóñòèìîãî ðîçêëàäó
íå iñíó¹. Òàêà ñõåìà äîçâîëÿ¹ ïðè âêëþ÷åííi â Xg-ðîçêëàä íîâî¨ ðîáîòè çìiíþâàòè
âiäïîâiäíèé Xg-ðîçêëàä òiëüêè íà òîìó ïðîìiæêó ÷àñó [qL−1, qL] äëÿ ÿêîãî âèêîíó¹-
òüñÿ óìîâà

g ∈ NL. (5)

4.2. Àëãîðèòì ïîáóäîâè äîïóñòèìîãî Xg-ðîçêëàäó.
Ïî÷àòêîâèé åòàï:
1. Âèçíà÷èìî L iç óìîâè (5).
2. Ïîêëàäåìî l = k òà G = ∅.
3. Ïîçíà÷èìî ÷àñ, íåîáõiäíèé äëÿ çàâåðøåííÿ âèêîíàííÿ ðîáîòè i ÷åðåç t̃i (ç

ïî÷àòêó t̃i = ti, i = g + 1, g + 2, . . . , n ).

Îñíîâíèé åòàï. Ïîáóäîâà ðîçêëàäó âèêîíàííÿ ðîáiò íà ïðîìiæêó
λ = (ql−1, ql], (l = k, k − 1, . . . , L):

1. Âêëþ÷èìî äî ìíîæèíè G ðîáîòè ïiäìíîæèíè Nl, íîìåðè ÿêèõ áiëüøi íiæ g.
Íåõàé H � êiëüêiñòü ðîáiò â ìíîæèíi G.

2. ßêùî L < l, òî êîæåí ç ïðèëàäiâ ìîæå áóòè âèêîðèñòàíèé äëÿ âèêîíàííÿ ðîáiò
ìíîæèíè G â áóäü ÿêèé ìîìåíò ÷àñó ç ïðîìiæêó λ. Âèçíà÷èâøè ïiäìíîæèíó ðîáiò,
ùî áóäóòü âèêîíóâàòèñü, i ¨õ òðèâàëiñòü ìîæíà ââàæàòè ðîçêëàä ïîáóäîâàíèì (âií
òðèâiàëüíî áóäó¹òüñÿ çà àëãîðèòìîì ïàêóâàííÿ). ßêùî æ L = l, òî äå-ÿêi ïðèëàäè
÷àñòêîâî ìîæóòü áóòè çàâàíòàæåíi âèêîíàííÿì iíøèõ ðîáiò (1, 2, . . . , g), òîìó äëÿ
ïîáóäîâè äîïóñòèìîãî ðîçêëàäó ïåðåéäåìî äî âèêîíàííÿ ïóíêòó 8.

3. Ðîçãëÿíåìî ïðîìiæîê ÷àñó λ = (ql−1, ql]. Íåõàé ∆ éîãî äîâæèíà, òîáòî
∆ = ql − ql−1. ßêùî

H ≤M, (6)

òî çà êîæíîþ ðîáîòîþ ìíîæèíè G ìîæíà çàêðiïèòè îêðåìèé ïðèëàä, ÿêèé áóäå ¨¨
âèêîíóâàòè. Òîìó ïåðåéäåìî äî âèêîíàííÿ ïóíêòó 6.

4. ßêùî æ H > M , òî âèçíà÷èìî ìàêñèìàëüíî ìîæëèâèé îá'¹ì ðîáiò, ùî ìîæíà
âèêîíàòè íà ðîçãëÿäóâàíîìó ïðîìiæêó

Θ =
n∑

i=g+1

min(∆, t̃i).

ßêùî ïðè öüîìó
Θ ≤M ×∆, (7)
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òî òàêîæ ïåðåéäåìî äî âèêîíàííÿ ïóíêòó 6.

5. Íåõàé π = (π1, π2, . . . , πH), � ïåðåñòàíîâêà íîìåðiâ ðîáiò ìíîæèíè G, äëÿ
ÿêî¨

t̃i ≥ t̃j ïðè i < j.

Âèçíà÷èìî òàêi θ i íàéìåíøå öiëå δ, ùî çàäîâiëüíÿþòü óìîâi

θ = (Θ −
H∑

i=δ+1

t̃πi
− M ×∆)/δ ≥ t̃πδ+1

. (8)

(Çàóâàæèìî, ùî ïðè δ = H (8) âèðîäæó¹òüñÿ â Θ > M ×∆).

6. ßêùî ìà¹ ìiñöå õî÷ îäíà ç óìîâ (6) àáî (7), òî ðîáîòè i ∈ {g+1, g+2, . . . , n },
äëÿ ÿêèõ

t̃i ≤ ∆ (9)

ìîæóòü áóòè âèêîíàíi ïîâíiñòþ i òàêi ðîáîòè âèêëþ÷àþòüñÿ ç ìíîæèíè G, à äëÿ
ðîáiò i ∈ {g + 1, g + 2, . . . , n }, òàêèõ ùî óìîâà (9) íå âèêîíó¹òüñÿ ÷àñ t̃i íåîáõiäíî
çìåíøèòè íà ∆, òàê ÿê âîíè áóäóòü âèêîíóâàòèñü íà ïðîòÿçi âñüîãî ïðîìiæêó ÷àñó
λ, ùî ðîçãëÿäà¹òüñÿ. Iíàêøå íà äàíîìó ïðîìiæêó ñëiä âèêîíóâàòè òiëüêè ðîáîòè
π1, π2, . . . , πδ ïðè ÷îìó òàê, ùîá äëÿ çàâåðøåííÿ êîæíî¨ ç íèõ çàëèøàëîñü θ îäèíèöü
÷àñó. Òîáòî ïîêëàäåìî

t̃i = θ, i = 1, 2, . . . , δ.

Âèçíà÷èâøè ïiäìíîæèíó ðîáiò òà òðèâàëiñòü ¨õ âèêîíàííÿ íà ïðîìiæêó ÷àñó λ,
ñòðîêè ¨õ âèêîíàííÿ i ïðèëàäè çàéíÿòi ¨õ âèêîíàííÿì ìîæíà âèçíà÷èòè çà àëãîðè-
òìîì ïàêóâàííÿ [1].

Çàóâàæåííÿ 2. Ïðè îöiíöi ïåðñïåêòèâíîñòi Xg-ðîçêëàäó áóäóâàòè äîïóñòèìèé
Xg-ðîçêëàä íå ìà¹ íåîáõiäíîñòi, òîìó äîñòàòíüî äëÿ ïðîìiæêó λ âèçíà÷èòè
âåëè÷èíè t̃.

7. Çìåíøèìî l íà 1 i äëÿ îðãàíiçàöi¨ âèêîíàííÿ ðîáiò íà ïîïåðåäíüîìó ïðîìiæêó
ïîâòîðèìî âèêîíàííÿ îñíîâíîãî åòàïó àëãîðèòìó ç ïóíêòó 1.

8. Î÷åâèäíî äîïóñòèìèéXg-ðîçêëàä áóäå ïîáóäîâàíî, ÿêùî äîïóñòèìèì áóäå ðîç-
êëàä âèêîíàííÿ ðîáiò ìíîæèíè G ç òðèâàëîñòÿìè t̃ â ñèñòåìi ïðèëàäiâ íà ïðîìiæêàõ
[τα, qL], ïîáóäîâàíèé çà çàãàëüíèì êðîêîì àëãîðèòìó ïàêóâàííÿ äëÿ ðîáiò ç çðiçíèìè
äèðåêòèâíèìè ñòðîêàìè [1].Êiíåöü àëãîðèòìó.

4.3. Ìîäèôiêàöiÿ äîïóñòèìîãî Xg-ðîçêëàäó. Ïðè ïåðåõîäi âiä Xg-ðîçêëàäó
äîXg+1-ðîçêëàäó, äåXg+1 = (Xg, j), ÿê óæå âiäìi÷àëîñü íå ìà¹ íåîáõiäíîñòi áóäóâàòè
âåñü ðîçêëàä ç ïî÷àòêó, à äîñèòü âiäêîðåêòóâàòè ïîïåðåäíié íà L-îìó åòàïi, äå L
âèçíà÷à¹òüñÿ ç óìîâè j ∈ NL.

Ðîçãëÿíåìî äâà âèïàäêè.

1. Âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (5). Â öüîìó âèïàäêó äîñèòü âèêëþ÷èòè g + 1 ç ìíîæèíè
G, çáiëüøèòè τj íà tg+1 òà âèêîíàòè ïóíêò 8 àëãîðèòìó (4.2).

2. Óìîâà (5) íå âèêîíó¹òüñÿ. Òîäi ïåðø íiæ âèêîíóâàòè ïîïåðåäíié ïóíêò íåîáõi-
äíî âiäíîâèòè âåêòîð t̃, ïîáóäîâàíèé íà L+ 1-îìó åòàïi àëãîðèòìó (4.2).

Çàóâàæèìî, ùî ó âèïàäêó êîëè ïðè ïîáóäîâi Xg-ðîçêëàäó çà àëãîðèòìîì (4.2)
ðîáîòà j âèêîíó¹òüñÿ áåç ïåðåðèâàíü, òî i Xg+1-ðîçêëàä � äîïóñòèìèé i ñïiâïàäà¹ ç
Xg-ðîçêëàäîì.
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