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ÓÄÊ 517.3

Â. ß. Ðèáàê (Óæãîðîäñüêèé íàö. óí-ò)

ÏÐÎ ÎÇÍÀ×ÅÍÍß I ÄÅßÊI ÂËÀÑÒÈÂÎÑÒI ÏÎÕIÄÍÈÕ ÒÀ
IÍÒÅÃÐÀËIÂ ÄÐÎÁÎÂÎÃÎ ÏÎÐßÄÊÓ

The definitions of derivatives and integrals of fractional order are analised and some of their properties
and practical methods of use are examined in the paper.

Ó ñòàòòi àíàëiçóþòüñÿ îçíà÷åííÿ ïîõiäíèõ òà iíòåãðàëiâ äðîáîâîãî ïîðÿäêó, ðîçãëÿäàþòüñÿ äåÿêi ¨õ
âëàñòèâîñòi òà ïðàêòè÷íi ïðèéîìè êîðèñòóâàííÿ.

Äðîáîâi ïîõiäíi òà iíòåãðàëè ìàéæå íåâiäîìi øèðîêîìó çàãàëó ìàòåìàòèêiâ òà ií-
æåíåðiâ, îñêiëüêè íå âêëþ÷àþòüñÿ äî íàâ÷àëüíèõ ïðîãðàì êóðñiâ ìàòåìàòè÷íîãî
àíàëiçó íå òiëüêè òåõíi÷íèõ óíiâåðñèòåòiâ ÷è iíñòèòóòiâ, àëå é ìàòåìàòè÷íèõ ôà-
êóëüòåòiâ êëàñè÷íèõ óíiâåðñèòåòiâ. Ìiæ òèì ¨õ ðîëü â óçàãàëüíåííi áàãàòüîõ ìàòåìà-
òè÷íèõ ïîíÿòü íàäçâè÷àéíî ïëiäíà. Äî öüîãî âàðòî äîäàòè øèðîêó óíiâåðñàëiçàöiþ
îïåðàöié. Íàïðèêëàä, ó äðîáîâîìó àíàëiçi îïåðàöi¨ äèôåðåíöiþâàííÿ òà iíòåãðóâàí-
íÿ ñèìåòðè÷íi âiäíîñíî çíàêà ïîðÿäêó ïîõiäíî¨ ÷è iíòåãðàëà i âèêîíóþòüñÿ çà îäíèì
àëãîðèòìîì. Íå ìåíø çíà÷èìå i òå, ùî çâè÷àéíi (íàòóðàëüíi) iíòåãðàëè i ïîõiäíi
âèñòóïàþòü ÷àñòêîâèì âèïàäêîì äðîáîâèõ àíàëîãiâ.

Ìåòîþ äàíî¨ ñòàòòi ¹ âèñâiòëåííÿ îçíà÷åíü i äåÿêèõ âëàñòèâîñòåé îá'¹êòiâ äðî-
áîâîãî àíàëiçó òà ïîïóëÿðèçàöiÿ ¨õ ìîæëèâîñòåé. Ïðè íàïèñàííi ñòàòòi âèêîðèñòàíi
îêðåìi ðåçóëüòàòè [1].

Ââàæà¹ìî, ùî îïåðàöi¨ äðîáîâîãî (àáî íåíàòóðàëüíîãî) äèôåðåíöiþâàííÿ òà ií-
òåãðóâàííÿ çàäàíi íà ñêií÷åííèìó ïðîìiæêó [a, b] äiéñíî¨ çìiííî¨ (a ≥ 0).

1. Îçíà÷åííÿ iíòåãðàëiâ òà ïîõiäíèõ äðîáîâîãî ïîðÿäêó.

Îçíà÷åííÿ 1. Íåõàé r � äîäàòíå äiéñíå ÷èñëî. Ôóíêöiÿ f(x) íàçèâà¹òüñÿ iíòå-
ãðîâàíîþ iç ïîðÿäêîì r, ÿêùî ìàéæå äëÿ âñiõ x ∈ [a, b] iñíó¹ iíòåãðàë (ó ðîçóìiííi
Ëåáåãà)

1

Γ(r)

x∫
a

f(t)(x− t)r−1dt, x > a,

ÿêèé áóäåìî íàçèâàòè òàêîæ iíòåãðàëîì Ðiìàíà-Ëióâiëÿ äðîáîâîãî ïîðÿäêó r âiä
ôóíêöi¨ f(x) [1], òàê ùî

D−rf(x)|xa
def
=

1

Γ(r)

x∫
a

f(t)(x− t)r−1dt, x > a. (1)

Òóò Γ(r) � ãàììà-ôóíêöiÿ (iíòåãðàë Åéëåðà äðóãîãî ðîäó) [2].

Çàçíà÷èìî, ùî ïðè r ∈ N âèðàç (1) çáiãà¹òüñÿ iç âiäîìîþ ôîðìóëîþ Êîøi äëÿ
n-êðàòíîãî iíòåãðàëà, à ñàìå:

x∫
a

dx

x∫
a

dx . . .

x∫
a︸ ︷︷ ︸

n

f(x)dx =
1

(n− 1)!

x∫
a

f(t)(x− t)n−1dt = D−nf(x)|xa. (2)
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Îçíà÷åííÿ 2. ßêùî äëÿ ôóíêöi¨ f(x) iñíó¹ òàêà ôóíêöiÿ g(x), ùî ìàéæå âñþäè
íà [a, b]

D−rg(x)|xa = f(x), (3)

òî ôóíêöiþ g(x) áóäåìî íàçèâàòè ïîõiäíîþ ïîðÿäêó r ≥ 0 âiä ôóíêöi¨ f(x) i âæè-
âàòè äëÿ íå¨ ïîçíà÷åííÿ Drf(x)|xa = g(x).

Ñòðóêòóðó äðîáîâî¨ ïîõiäíî¨ Drf(x)|xa ðîçêðèâà¹
Òåîðåìà 1. Íåõàé f(x) ìà¹ äðîáîâó ïîõiäíó ïîðÿäêó r. Òîäi

Drf(x)|xa
def
=

1

Γ(1− {r})

(
d

dx

)[r]+1
x∫

a

f(t)(x− t)−{r}dt, (4)

äå [r] i {r} � öiëà òà äðîáîâà ÷àñòèíè ÷èñëà r.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ f(x) ñïðàâåäëèâå ñïiââiäíîøåííÿ D−rg(x)|xa = f(x), ùî ó ðîç-
ãîðíóòîìó ñòàíi ìà¹ âèãëÿä

f(x) =
1

Γ(r)

x∫
a

g(t)(x− t)r−1dt.

Äîìíîæó¹ìî îáèäâi ÷àñòèíè öi¹¨ ðiâíîñòi íà (x− t)−{r} i ïðîiíòåãðó¹ìî ïî t â ìåæàõ
âiä a äî x.

x∫
a

f(t)(x− t)−{r}dt =
1

Γ(r)

x∫
a

(x− t)−{r}dt

t∫
a

g(τ)(t− τ)r−1dτ .

Ïîâòîðíèé iíòåãðàë, ùî ñòî¨òü ó ïðàâié ÷àñòèíi, ïåðåòâîðþ¹ìî çà ôîðìóëîþ Äiðiõëå
òàêèì ÷èíîì:

x∫
a

f(t)(x− t)−{r}dt =
1

Γ(r)

x∫
a

g(τ)dτ

x∫
τ

(x− τ)−{r}(t− τ)r−1dt.

Äëÿ öüîãî æ iíòåãðàëà ââîäèìî íîâó íåçàëåæíó çìiííó u = (t− τ)/(x− τ).

x∫
a

f(t)(x− t)−{r}dt =
1

Γ(r)

x∫
a

g(τ)(x− τ)r−{r}dτ

1∫
0

(1− u)−{r}ur−1du.

Ïðàâèé iíòåãðàë äîðiâíþ¹ áåòà-ôóíêöi¨ B(1−{r}, r) = Γ(1−{r})Γ(r)/Γ(1−{r}+r)[2].
Çâàæàþ÷è íà r = [r] + {r}, çíàõîäèìî

1

Γ(1− {r})

x∫
a

f(t)(x− t)−{r}dt =
1

Γ(1 + [r])

x∫
a

g(t)(x− t)[r]dt.

Íà îñíîâi (1) i (2) ïåðåïèñó¹ìî ïîïåðåäíþ ðiâíiñòü.

D−1+{r}f(x)|xa = D−1−[r]g(x)|xa.
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Âiä ïðàâî¨ òà ëiâî¨ ÷àñòèí áåðåìî íàòóðàëüíó ïîõiäíó ïîðÿäêó [r] + 1:

g(x)=

(
d

dx

)[r]+1

D−1+{r}f(x)|xa=
1

Γ(1− {r})

(
d

dx

)[r]+1
x∫

a

f(t)(x− t)−{r}dt=Drf(x)|xa.

Òåîðåìà äîâåäåíà.
Äëÿ ñïðîùåííÿ çàïèñiâ çàñòîñó¹ìî ïîçíà÷åííÿ:

m = [r] + 1; ρ = 1− {r}; r = m− ρ; 0 < ρ ≤ 1. (5)

Òîäi ïîõiäíà Drf(x)|xa áóäå âèãëÿäàòè òàê5:

Drf(x)|xa
def
=

1

Γ(ρ)

(
d

dx

)m
x∫

a

f(t)(x− t)ρ−1dt. (4a)

Î÷åâèäíî, ùî äëÿ îïåðàòîðà íóëüîâîãî ïîðÿäêó ïîâèííî áóòè

D0f(x)|xa
def
= f(x). (6)

Çàóâàæåííÿ äî îçíà÷åíü 1 òà 2. Ïîçíà÷åííÿ Dr òà D−r íå ïîòðiáíî òðàêòóâàòè
ÿê âçà¹ìíî îáåðíåíi îïåðàòîðè. Ñïiëüíèé ñèìâîë äëÿ îïåðàöié äèôåðåíöiþâàííÿ òà
iíòåãðóâàííÿ âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ëèøå äëÿ óíiôiêàöi¨ ïîçíà÷åíü.

Ç îçíà÷åííÿ 2 âèïëèâà¹, ùî íàòóðàëüíi ïîõiäíi íå âèïàäàþòü iç çàãàëüíî¨ ïðîöå-
äóðè îá÷èñëåííÿ äðîáîâèõ ïîõiäíèõ. Êîëè â (4a) ïîêëàñòè ρ = 1, m = n + 1, òîäi
áóäåìî ìàòè

Dnf(x)|xa
def
=

(
d

dx

)n+1
x∫

a

f(t)dt, n = 0, 1, 2, . . . , f(x) ∈ L1(a, b). (7)

Îïåðàöiþ (d/dx)n+1 ñëiä ñïðèéìàòè ÿê òðàäèöiéíó äiþ îá÷èñëåííÿ ïîõiäíî¨ n -ãî
ïîðÿäêó çà äîïîìîãîþ ñêií÷åííèõ ðiçíèöü. Ïðè òàêîìó ïiäõîäi ñòâîðþþòüñÿ ¹äèíi
âèìîãè äî âëàñòèâîñòåé ôóíêöié, ÿêi äèôåðåíöiþþòüñÿ íà [a, b]. Ïîõiäíó (7) áóäåìî
íàçèâàòè âèçíà÷åíîþ ïîõiäíîþ íàòóðàëüíîãî ïîðÿäêó ó ðîçóìiííi Ðiìàíà-Ëióâiëÿ.
Î÷åâèäíî, ùî íå âñi íàòóðàëüíi ïîõiäíi ïiäïàäàþòü ïiä îçíà÷åííÿ (7). À, îòæå, ïî-
òðiáíî ðîçðiçíÿòè âèçíà÷åíi òà íåâèçíà÷åíi ïîõiäíi íàòóðàëüíîãî ïîðÿäêó, ÿê öå
çàñòîñîâó¹òüñÿ äî iíòåãðàëiâ [3].

Ïèòàííÿ ïðî çíà÷åííÿ îïåðàòîðiâ äðîáîâîãî äèôåðåíöiþâàííÿ òà iíòåãðóâàííÿ ÿê
ôóíêöié âiä x âàðòî âiäíîñèòè äî âåëè÷èí ïîðÿäêó 0<r<1. Äëÿ âèùèõ ïîðÿäêiâ, êîëè
r = [r] + {r} > 1, iñíóâàííÿ D−rf(x)|xa òà Drf(x)|xa ìîæíà ïîâ'ÿçóâàòè ç iñíóâàííÿì
êðàòíèõ iíòåãðàëiâ i ïîõiäíèõ íàòóðàëüíèõ ïîðÿäêiâ âiä îïåðàòîðiâ D−{r}f(x)|xa òà
D{r}f(x)|xa âiäïîâiäíî. Î÷åâèäíî òàêîæ, ùî ñëiä ðîçðiçíÿòè ïîíÿòòÿ ïðî ìîæëèâiñòü
ïðåäñòàâëåííÿ äðîáîâèõ ïîõiäíèõ íà [a,b] ó âèãëÿäi îïåðàòîðà Drf(x)|xa iç ïîíÿòòÿì
ïðî iñíóâàííÿ òàêî¨ ïîõiäíî¨ íà [a,b].

Âiäîìî, ùî ïàðàìåòðè÷íèé iíòåãðàë, ÿêèì âèðàæàþòüñÿ ïîõiäíi òà iíòåãðàëè äðî-
áîâîãî ïîðÿäêó ôóíêöi¨ f(x), òîáòî,

5Â ñó÷àñíié ìàòåìàòè÷íié ëiòåðàòóði äëÿ îçíà÷åíèõ îïåðàöié äðîáîâîãî äèôåðåíöiþâàííÿ òà
iíòåãðóâàííÿ çàñòîñîâóþòü òàêîæ ïîçíà÷åííÿ

(
Dr

a+f
)
(x) òà

(
Ira+f

)
(x) [1].
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I (r, f) (x) =
1

Γ(r)

x∫
a

f(t)(x− t)r−1dt ∈ AC([A,B]) (8)

iñíó¹ ìàéæå âñþäè íà [a,b] ïðè îäíî÷àñíîìó âèêîíàííi óìîâ: r ≥ 0, f(x) ∈ L1(a, b).
Âëàñòèâîñòi I (r, f) (x) ïðè íåçìiííié âèìîçi f(x) ∈ L1(a, b) ñóòò¹âî çàëåæàòü âiä

ïîðÿäêó r. Íàïðèêëàä, äëÿ r = 1 ìà¹ìî

I (1, f) (x) =
1

Γ(1)

x∫
a

f(t)dt ∈ AC ([a, b]).

ßêùî æ r = n ∈ N, òî

I (n, f) (x) =
1

(n− 1)!

x∫
a

f(t)(x− t)n−1dt ∈ ACn ([a, b]) .

Îòæå, âåëè÷èíà ïîðÿäêó âèçíà÷à¹ �ðiâåíü� íåïåðåðâíîñòi ôóíêöi¨ I (r, f) (x), êî-
ëè äi¹ íåçìiííà âèìîãà íà íàëåæíiñòü f(x) äî êëàñó iíòåãðîâíèõ íà [a,b] ôóíêöié.
Çâàæàþ÷è íà âëàñòèâîñòi àáñîëþòíî íåïåðåðâíèõ ôóíêöié, ìîæíà ñòâåðäæóâàòè, ùî
ïðè r ≥ 1 iíòåãðàë I (r, f) (x) iñíó¹ âñþäè íà [a,b], à éîãî ïîõiäíà I ′ (r, f) (x) ïî x ¹
iíòåãðîâíîþ íà öüîìó æ ïðîìiæêó.

Ñêëàäíiøèì ¹ âèïàäîê äëÿ 0 < r < 0 òà f(x) ∈ L1(a, b). Iíòó¨òèâíî ìîæíà î÷iêó-
âàòè, ùî ïðè öèõ çíà÷åííÿõ ïîðÿäêó ôóíêöiÿ I (r, f) (x) iñíóâàòèìå íà [a,b] ìàéæå
âñþäè. Ñàìå òàêèé âèïàäîê âèìàãà¹ îêðåìîãî âèñâiòëåííÿ.

Òåîðåìà 2. ßêùî f(x) ∈ L1(a, b), 0 ≤ r < 1, òî iíòåãðàë I (r, f) (x) òàêîæ
íàëåæèòü äî L1(a, b), à äðîáîâèé iíòåãðàë D−rf(x)|xa ìîæå áóòè ïðåäñòàâëåíèé ó
âèãëÿäi (1).

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî I (r, f) (x) ∈ AC ([a, b]). Òîäi, âiäïîâiäíî äî îçíà÷åí-
íÿ êëàñó àáñîëþòíî íåïåðåðâíèõ ôóíêöié, ïîõiäíà I ′ (r, f) (x) ïî x ïîâèííà íàëåæàòè
êëàñó L1(a, b) i iñíóâàòè íà [a,b] ìàéæå âñþäè. Ïðîâåäåìî äèôåðåíöiþâàííÿ I (r, f) (x)
çàñòîñîâóþ÷è ïðàâèëî Ëåéáíiöà.

I ′(r, f)(x) = 1
Γ(r)

d
dx

x∫
a

f(t)(x− t)r−1dt = 1
Γ(r)

x∫
a

f(t) d
dx
(x− t)r−1dt+

+f(t)(x− t)r−1|t=x = 1
Γ(r−1)

x∫
a

f(t)(x− t)r−2dt+ f(t)(x− t)r−1|t=x.
(9)

Â óìîâàõ òåîðåìè iíòåãðàë (9) íå iñíó¹, îñêiëüêè r − 2 < −1, i ïiäiíòåãðàëüíèé
âèðàç ñòà¹ íåñóìîâíèì çà Ëåáåãîì.

Òàêèì ÷èíîì, ïðèïóùåííÿ I (r, f) (x) ∈ AC ([a, b]) áóëî õèáíèì, ç ÷îãî âèïëèâà¹
ñïðàâåäëèâiñòü òåîðåìè.

Íàñëiäîê 1. ßêùî 0 ≤ r < 1, òî iç íàëåæíîñòi f(x) äî ïåâíîãî êëàñó ôóíêöié
âèïëèâà¹ íàëåæíiñòü I (r, f) (x) äî öüîãî æ êëàñó.

Çàóâàæåííÿ äî òåîðåìè 2. Õî÷åìî íàãàäàòè, ùî êîæíå iíòåãðóâàííÿ iç ïîðÿäêîì
r > 0 ïîëiïøó¹ ¾íåïåðåðâíi¿ âëàñòèâîñòi ïðîiíòåãðîâàíî¨ ôóíêöi¨. Òîìó òâåðäæåííÿ
òåîðåìè 2 òðåáà ðîçóìiòè ÿê ìiíiìàëüíèé ðåçóëüòàò äëÿ I(r, f)(x) â àñïåêòi íåïåðåðâ-
íîñòi.
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Òåîðåìà 3. Íåõàé r = m− ρ, m ∈ N, 0 < ρ ≤ 1, f(x) ∈ ACm ([a, b]). Òîäi äðîáîâà
ïîõiäíà Drf(x)|xa iñíó¹ ìàéæå äëÿ âñiõ x ∈ [a, b] i ìîæå áóòè ïðåäñòàâëåíà ó âèãëÿäi

Drf(x)|xa =
1

Γ(ρ)

x∫
a

f (m)(t)(x− t)ρ−1dt+
m∑
k=1

f (m−k)(a)
(x− a)ρ−k

Γ(1 + ρ− k)
, (10)

f (k)(x), k = 1, 2, . . .m � ïîõiäíà k-ãî ïîðÿäêó âiä ôóíêöi¨ f(x).

Äîâåäåííÿ. Çà îçíà÷åííÿì 2 ìà¹ìî

Drf(x)|xa =
1

Γ(ρ)

(
d

dx

)m
x∫

a

f(t)(x− t)ρ−1dt.

Ïðîâîäèìî çàìiíó u = x− t.

Drf(x)|xa =
1

Γ(ρ)

(
d

dx

)m
x−a∫
0

f(x− u)uρ−1du.

Ñêîðèñòà¹ìîñü ïðàâèëîì Ëåéáíiöà äèôåðåíöiþâàííÿ ïiä çíàêîì iíòåãðàëà, çàëåæíî-
ãî âiä ïàðàìåòðà.

d
dx

x−a∫
0

f(x− u)uρ−1du =
x−a∫
0

f ′(x− u)uρ−1du+ f(a)(x− a)ρ−1;

d2

dx2

x−a∫
0

f(x− u)uρ−1du =
x−a∫
0

f ′′(x− u)uρ−1du+ f ′(a)(x− a)ρ−1 + (ρ− 1)f(a)(x− a)ρ−2;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(
d
dx

)m x−a∫
0

f(x− u)uρ−1du =
x−a∫
0

f (m)(x− u)uρ−1du+

+Γ(ρ)
(
f (m−1)(a) (x−a)ρ−1

Γ(ρ)
+ f (m−2)(a) (x−a)ρ−2

Γ(ρ−1)
+ . . .+ f(a) (x−a)ρ−m

Γ(ρ−m+1)

)
.

Â îñòàííüîìó âèðàçi ïåðåõîäèìî äî ïî÷àòêîâî¨ íåçàëåæíî¨ çìiííî¨ t = x−u i îòðè-
ìó¹ìî (10), ùî çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ. Iíòåãðàë ó ïðàâié ÷àñòèíi (10) iñíó¹, çâàæàþ÷è
íà ïðèíàëåæíiñòü f(x) ∈ ACm ([a, b]).

Íàñëiäîê 2. ßêùî f(x) ∈ ACm−k ([a, b]) , k = 1, 2, . . .m−1, òî ïîõiäíà Drf(x)|xa
(r = m − ρ, m ∈ N, 0 < ρ ≤ 1), êîëè ¨¨ ðîçãëÿäàòè ÿê ôóíêöiþ x, ñòà¹ íåñóìîâíîþ
íà ñåãìåíòi [a, b].

2. Îñíîâíi âëàñòèâîñòi äðîáîâèõ iíòåãðàëiâ òà ïîõiäíèõ. Òóò i íàäàëi áó-
äåìî ââàæàòè, ùî r � äîäàòíå äiéñíå ÷èñëî: r = m− ρ, m ∈ N, 0 < ρ ≤ 1.

2.1. Îïåðàöi¨ iíòåãðóâàííÿ òà äèôåðåíöiþâàííÿ ñèìåòðè÷íi âiäíîñíî çíàêà ïî-
ðÿäêó .

Äîâåäåííÿ. Ïîêàæåìî, ùî îïåðàòîðó iíòåãðóâàííÿ (1) ìîæíà íàäàòè òàêîãî
âèãëÿäó:

D−rf(x)|xa =
1

Γ(m+ r)

(
d

dx

)m
x∫

a

f(t)(x− t)m+r−1dt. (11)

Âèêîíó¹ìî îïåðàöiþ äèôåðåíöiþâàííÿ, ïîñëiäîâíî çàñòîñîâóþ÷èm ðàçiâ ïðàâèëî
Ëåéáíiöà (äèâ. äîâåäåííÿ òåîðåìè 2). Öå äà¹
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D−rf(x)|xa =
1

Γ(m+ r)

(
d

dx

)m
x∫

a

f(t)(x− t)m+r−1dt =
1

Γ(r)

x∫
a

f(t)(x− t)r−1dt.

Îòæå, ôîðìóëè (1) òà (11) òîòîæíi. À ïîðiâíÿííÿ (11) iç (4a) äîâîäèòü, ùî äëÿ
iíòåãðîâíèõ ôóíêöié îïåðàöi¨ äðîáîâîãî iíòåãðóâàííÿ i äèôåðåíöiþâàííÿ ñèìåòðè÷íi
âiäíîñíî çíàêà ïîðÿäêó.

2.2. ßêùî f(x) ∈ L1(a, b), òî

Dr
(
D−rf(x)|xa

)
|xa = f(x). (12)

Öÿ âëàñòèâiñòü ¹ íàñëiäêîì îçíà÷åííÿ 2.
2.3. ßêùî f(x) ∈ ACm ([a, b]), f (m−k)(a) = 0, k = 1, 2, . . .m, òî

D−r (Drf(x)|xa) |xa = f(x). (13)

Äîâåäåííÿ. Äiÿ âíóòðiøíüîãî îïåðàòîðà âæå ðîçêðèòà ïðè äîâåäåííi òåîðåìè 3.
Âèêîðèñòîâó¹ìî òîé ðåçóëüòàò i ðîçïèñó¹ìî çîâíiøíþ îïåðàöiþ.

D−r (Drf(x)|xa) |xa =
1

Γ(r)Γ(ρ)

x∫
a

(x− t)r−1dt

t∫
a

f (m)(τ)(t− τ)ρ−1dτ .

Âèêîíó¹ìî çàìiíó t − τ = u(x − τ). Íàñòóïíi âèêëàäêè ïîâòîðþþòü õiä äîâåäåííÿ

òåîðåìè 1, â ðåçóëüòàòi ÷îãî çíàõîäèìîD−r (Drf(x)|xa) |xa = 1
Γ(m)

x∫
a

f (m)(t)(x−t)m−1dt =

= D−mf (m)(x)|xa = f(x)
(
f (m−k)(a) = 0

)
.

2.4. Íåõàé f(x) ∈ L1(a, b), s ∈ R, s > 0. Òîäi

D−s
(
D−rf(x)|xa

)
|xa = D−r

(
D−sf(x)|xa

)
|xa = D−r−sf(x)|xa, (14)

òîáòî, îïåðàöiÿ iíòåãðóâàííÿ ìà¹ íàïiâãðóïîâó âëàñòèâiñòü.
Äîâåäåííÿ. Äëÿ ïåðøî¨ ãðóïè îïåðàòîðiâ ìà¹ìî

D−s
(
D−rf(x)|xa

)
|xa =

1

Γ(s)Γ(r)

x∫
a

(x− t)s−1dt

t∫
a

f(τ)(t− τ)r−1dτ.

Ïiñëÿ âèêîíàííÿ î÷åâèäíèõ ïåðåòâîðåíü, ïðî ÿêi âæå çãàäóâàëîñü âèùå, îòðèìó¹ìî

D−s (D−rf(x)|xa) |xa = 1
Γ(s)Γ(r)

x∫
a

f(τ)(x− τ)r+s−1dτ
1∫
0

ur−1(1− u)s−1du =

= B(r,s)
Γ(r)Γ(s)

x∫
a

f(τ)(x− τ)r+s−1dτ = 1
Γ(r+s)

x∫
a

f(τ)(x− τ)r+s−1dτ =D−r−sf(x)|xa.

Àíàëîãi÷íi äi¨ ïðîâîäèìî iç äðóãîþ êîìáiíàöi¹þ îïåðàòîðiâ i ïåðåêîíó¹ìîñÿ, ùî

D−r
(
D−sf(x)|xa

)
|xa = D−r−sf(x)|xa.
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2.5. Íåõàé f(x) ∈ L1(a, b), s ∈ R, s > 0. Òîäi ðåçóëüòàò ïîâòîðíîãî çàñòîñóâàííÿ
îïåðàòîðiâ Dr (D−sf(x)|xa) |xa áóäå òàêèì:

a) Dr
(
D−sf(x)|xa

)
|xa =

1

Γ(ρ+ s)

(
d

dx

)m
x∫

a

f(t)(x− t)ρ+s−1dt, ÿêùî r > s; (15)

b) Dr
(
D−sf(x)|xa

)
|xa = Dr−sf(x)|xa =

1

Γ(s− r)

x∫
a

f(t)(x− t)s−r−1dt, ÿêùî r < s.

(16)
Äîâåäåííÿ. Äëÿ âèïàäêó à) âiäïîâiäíî äî îçíà÷åíü 1, 2 òà âëàñòèâîñòi 2.4 ðîç-

ïèñó¹ìî ïîñëiäîâíi îïåðàöi¨.

Dr
(
D−sf(x)|xa

)
|xa = Dm−ρ

(
D−sf(x)|xa

)
|xa = Dm

(
D−ρ−sf(x)|xa

)
=

=
1

Γ(ρ+ s)

(
d

dx

)m
x∫

a

f(t)(x− t)ρ+s−1dt.

Äèôåðåíöiþâàííÿ ïiä çíàêîì iíòåãðàëà íå ìîæíà ïðîâîäèòè, çâàæàþ÷è íà
f(x) ∈ L1(a, b), à òàêîæ íà òå, ùî ïiñëÿ âèêîíàííÿ äi¨ (d/dx)m(x − t)ρ+s−1 =
= Γ(ρ+ s)/Γ(ρ+ s−m) · (x− t)ρ+s−m−1 ïiäiíòåãðàëüíèé âèðàç ñòàâ áè íåiíòåãðîâ-
íèì (−r + s − 1 < −1). Îòæå, iíòåãðàë (14) ¹ îñòàòî÷íèì çíà÷åííÿì Dr(D−sf) ïðè
r > s.

Äëÿ âèïàäêó á) ïîâòîðþ¹ìî ïîïåðåäíi âèêëàäêè.

Dr
(
D−sf(x)|xa

)
|xa =

1

Γ(m− r + s)

(
d

dx

)m
x∫

a

f(t)(x− t)m−r+s−1dt.

Îñêiëüêè s−r > 0, òî ìîæíà ñêîðèñòàòèñÿ ïðàâèëîì Ëåéáíiöà äèôåðåíöiþâàííÿ ïiä
çíàêîì iíòåãðàëà, ùî äà¹:

Dr
(
D−sf(x)|xa

)
|xa =

1

Γ(s− r)

x∫
a

f(t)(x− t)s−r−1dt.

Çà îçíà÷åííÿì 1 îñòàííié âèðàç ¹ iíòåãðàëîì äðîáîâîãî ïîðÿäêó s− r, òîáòî,

Dr
(
D−sf(x)|xa

)
|xa = Dr−sf(x)|xa.

3. Ïðèêëàäè iíòåãðîäèôåðåíöiþâàííÿ åëåìåíòàðíèõ ôóíêöié. Çàäà÷à
Àáåëÿ. Ðîçãëÿíåìî äåêiëüêà ïðèêëàäiâ äèôåðåíöiþâàííÿ òà iíòåãðóâàííÿ åëåìåí-
òàðíèõ ôóíêöié. Ç îãëÿäó íà âëàñòèâiñòü 2.1, áóäåìî ââàæàòè r ∈ R i â îêðåìèõ
âèïàäêàõ ðîçãëÿäàòèìåìî ëèøå iíòåãðóâàííÿ ÿê ìåíø ãðîìiçäêó äiþ. Äëÿ ïîõiäíèõ
ïðè öüîìó ïîòðiáíî ìiíÿòè çíàê ïîðÿäêó íà ñóïðîòèâíèé.

3.1. Ñòåïåíåâà ôóíêöiÿ f(x) = (x− a)p , p > −1.

D−r (x− a)p |xa =
Γ(p+ 1) (x− a)p+r

Γ(p+ 1 + r)
. (17)
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Ðîçïèñó¹ìî äi¨, ùî çàáåçïå÷óþòü (17). Ïiäñòàâëÿ¹ìî f(x) â iíòåãðàë (1).

D−r (x− a)p |xa =
1

Γ(r)

x∫
a

(t− a)p (x− t)r−1 dt.

Âèêîíó¹ìî çàìiíó t− a = ξ (x− a) :

D−r (x− a)p |xa =
(x− a)p+r

Γ(r)

1∫
0

ξp (1− ξ)r−1dξ =
(x− a)p+r

Γ(r)
B(p+ 1, r).

Òóò ìè çíîâó çóñòði÷à¹ìîñü iç áåòà-ôóíêöi¹þ [2] (iíòåãðàë Åéëåðà ïåðøîãî ðîäó).
Äëÿ íå¨ ñïðàâåäëèâå ïðåäñòàâëåííÿ

B(p+ 1, r) =
Γ(p+ 1)Γ(r)

Γ(p+ 1 + r)
,

ùî äîçâîëÿ¹ âiäðàçó íàïèñàòè ðåçóëüòàò iíòåãðóâàííÿ:

D−r (x− a)p |xa =
(x− a)p+r

Γ(r)

Γ(p+ 1)Γ(r)

Γ(p+ 1 + r)
=

Γ(p+ 1) (x− a)p+r

Γ(p+ 1 + r)
.

Äëÿ îòðèìàííÿ iç öüîãî âèðàçó ïîõiäíî¨ r-ãî ïîðÿäêó ìiíÿ¹ìî çíàê ïîðÿäêó íà
ñóïðîòèâíèé.

Dr (x− a)p |xa =
Γ(p+ 1) (x− a)p−r

Γ(p− r + 1)
. (17a)

ßêùî ïðèéíÿòè f(x) = C, C = const(p = 0), òî (17) i (17a) äàþòü

D−rC|xa = C
(x− a)r

Γ(1 + r)
; DrC|xa = C

(x− a)

Γ(1− r)

−r

. (18)

3.2. f(x) = (x− c)p , a > c, p ∈ R, p ̸= −1, −2, −3, . . ..

D−r(x− c)p|xa =
(x− a)r (a− c)p

Γ(r + 1)
2F1

(
1,−p; r + 1;

a− x

a− c

)
, x < 2a− c, (19)

äå 2F1( ) � ãiïåðãåîìåòðè÷íà ôóíêöiÿ [2].
Ó ïîðiâíÿííi iç ïîïåðåäíiì ïðèêëàäîì òî÷êà x = c, â ÿêié f(x) ìîãëà áè ìàòè

îñîáëèâiñòü ïðè p ≤ −1, âèíåñåíà çà ìåæi ïðîìiæêó [a, b], ùî ðîáèòü ¨¨ íåïåðåðâíîþ
íà [a, b].

Iíòåãðàë (1) äëÿ ðîçãëÿäóâàíî¨ ôóíêöi¨ íàáèðà¹ âèãëÿäó:

D−rf(x)|xa =
1

Γ(r)

x∫
a

(t− c)p (x− t)r−1 dt.

Ïîêëàäåìî t− a = ξ (x− a). Òîäi

(t− c)p = (a− c)p
(
1 + ξ

x− a

a− c

)p

= (a− c)p
∞∑
k=0

(
p
k

)(
ξ
x− a

a− c

)k

, x < 2a− c.
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Iñíó¹ äîâåäåííÿ [1], ùî äèôåðåíöiþâàííÿ ðiâíîìiðíî çáiæíèõ ðÿäiâ ¹ êîðåêòíîþ
äi¹þ.

D−rf(x)|xa =

= (x−a)r(a−c)p

Γ(r)

1∫
0

∞∑
k=0

(
p
k

)(
ξ x−a
a−c

)k
(1− ξ)r−1 dξ = (x−a)r(a−c)p

Γ(r)

∞∑
k=0

(
p
k

)(
x−a
a−c

)k ×
×B(k + 1, r) = (x−a)r(a−c)p

Γ(r+1)

[
1 + (−p)1!

1!(r+1)
a−x
a−c

+ (−p)(1−p)2!
2!(r+1)(r+2)

(
a−x
a−c

)2
+ . . . ] =

= (x−a)r(a−c)p

Γ(r+1) 2F1

(
1,−p; r + 1; a−x

a−c

)
, x < 2a− c.

ßêùî æ ïiäiíòåãðàëüíèé âèðàç ïðåäñòàâèòè òàêèì ÷èíîì:

(t− c)p (x− c)r−1

(
1− t− c

x− c

)r−1

= (t− c)p (x− c)r−1
∞∑
k=0

(−1)k
(
r − 1
k

)(
t− c

x− c

)k

,

� òî ïiñëÿ iíòåãðóâàííÿ çíàéäåìî

D−rf(x)|xa = (x−c)p+r

Γ(r)

(
1

p+1
− r−1

1!(p+2)
+ (r−1)(r−2)

2!(p+3)
− . . .

)
−

− (x−c)r−1(a−c)p+1

Γ(r)

(
1

p+1
− r−1

1!(p+2)
· a−c
x−c

+ (r−1)(r−2)
2!(p+3)

·
(
a−c
x−c

)2 − . . .
)
=

= (x−c)p+r

Γ(r)(p+1)2
F1 (1− r, p+ 1; p+ 2; 1)− (x−c)r−1(a−c)p+1

(p+1)Γ(r) 2F1

(
1− r, p+ 1; p+ 2; a−c

x−c

)
=

= Γ(p+1)(x−c)p+r

Γ(p+1+r)
− (x−c)r−1(a−c)p+1

(p+1)Γ(r) 2F1

(
1− r, p+ 1; p+ 2; a−c

x−c

)
.

(20)
Íåâàæêî ïåðåêîíàòèñü, ùî (19) i (20) äàþòü òîòîæíi ðåçóëüòàòè íà ñïiëüíèõ ïðî-

ìiæêàõ ¨õ çáiæíîñòi.
3.3. f(x) = (x− a)p ln (x− a) , p > −1.

Dr [(x− a)p ln(x− a)] |xa = Γ(p+1)(x−a)p−r

Γ(p+1−r)
(ln(x− a) + ϕ(p+ 1)− ϕ(p+ 1− r)) ,

p > −1, r ∈ R.
(21)

Çàïèñó¹ìî î÷åâèäíå ñïiââiäíîøåííÿ.

(x− a)p ln(x− a) =
∂

∂p
(x− a)p. (22)

Áåðåìî âiä ïðàâî¨ òà ëiâî¨ ÷àñòèí ïîõiäíó Dr.

Dr [(x− a)p ln(x− a)] |xa = Dr

[
∂

∂p
(x− a)p

] ∣∣∣∣ xa =
∂

∂p
Dr(x− a)p|xa

Çìiíà ïîðÿäêó äèôåðåíöiþâàííÿ òóò ìîæëèâà âíàñëiäîê íåïåðåðâíîñòi (x−a)p íà
(a,b). Íà ïiäñòàâi (16à) ðîçêðèâà¹ìî Dr(x− a)p òà ïðîâîäèìî éîãî äèôåðåíöiþâàííÿ
îïåðàòîðîì ∂/∂p, çâàæàþ÷è íà îñîáëèâîñòi äèôåðåíöiþâàííÿ ãàììà-ôóíêöi¨ [2].

∂

∂p
Dr(x− a)p|xa = (x− a)p−r Γ(p+ 1)

Γ(p+ 1− r)
(ln(x− a) + ϕ(p+ 1)− ϕ(p+ 1− r)) .

Òóò ϕ( ) � ïñi-ôóíêöiÿ Åéëåðà (d/dxΓ(x) = Γ(x) · ϕ(x)). Îñòàòî÷íî ìà¹ìî

Dr [(x− a)p ln(x− a)] |xa =
Γ(p+ 1)(x− a)p−r

Γ(p+ 1− r)
(ln(x− a) + ϕ(p+ 1)− ϕ(p+ 1− r)) ,
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p > −1, r ∈ R.
Äëÿ îñòàííüîãî ïðèêëàäó ïîêàæåìî, ùî (21) óçàãàëüíþ¹ îïåðàöi¨ íàòóðàëüíîãî

äèôåðåíöiþâàííÿ òà iíòåãðóâàííÿ â îäíîìó âèðàçi. Âiçüìåìî f(x) = (x−a)2 ln(x−a).
Íåõàé r = 3 (îá÷èñëþ¹òüñÿ ïîõiäíà òðåòüîãî ïîðÿäêó âiä çàäàíî¨ ôóíêöi¨).

D3
[
(x− a)2 ln(x− a)

]
|xa = lim

ε→0

2!(x− a)−1

Γ(ε)
(ln(x− a) + ϕ(3)− ϕ(ε)) =

= − lim
ε→0

2

x− a

ϕ(ε)

Γ(ε)
=

2

x− a
.

Ïîêëàäåìî òåïåð r = −2.

D−2f(x)|xa =
x∫
a

(t− a)2 ln(t− a)(x− t)dt = 2!(x−a)4

4!
(ln(x− a) + ϕ(3)− ϕ(5)) =

= (x−a)4

12

(
ln(x− a)− 1

3
− 1

4

)
= (x−a)4

12

(
ln(x− a)− 7

12

)
.

3.4. Çàäà÷à Àáåëÿ (1823 ð.). Âiäîìà çàäà÷à òèì, ùî ó íié ïðàêòè÷íà ïðîáëåìà
ìåõàíiêè çâåäåíà äî iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ, ÿêå ëåãêî ðîçâ'ÿçó¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ
àïàðàòó äðîáîâîãî iíòåãðîäèôåðåíöiþâàííÿ.

Ó âåðòèêàëüíié ïëîùèíi (s, τ) çíàéòè òàêó êðèâó, ïî ÿêié ìàòåðiàëüíà òî÷êà,
ïî÷àâøè ðóõ áåç ïî÷àòêîâî¨ øâèäêîñòi ó òî÷öi ç îðäèíàòîþ x, ïiä äi¹þ ñèëè òÿ-
æiííÿ äîñÿãà¹ îñi Oτ çà ÷àñ T = f(x) , äå ôóíêöiÿf(x) çàäàíà çàçäàëåãiäü. Òåðòÿ
âiäñóòí¹.

Íåõàé θ � êóò íàõèëó äî îñi Oτ äîòè÷íî¨ äî øóêàíî¨ êðèâî¨ (ðèñ.1).
Ïðèðiñò êiíåòè÷íî¨ åíåðãi¨ òî÷êè ïðè ¨¨ ïåðåìiùåííi âiä M äî N äîðiâíþ¹ ðîáîòi

ñèëè òÿæiííÿ.

m

2

(
ds

dt

1

sin θ

)2

= mg(x− s), (23)

äå m � ìàñà òî÷êè; g � ïðèñêîðåííÿ çåìíîãî òÿæiííÿ; t � ïîòî÷íå çíà÷åííÿ ÷àñó
ïàäiííÿ.

Çíàõîäèìî âåðòèêàëüíó ñêëàäîâó øâèäêîñòi ðóõó òî÷êè.

ds

dt
= −

√
2g(x− s) sin θ.

Çíàê �ìiíóñ� âêàçó¹ íà òå, ùî íàïðÿì øâèäêîñòi ïðîòèëåæíèé îñi Os.
Âiäîêðåìëþ¹ìî íåçàëåæíi çìiííi.

1√
2g

ds

(x− s)1/2 sin θ
= −dt

Ïîçíà÷èìî 1/sin θ = φ(s) i ïðîâåäåìî iíòåãðóâàííÿ ïîïåðåäíüîãî âèðàçó â ìåæàõ
0, x.

1√
2g

x∫
0

φ(s)ds

(x− s)1/2
= T = f(x) (24)

Iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ (24) âiäíîñíî íåâiäîìî¨ ôóíêöi¨ φ(s) íàçèâà¹òüñÿ ðiâíÿííÿì
Àáåëÿ. Éîãî çàïèñóþòü ó áiëüø çàãàëüíîìó âèãëÿäi:

x∫
a

φ(s)ds

(x− s)r
= f(x), 0 < r < 1, x ∈ [a, b].
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τ

O

S

Θ

M

Nx

S

Ìàë. 1. Ñõåìà äî çàäà÷i Àáåëÿ

À ïîðiâíÿííÿ (24) iç îçíà÷åííÿì 1 äîçâîëÿ¹ çàïèñàòè éîãî i òàê:

D−1/2φ(x)|x0 =
√
2g/πf(x), (25)

� çâiäêè âèïëèâà¹, ùî

φ(x) =
√
2g/π·D1/2f(x)|x0 =

√
2g

π

d

dx

x∫
0

f(t)(x− t)−1/2dt. (26)

Òîáòî, øóêàíà ôóíêöiÿ îïèñó¹òüñÿ ïîõiäíîþ äðîáîâîãî ïîðÿäêó âiä çàäàíî¨ ÷àñîâî¨
ôóíêöi¨ f(x).

Çíàéäåìî ôîðìó êðèâî¨ Àáåëÿ äëÿ äåÿêèõ òèïîâèõ âèïàäêiâ ÷àñîâî¨ ôóíêöi¨.
Íåõàé

f(x) = kxα, (27)

äå α ≥ 0, à k � ìàñøòàáíèé êîåôiöi¹íò.
Òîäi äëÿ φ(x) çíàõîäèìî

φ(x) = k
√
2g/π · Γ(α + 1)xα−1/2

Γ(α + 1/2)
.

Âðàõîâó¹ìî, ùî φ(x) = 1/sin θ =
√

1 + tg2 θ
/
tg θ, tg θ = dx/dτ , çàïèñó¹ìî âèðàç äëÿ

dx/dτ .

dx

dτ
= ±

(
2g

π

(
kΓ(α + 1)

Γ(α + 1/2)

)2

x2α−1 − 1

)− 1
2

. (28)

Î÷åâèäíî, ùî 2α − 1 ≤ 0 (êðèâà x(τ) çà óìîâîþ äîñÿãà¹ îñi 0τ).Òàêèì ÷èíîì,
0 ≤ α ≤ 1/2.

Ïîäà¹ìî ðîçâ'ÿçêè (28) äëÿ äåÿêèõ çíà÷åíü α.
1) α=0. Öåé âèïàäîê âiäîìèé ÿê çàäà÷à Ãàëiëåÿ (àáî çàäà÷à ïðî áðàõiñòîõðîíó).

τ = C +
√
x(2a− x)− 2a · arctg

√
2a− x

x
.

Òóò ïðèéíÿòî k2 = π2a/g, C � ñòàëà iíòåãðóâàííÿ.
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Øóêàíîþ êðèâîþ ¹ ÷àñòèíà öèêëî¨äè{
x = a(1 + cos t),
τ = aπ − a(t− sin t);

C = aπ; t ∈ [0, π], (29)

äå a � ðàäióñ âiäòâîðþþ÷îãî êîëà; âiäòâîðþþ÷îþ ïðÿìîþ äëÿ öi¹¨ öèêëî¨äè âèñòóïà¹
ïðÿìà x = 2a.

2). α=1/4. Iíòåãðóâàííÿ (28) äà¹

τ = C + (u− a)
√
u(2a− u) + 2a2 arctg

√
u

2a− u
; u =

√
x, a =

g

π

(
k
Γ(5/4)

Γ(3/4)

)2

.

Ïàðàìåòðè÷íå ðiâíÿííÿ êðèâî¨ ìà¹ òàêèé âèãëÿä:{
x = a2(1 + cos t)2,
τ = a2

(
π − t+ 1

2
sin 2t

)
;

C = 0, t ∈ [0, π]. (30)

3). α=1/2. Ïiñëÿ iíòåãðóâàííÿ (28) çíàõîäèìî

x =
τ√

gk2/2− 1
, gk2 > 2.

Òîáòî, âèïàäêó α = 1/2 âiäïîâiäà¹ ïîõèëà ïðÿìà, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç ïî÷àòîê êîîð-
äèíàò. Ïîäà¹ìî ¨¨ ó ïàðàìåòðè÷íié ôîðìi.{

x = a(1 + cos t),
τ = b(1 + cos t);

a

b
=

1√
gk2/2− 1

; t ∈ [0, π]. (31)

4. Ïðàêòè÷íi ïðèéîìè iíòåãðîäèôåðåíöiþâàííÿ. Ðîçãëÿíåìî ìåòîäè ïðà-
êòè÷íîãî iíòåãðîäèôåðåíöiþâàííÿ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié.

Òåîðåìà 4. Êîëè f(x) ∈ Ca(a, b), r ∈ R, òîäi

Drf(x)|xa =
∞∑
k=0

(
r
k

)
f (k)(x)

(x− a)k−r

Γ(1 + k − r)
. (32)

Òóò ÷åðåç Ca(a, b) ïîçíà÷åíî êëàñ àíàëiòè÷íèõ íà (a, b) ôóíêöié.

Äîâåäåííÿ. Ñêîðèñòà¹ìîñü îçíà÷åííÿì 1. Â iíòåãðàëi (1) ïðîâîäèìî çàìiíó x−
t = u i ðîçêëàäà¹ìî f(x− u) ó ðÿä Òåéëîðà iç öåíòðîì â òî÷öi x.

D−rf(x)|xa =
1

Γ(r)

x−a∫
0

f(x− u)ur−1du =
∞∑
k=0

(−1)kf (k)(x)
Γ(k + r)

k!Γ(r)

x−a∫
0

uk+r−1

Γ(k + r)
du =

=
x−a∑
k=0

(−1)k
Γ(k + r)

k!Γ(r)
f (k)(x)

(x− a)k+r

Γ(1 + k + r)
=

x−a∑
k=0

(
−r
k

)
f (k)(x)

(x− a)k+r

Γ(1 + k + r)

Íà ïiäñòàâi âëàñòèâîñòi 2.1 öåé âèðàç áóäå ñïðàâåäëèâèì i äëÿ îïåðàöi¨ äèôåðåíöi-
þâàííÿ. Ìiíÿþ÷è íà ïðîòèëåæíèé çíàê ïîðÿäêó, îòðèìó¹ìî (32), ÷èì çàâåðøó¹òüñÿ
äîâåäåííÿ.

Íàñëiäîê 3. Ôîðìóëà (32) äà¹ äóæå ïðîñòèé àëãîðèòì äðîáîâîãî iíòåãðîäèôå-
ðåíöiþâàííÿ ôóíêöi¨ f(x). Âîíà ¹ ÷àñòêîâèì âèïàäêîì óçàãàëüíåíîãî ïðàâèëà Ëåé-
áíiöà äðîáîâîãî iíòåãðîäèôåðåíöiþâàííÿ äîáóòêó äâîõ ôóíêöié f(x) · g(x) ∈ Ca(a, b)
[1].
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Ïîäà¹ìî âèðàç öüîãî ïðàâèëà áåç äîâåäåííÿ:

Dr (f(x)g(x)) |xa =
∞∑
k=0

(
r
k

)
Dkf(x)Dr−kg(x)|xa. (33)

ßêùî ó (33) ïîêëàñòè g(x) = 1, òî ìà¹ìî (32).
Íà çàêií÷åííÿ ðîçãëÿíåìî ïðèêëàä äèôåðåíöiþâàííÿ ôóíêöi¨ epx sinω(x − a),

p, ω ∈ R, iç âèêîðèñòàííÿì (33). Íåõàé f(x) = epx sinω(x − a), g(x) = 1. Îá÷è-
ñëþ¹ìî íàòóðàëüíi ïîõiäíi f(x).

d

dx
(epx sinω (x− a)) = epx [p sinω (x− a) + ω cosω (x− a)] = epx

(
p2 + ω2

)1/2 ×
× sin

[
ω (x− a) + arctg

ω

p

]
;

d2

dx2
(epx sinω (x− a)) = epx

(
p2 + ω2

)
sin

[
ω (x− a) + 2 arctg

ω

p

]
; . . .

dn

dxn
(epx sinω (x− a)) = epx

(
p2 + ω2

)n/2
sin

[
ω (x− a) + n · arctg ω

p

]
.

Ïiäñòàâëÿ¹ìî çíà÷åííÿ ïîõiäíèõ ó (33).

Dr (epx sinω (x−a)) |xa=epx
∞∑
k=0

(
r
k

)
(x−a)k−r

Γ(k−r+1)

(
p2+ω2

) k
2 sin

[
ω (x−a)+k · arctg ω

p

]
.

(34)
Âèñíîâêè. 1. Ïîõiäíi òà iíòåãðàëè äðîáîâèõ ïîðÿäêiâ � ðåçóëüòàò ãëèáîêîãî óçà-

ãàëüíåííÿ îïåðàöié äèôåðåíöiþâàííÿ òà iíòåãðóâàííÿ. Ñàìå òîìó âîíè ìàþòü øèðîêi
ìîæëèâîñòi äëÿ óçàãàëüíåííÿ áàãàòüîõ äèñêðåòíèõ ïîíÿòü i îá'¹êòiâ ìàòåìàòè÷íîãî
àíàëiçó (äèâ., íàïð., [4]).

2. Äðîáîâi ïîõiäíi òà iíòåãðàëè âiä ñóìîâíèõ ôóíêöié ñèìåòðè÷íi âiäíîñíî çíàêà
ïîðÿäêó. Äëÿ íèõ îïåðàöi¨ îá÷èñëåííÿ ïîõiäíèõ òà iíòåãðàëiâ âçà¹ìíî ïðîäîâæóþòü
ñåáå.

3. Äðîáîâå iíòåãðîäèôåðåíöiþâàííÿ âiäçíà÷à¹òüñÿ âèñîêèì ðiâíåì óíiâåðñàëiçà-
öi¨. Ïîõiäíi òà iíòåãðàëè íàòóðàëüíèõ ïîðÿäêiâ ¹ ÷àñòêîâèì âèïàäêîì âiäïîâiäíèõ
äðîáîâèõ àíàëîãiâ i îá÷èñëþþòüñÿ çà îäíèì àëãîðèòìîì.
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