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Â. ß. Ðèáàê, Þ. Þ. Ðóáiø (Óæãîðîäñüêèé íàö. óí-ò)

ÀÑÈÌÏÒÎÒÈ×ÍÅ ÐÎÇÂ'ßÇÓÂÀÍÍß ÇÀÄÀ×I ÊÎØI ÄËß ÎÄÍÎÃÎ
ÂÈÄÓ ÇÂÈ×ÀÉÍÈÕ ËIÍIÉÍÈÕ ÄÈÔÅÐÅÍÖIÀËÜÍÈÕ ÐIÂÍßÍÜ
ÄÐÓÃÎÃÎ ÏÎÐßÄÊÓ

The possibility of usage of asymptotic method of solving for one class of linear differential equations of
the second order and the estimation of such solutions is shown in the paper.

Ñòàòòÿ âèñâiòëþ¹ ìîæëèâiñòü çàñòîñóâàííÿ àñèìïòîòè÷íîãî ìåòîäó ðîçâ'ÿçóâàííÿ äëÿ îäíîãî êëàñó
ëiíiéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü äðóãîãî ïîðÿäêó, à òàêîæ äà¹ îöiíêè òàêèõ ðîçâ'ÿçêiâ.

Àñèìïòîòè÷íi ìåòîäè äëÿ ëiíiéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü äðóãîãî ïîðÿäêó äî-
ñëiäæåíi äîñèòü ïîâíî [1�4] . Ïðîïîíîâàíà ñòàòòÿ ó ïåâíié ìiði êîíêðåòèçó¹ êëàñ
ðiâíÿíü, äî ÿêèõ ìîæíà çàñòîñóâàòè àñèìïòîòè÷íèé ìåòîä, òà ïîäà¹ êiëüêiñíi îöiíêè
ðîçâ'ÿçêiâ.

1. Çàãàëüíi ïîëîæåííÿ. Ðîçãëÿäà¹òüñÿ çàäà÷à Êîøi äëÿ ðiâíÿííÿ

y′′ + ω2(x)y = 0, y = y(x); (1)

x ∈ [a, b], a ≥ 0, b ≤ ∞, ω(x) > 0. (2)

Áiëüø çàãàëüíå ðiâíÿííÿ

v′′ + 2h(x)v′ + g(x)v = 0

çàìiíîþ v = y · exp
(
−

x∫
a

h(t)dt

)
çâîäèòüñÿ äî (1) :

y′′ + (g − h2 − h′)y = 0 .

Âèêîðèñòà¹ìî äî (1) ïiäñòàíîâêó (âiäîìó ÿê ïiäñòàíîâêà Ëióâiëëÿ)

y = ω−1/2 · exp

α x∫
a

λ(t)dt

 , (3)

äå α � êîðiíü ðiâíÿííÿ α2 + 1 = 0 ;
λ(x) � íåâiäîìà ôóíêöiÿ. Ïî÷àòêîâå ðiâíÿííÿ (1) ïðè öüîìó ïåðåòâîðþ¹òüñÿ ó

ðiâíÿííÿ Ðiêêàòi âiäíîñíî λ(x).

−1

2

ω′′

ω
+

3

4

(
ω′

ω

)2

+ αω
d

dx

(
λ

ω

)
− λ2 + ω2 = 0. (4)

Ââåäåìî ôóíêöiþ u(x), ÿêà çâ'ÿçó¹ λ i ω .

u = λ/ω. (5)

Òåïåð (4) íàáóâà¹ òàêîãî âèãëÿäó:

u2 − 1 + ϕ(x)− α

ω
u′ = 0, u′ = du/dx. (6)
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Òóò ïðèéíÿòî ïîçíà÷åííÿ

ϕ(x) =
1

2

ω′′

ω3
− 3

4

(
ω′

ω2

)2

. (7)

Êîëè ω(x) � ìîíîòîííà ôóíêöiÿ i ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (2), òîäi ðiâíÿííÿ
(6) ìà¹ ðîçâ'ÿçêè i öi ðîçâ'ÿçêè ìîæíà øóêàòè ïîñëiäîâíèìè íàáëèæåííÿìè, âè-
êîðèñòîâóþ÷è, íàïðèêëàä, ìåòîä ÂÁÊ [6] . Ìîíîòîííiñòü ôóíêöi¨ ω(x) çàáåçïå÷ó¹
îáìåæåíiñòü ¨¨ ïåðøî¨ òà äðóãî¨ ïîõiäíèõ � ω′(x) òà ω′′(x) âiäïîâiäíî.

ßêùî ïðèéíÿòè íîâó íåçàëåæíó çìiííó

ξ =

x∫
a

ω(t)dt, (8)

òî ðiâíÿííÿ (6) ùå áiëüøå ñïðîùó¹òüñÿ:

u2 − 1 + ϕ(ξ)− α · u̇ = 0, u̇ = du/dξ, (6a)

ϕ(ξ) =
1

2

ω̈

ω
− 1

4

(
ω̇

ω

)2

; ω̇ = dω/dξ. (7a)

Ïîñëiäîâíi íàáëèæåííÿ ó ïðàêòè÷íîìó àñïåêòi çàâæäè ðåàëiçóþòüñÿ íåâåëèêèì
÷èñëîì ñïðîá, à öå îçíà÷àòèìå, ùî ðiâíÿííÿ (6) àáî (6a) áóäå âèêîíóâàòèñü íàáëèæå-
íî. Òîìó çàãàëüíà ïðàêòè÷íà çàäà÷à ïîøóêó iíòåãðàëiâ ðiâíÿííÿ (1) äîïîâíþ¹òüñÿ
òàêèìè âèìîãàìè:
1) âñòàíîâèòè, ÿêîþ ïîâèííà áóòè ôóíêöiÿ ω(x), ùîá ïîñëiäîâíi íàáëèæåííÿ øâèäêî
çáiãàëèñÿ; 2) ìàòè íàäiéíi îöiíêè òî÷íîñòi íàáëèæåíèõ ðîçâ'ÿçêiâ.

Êîëè
lim
x→∞

ϕ(x) = 0 (9)

i êðiì òîãî [5] ∣∣∣∣∣∣
∞∫
a

ω(x)ϕ(x)dx

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣

∞∫
0

ϕ(ξ)dξ

∣∣∣∣∣∣ <∞ , (10)

òîäi äëÿ äîñòàòíüî âåëèêèõ x çàìiñòü (1) ìîæíà ðîçãëÿäàòè ðiâíÿííÿ

d2z̃

dξ2
+ z̃ = 0, z̃(x) = ỹ · ω−1/2(x), (11)

ðîçâ'ÿçêè ÿêîãî

ỹ1(x) = C1ω(x)
−1/2 · sin

x∫
a

ω(t)dt′

ỹ2(x) = C2ω(x)
−1/2 · cos

x∫
a

ω(t)dt, C1, C2 = const,
(12)

îïèñóþòü àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó y(x). À óìîâè (2), (9) òà (10) ðàçîì iç âèìîãîþ
ìîíîòîííîñòi ω(x) âñòàíîâëþþòü çàãàëüíi ìåæi ïðèäàòíîñòi àñèìïòîòè÷íîãî ìåòîäó
ðîçâ'ÿçóâàííÿ.

2. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè. Î÷åâèäíî, ùî iñíó¹ áàãàòî ôóíêöié ω(x), ÿêi âiäïîâiä-
àþòü çãàäàíèì âèùå âëàñòèâîñòÿì. Äëÿ îäíîãî, äîñèòü ïîøèðåíîãî ó ïðèêëàäíèõ
çàäà÷àõ, êëàñó ôóíêöié ìîæëèâiñòü ïîáóäîâè àñèìïòîòè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ (12) ðåãëà-
ìåíòó¹
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Òåîðåìà 1. Íåõàé ω(x) ìà¹ çîáðàæåííÿ

ω(x) =
n∑

i=0

cix
α+i > 0, x ∈ [a, b], cn ̸= 0, (13)

äå n � íàòóðàëüíå îáìåæåíå ÷èñëî, α ∈ R.
Òîäi äëÿ âèêîíàííÿ (9) i (10) ïîâèííî áóòè

α + n > −1. (14)

Äîâåäåííÿ. Çâàæàþ÷è íà òå, ùî x → ∞, íàäà¹ìî (13) òà ¨¨ ïîõiäíèì �àñèìïòî-
òè÷íîãî� âèãëÿäó:

ω(x) = cnx
α+n

n∑
i=0

ci
cn
x−i =cnx

α+n (1 +O(1/x)) ;

ω′(x) = cn(α + n)xα+n−1

n∑
i=0

ci
cn

α + n− i

α + n
x−i = cn(α + n)xα+n−1 (1 +O(1/x)) ;

ω′′(x) = cn(α + n)(α+ n− 1)xα+n−2 (1 +O(1/x)) .

Îá÷èñëþ¹ìî àñèìïòîòè÷íå çíà÷åííÿ ϕ(x) çà (7) .

ϕ(x) ∼ −(α+ n)(α + n+ 2)

4c2nx
2α+2n+2

(1 +O(1/x)) . (15)

äëÿ òîãî ùîá ϕ(x) ïðÿìóâàëà äî íóëÿ ïðè x→ ∞, ïîâèííî áóòè

2α + 2n+ 2 > 0,

çâiäêè i îäåðæó¹ìî (14).
Ïîêàæåìî, ùî ïðè öüîìó âèêîíó¹òüñÿ i (10).

lim
x→∞

∣∣∣∣∣∣
x∫

a

ω(t)ϕ(t)dt

∣∣∣∣∣∣ ∼ lim
x→∞

∣∣∣∣∣∣
x∫

a

(α + n)(α + n+ 2)

4cntα+n+2
dt

∣∣∣∣∣∣ =
= lim

x→∞

∣∣∣∣(α+ n)(α + n+ 2)

4cn(α+ n+ 1)

(
1

aα+n+1
− 1

xα+n+1

)∣∣∣∣ <∞.

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Íàñëiäîê 1. Äëÿ âèêîíàííÿ óìîâ (9) òà (10) ôóíêöiÿ ω(x) íà [a, b] ïîâèííà
ñïàäàòè ïîâiëüíiøå, íiæ ãiïåðáîëà q(x) = cn/x.

Öåé âèñíîâîê îäðàçó âèïëèâà¹ iç (13) òà (14), ÿêùî ïðèéíÿòè α = 0. Äëÿ ïîðiâíÿí-
íÿ q(x) òà ω(x) íàäàìî ¨ì îäíàêîâi çíà÷åííÿ íà ïî÷àòêó iíòåðâàëó i äåùî óçàãàëüíèìî
q(x).

q(x) =
a+ c

x+ c
ω(a), (16)

äå c = const, ÿêà ìîæå ïðèéìàòè òàêi çíà÷åííÿ:

c > 0, ÿêùî a = 0;
c ≥ 0, ÿêùî a > 0.

(17)
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Íàñëiäîê 2. Ùîá ω(x) ñïàäàëà íà [a, b] ïîâiëüíiøå, íiæ ãiïåðáîëà (16), ïîâèííi
âèêîíóâàòèñü ïåâíi ãðàíè÷íi ñïiââiäíîøåííÿ äëÿ îáèäâîõ ôóíêöié, à ñàìå:

ω(x)− ω(a) < q(x)− q(a). (18)

Çâiäñè ïiñëÿ åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü îòðèìó¹ìî óìîâó, ÿêié ìóñèòü âiäïîâiäàòè
ω(x) íà [a,b] :

ω(x)

ω(a)
>
a+ c

x+ c
, x > a. (19)

3. Îöiíêà òî÷íîñòi àñèìïòîòè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ. Äëÿ ïîáóäîâè ðîçâ'ÿçêiâ (1)
ñêîðèñòà¹ìîñÿ ìåòîäîì ÂÁÊ äëÿ ðiâíÿííÿ Ðiêêàòi (6a). Íåõàé

u =
∞∑
i=0

uiβ
i, (20)

u2 = 1− β · ϕ+ βα · u̇, (21)

äå β = 1 � ïàðàìåòð, ÿêèé ñëóæèòü äëÿ âèäiëåííÿ îêðåìèõ ïîñëiäîâíèõ íàáëèæåíü.
Ïiäñòàâëÿþ÷è (20) ó (21) i ïðèðiâíþþ÷è âèðàçè ïðè îäíàêîâèõ ñòåïåíÿõ β, çíà-

õîäèìî:

u0 = 1; u1 = −ϕ
2
; u2 = −α

2

d

dξ

(
ϕ

2

)
− 1

2

(
ϕ

2

)2

;

u3 =
1

4

d2

dξ2

(
ϕ

2

)
− α

2

d

dξ

(
ϕ

2

)2

− 1

2

(
ϕ

2

)3

;

u4 =
α

8

d3

dξ3

(
ϕ

2

)
+

3

8

d2

dξ2

(
ϕ

2

)2

− 2α

3

d

dξ

(
ϕ

2

)3

− 1

8

(
d

dξ

(
ϕ

2

))2

− 5

8

(
ϕ

2

)4

(22)

i ò. ä.
Ìîæíà ïîìiòèòè, ùî êîæíå íàñòóïíå íàáëèæåííÿ ìà¹ âèùèé ïîðÿäîê ìàëîñòi âiä

ïîïåðåäíüîãî. Iç çáåðåæåííÿì íàëåæíî¨ òî÷íîñòi ìîæíà ñòâåðäæóâàòè, ùî

2

α

un+1

un
∼=

ϕ(n)(ξ)

ϕ(n−1)(ξ)
< 1,

òîáòî, ðÿä (20) çáiãà¹òüñÿ ç îãëÿäó íà (13) òà (15).
Çàïèñó¹ìî òåïåð âèðàç äëÿ αλ(x).

αλ(x) = αω

(
1− ϕ

2 + 1
4ω

d
dx

(
1
ω

d
dx

ϕ

2

)
− 1

2

(
ϕ

2

)2
− 1

2

(
ϕ

2

)3
+ . . .

)
+

+1
2

d
dx

ϕ

2 + 1
2

d
dx

(
ϕ

2

)2
− 1

8
d
dx

[
1
ω

d
dx

(
1
ω

d
dx

ϕ

2

)]
+ 2

3
d
dx

(
ϕ

2

)3
+ . . .

(23)

Çâàæàþ÷è íà (9), çáåðiãà¹ìî ó (23) ëèøå òi ñêëàäîâi, ÿêi ìîæóòü ñòâîðþâàòè âiä÷ó-
òíèé âïëèâ íà αλ(x) íà ïî÷àòêó ïðîìiæêà [a,b] (âiäêèäà¹ìî ÷ëåíè, ùî ïîðiâíÿëüíi
iç ϕ2(x)).

αλ(x) = αω

(
1− ϕ

2
+O(ϕ2)

)
+

1

2

d

dx

(
ϕ

2
+O(ϕ2)

)
. (23a)
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Íà ïiäñòàâi (3) çàïèñó¹ìî ðîçâ'ÿçêè ðîçãëÿäóâàíîãî ðiâíÿííÿ (1), îïóñêàþ÷è ÷ëå-
íè iç âèùèì ïîðÿäêîì ìàëîñòi.

y1 =
e
ϕ(x)−ϕ(a)

4

ω(x)1/2
· sin

(
x∫
a

ω(t)dt−∆φ

)
;

y2 =
e
ϕ(x)−ϕ(a)

4

ω(x)1/2
· cos

(
x∫
a

ω(t)dt−∆φ

)
,

(24)

äå ∆φ =
x∫
a

ω(t)ϕ(t)
2
dt � ïîïðàâêà íà ôàçó êîëèâàíü.

Çâè÷àéíî, çíàê ðiâíîñòi ó ôîðìóëàõ (24) òðåáà ðîçóìiòè óìîâíî, à ñàìi ôîðìóëè
òðàêòóâàòè ÿê òàêi, ùî çíà÷íî òî÷íiøi âiä àñèìïòîòè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ (12). Ëèøå ó
òàêîìó êîíòåêñòi âèðàçè (24) íàäàëi áóäåìî ââàæàòè òî÷íèìè ðîçâ'ÿçêàìè.

À òåïåð ïðîâåäåìî ïîðiâíÿííÿ ðîçâ'ÿçêiâ (24) iç àñèìïòîòè÷íèìè çîáðàæåííÿ-
ìè (14). ßêùî ïîçíà÷èòè ÷åðåç A(x) òà Ã(x) ¨õ àìïëiòóäè, òî âiäíîñíà àìïëiòóäíà
ïîõèáêà ìà¹ îöiíêó

|δA| =
∣∣∣∣A(x)Ã(x)

− 1

∣∣∣∣ ≤ 1

4
|ϕ(x)− ϕ(a)| . (25)

Àáñîëþòíà ïîõèáêà ôàçè êîëèâàíü

|∆φ| ≤ 1

2

x∫
a

ω(t) |ϕ(t)| dt. (26)

Îöiíêè (25) òà (26) äîçâîëÿþòü âñòàíîâèòè âiäõèëåííÿ àñèìïòîòè÷íèõ çîáðàæåíü âiä
òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ (1) i çðîáèòè òàêèì ÷èíîì îáãðóíòî-
âàíèé âèáið íà êîðèñòü ïåðøîãî àáî äðóãîãî ìåòîäiâ.

Íà çàêií÷åííÿ ïîêàæåìî ïðèêëàäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ âiäîìèõ [6] äèôåðåíöiàëüíèõ
ðiâíÿíü òî÷íèì (ó ñòðîãîìó ðîçóìiííi) òà àñèìïòîòè÷íèì ìåòîäàìè. Äëÿ îá'¹êòèâ-
íîãî ïîðiâíÿííÿ çâîäèìî âñi ðîçâ'ÿçêè äî îäíàêîâèõ ïî÷àòêîâèõ óìîâ ó òî÷öi x = a,
à ñàìå:

v1(a) = 0; v′1(a) = 1;
v2(a) = 1; v′2(a) = 0.

(27)

v1,2(x) = B1,2y1(x) + C1,2y2(x), B1,2, C1,2 = const. (28)

1

0, 75

0, 5

0, 25

−0, 25

−0, 5

−0, 75

1 2 3 4 5

Ìàë. 1. Ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ y′′ + (1 + 0.5x)y = 0
Àñèìïòîòè÷íi ðîçâ'ÿçêè çîáðàæåíî ïóíêòèðîì.
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1

0, 75

0, 5

0, 25

−0, 25

−0, 5

2 4 6 8 10 12

Ìàë. 2. Ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ x2y′′ + xy′ + (x2 − ν2)y = 0

1, 5

1

0, 5

−0, 5

−1

−1, 5

2 4 6 8 10 12

Ìàë. 3. Ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ (1 + 0, 5x)y′′ + y = 0

Îá÷èñëåííÿ |δA| òà |∆φ| ñòîñóþòüñÿ x→ ∞.
Ïîäà¹ìî ðiâíÿííÿ, ÿêi iëþñòðóþòü àñèìïòîòè÷íèé òà òî÷íèé ìåòîäè ðîçâ'ÿçóâà-

ííÿ.
1) y′′ + (1 + 0, 5x)y = 0; y = y(x); a = 0; (29)

ω(x) = (1 + 0, 5x)1/2; ϕ(x) = − 5

64

1

(1 + 0, 5x)3
; |δA| < 0, 02; |∆φ| < 0, 05ðàä.

Òî÷íèé òà àñèìïòîòè÷íèé ðîçâ'ÿçêè v1(x) òà v2(x) çîáðàæåíi íà ìàë. 1.
2) x2y′′ + xy′ + (x2 − ν2)y = 0; a = 2; ν = 3/4 (äèâ. ìàë. 2) (30)

y = x−1/2z(x); z′′ + ω2(x)z = 0; ω(x) =

(
1− ν2 − 1/4

x2

)1/2

;

ϕ(x) = −3

2

ν2 − 1/4

x4
(
1− ν2−1/4

x2

)2 − 5

4

(ν2 − 1/4)2

x6
(
1− ν2−1/4

x2

)3 ; |δA| < 0, 01; |∆φ| < 0, 01.

3). (1 + 0, 5x)y′′ + y = 0; a = 0 (ìàë. 3). (31)

ω(x) = (1 + 0, 5x)−1/2; ϕ(x) =
3

64

1

1 + 0, 5x
; |δA| < 0, 012; |∆φ| < 0, 09.
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Íà ìàë. 1..3 àñèìïòîòè÷íi ðîçâ'ÿçêè âèêîíàíi ïóíêòèðîì. Íà ïî÷àòêó iíòåðâàëà
[a,b] îáèäâà çîáðàæåííÿ (òî÷íå òà àñèìïòîòè÷íå) çáiãàþòüñÿ çà ðàõóíîê ñïiëüíèõ
ïî÷àòêîâèõ óìîâ (27). Ïðè çáiëüøåííi x ïîìiòíi ïåâíi ðîçáiæíîñòi ðîçâ'ÿçêiâ, ÿêi
çàëåæàòü âiä ϕ(x) i ÿêi çíèêàþòü äëÿ äîñòàòíüî âåëèêèõ x. Ìîæíà ïîìiòèòè, ùî íà
¨õ íåçáiæíiñòü âiä÷óòíî âïëèâà¹ ïîõèáêà ôàçè |∆φ|.

4. Âèñíîâêè. 1. Äëÿ äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ (1) îêðåñëåíî íèæíþ ìåæó
ôóíêöi¨ ω(x), ïðè ÿêié ðîçâ'ÿçîê (1) ìîæíà ïîäàâàòè â àñèìïòîòè÷íîìó âèãëÿäi.

2. Äàþòüñÿ îöiíêè àñèìïòîòè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ çà àìïëiòóäîþ i ôàçîþ êîëèâàíü, ùî
äîçâîëÿ¹ îáãðóíòîâàíî çàñòîñîâóâàòè àñèìïòîòè÷íi ìåòîäè â êîíêðåòíèõ âèïàäêàõ.
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