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ÏÐÎ ÏÎÄIÁÍIÑÒÜ ÌÀÒÐÈÖÜ ÍÀÄ ÊÎÌÓÒÀÒÈÂÍÈÌÈ
ÊIËÜÖßÌÈ

We show that the problem of classification of arbitrary square matrices up to similarity over non-regular
commutative ring with a unit is wild.

Äîâîäèòüñÿ, ùî çàäà÷à îïèñàííÿ ç òî÷íiñòþ äî ïîäiáíîñòi äîâiëüíèõ êâàäðàòíèõ ìàòðèöü íàä íå-
ðåãóëÿðíèì êîìóòàòèâíèì êiëüöåì ç îäèíèöåþ äèêà.

Ïîçíà÷àòèìåìî ñèìâîëîì (Π, R) çàäà÷ó îïèñàííÿ êâàäðàòíèõ ìàòðèöü ç òî÷íiñòþ
äî ïîäiáíîñòi íàä êîìóòàòèâíèì êiëüöåì R ç îäèíèöåþ. Ï. Ì. Ãóäèâîê [1] ïîêàçàâ,
ùî çàäà÷à (Π, R) äèêà, ÿêùî êiëüöå R ëîêàëüíå àáî öiëiñíå i íå ¹ ïîëåì. Äëÿ äåÿêèõ
ëîêàëüíèõ êiëåöü i îáëàñòåé öiëiñíîñòi àíàëîãi÷íèé ðåçóëüòàò áóâ îäåðæàíèé â [2�10].

Íàçèâà¹ìî êiëüöå R ðåãóëÿðíèì, ÿêùî äëÿ âñÿêîãî r ∈ R iñíó¹ òàêå x ∈ R, ùî
r2x = r. ×åðåç radR ïîçíà÷èìî ïåðâiñíèé ðàäèêàë êiëüöÿ R.

Òåîðåìà 1. Íåõàé R � íåðåãóëÿðíå êîìóòàòèâíå êiëüöå. Òîäi çàäà÷à (Π, R)
äèêà.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ âñÿêîãî a ∈ R\(R∗∪{0}) âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíî-
øåííÿ: Ra+AnnR a = R (R∗ � ìóëüòèïëiêàòèâíà ãðóïà êiëüöÿ R). Òîäi radR = {0}.
Äiéñíî, íåõàé a � íiëüïîòåíòíèé åëåìåíò, 1 = r1a + r2, (r1 ∈ R, r2 ∈ AnnR a). Òîäi,
ÿêùî n � ñòåïiíü íiëüïîòåíòíîñòi åëåìåíòà a, òî an−1 = r1a

n + r2a
n−1 = 0, ùî íåìî-

æëèâî. Òåïåð, òàê ÿê radR = {0}, òî Ra∩AnnR a = {0} äëÿ âñÿêîãî a ∈ R\(R∗ ∪ {0}).
Çàôiêñó¹ìî a. Òîäi 1 = r1a+r2, r2a = 0. Îòæå, r2 = r1ar2+r

2
2 = r22, òîáòî r2 � iäåìïî-

òåíò ,ùî íå ñïiâïàäà¹ àíi ç íóëåì, àíi ç îäèíèöåþ. Òîäi, î÷åâèäíî, 1−r2 ïîðîäæó¹ Ra
i ¹ òåæ iäåìïîòåíòîì. Ç öüîãî ñëiäó¹, ùî âñÿêèé íåíóëüîâèé ãîëîâíèé iäåàë êiëüöÿ
R ïîðîäæó¹òüñÿ iäåìïîòåíòîì, òîáòî R � ðåãóëÿðíå êiëüöå, ùî ñóïåðå÷èòü óìîâàì
òåîðåìè. Îòæå, ðîáèìî âèñíîâîê ïðî iñíóâàííÿ åëåìåíòà a ∈ R\(R∗∪{0}), äëÿ ÿêîãî
Ra+AnnR a ¹ âëàñíèì iäåàëîì êiëüöÿ R. Íåõàé P � ìàêñèìàëüíèé iäåàë êiëüöÿ R,
ùî ìiñòèòü Ra+AnnR a. Ðîçãëÿíåìî ìàòðèöi òàêîãî âèãëÿäó:

T (A,B) =


0 E 0 0
0 0 E 0
0 aA 0 aE
aB 0 0 0

 , (1)

äå E � îäèíè÷íà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n, A, B � äîâiëüíi n × n-ìàòðèöi ç åëåìåíòàìè
íàä R, n � äîâiëüíå íàòóðàëüíå ÷èñëî.

Íåõàé ìàòðèöi T (A,B) i T (A′, B′) ïîäiáíi. Òîäi çíàéäåòüñÿ òàêà îáîðîòíà ìàòðèöÿ
C ç ìíîæèíè M(4n,R) âñiõ 4n× 4n-ìàòðèöü ç åëåìåíòàìè iç êiëüöÿ R, ùî

T (A,B)C = CT (A′, B′). (2)

Çàïèøåìî ìàòðèöþ C ó âèãëÿäi: C = ∥Cij∥, äå Cij � n×n-ìàòðèöÿ (i, j = 1, . . . , 4).
Iç (1) i (2) âèïëèâà¹, ùî

C21 = aC14B
′, C23 = C12, C24 = aC13, (3)

Íàóê. âiñíèê Óæãîðîä óí-òó, 2004, âèï. 9



ÏÐÎ ÏÎÄIÁÍIÑÒÜ ÌÀÒÐÈÖÜ ÍÀÄ ÊÎÌÓÒÀÒÈÂÍÈÌÈ ÊIËÜÖßÌÈ 101

C31 = aC24B
′, C34 = aC23, C32 = C21 + aC23A

′, (4)

C22 = C11 + aC13A
′, C33 = C22, aAC24 + aC44 = aC33, (5)

aAC21 + aC41 = aC34B
′, aAC23 + aC43 = C32, (6)

aAC22 + aC42 = C31 + aC33A
′, aBC11 = aC44B

′, (7)

aBC12 = C41 + aC43A
′, aBC13 = C42, aBC14 = aC43. (8)

Çàóâàæèìî, ùî çãiäíî âèùåäîâåäåíîãî, ç ðiâíîñòi a(x+ay) = 0(x, y ∈ R) âèïëèâà¹:
x ∈ Ra+AnnR a ⊂ P .

Çâiäñè i iç (3) � (8) îäåðæó¹ìî:

C21 ≡ C24 ≡ C32 ≡ C34 ≡ C41 ≡ C42 ≡ 0 (mod P ), (9)

C31 ≡ 0 (mod a2R), (10)

C44 ≡ C33 ≡ C22 ≡ C11 (mod P ), (11)

AC11 ≡ C33A
′ (mod P ), BC11 ≡ C44B

′ (mod P ). (12)

Âðàõîâóþ÷è (9)�(12), äiñòà¹ìî, ùî ìàòðèöÿ C11 � îáîðîòíà çà ìîäóëåì P i{
AC11 ≡ C11A

′ (mod P ),
BC11 ≡ C11B

′ (mod P ).

Îòæå, çàäà÷à (Π, R) âêëþ÷à¹ çàäà÷ó îïèñàííÿ ç òî÷íiñòþ äî ïîäiáíîñòi ïàð n×n-
ìàòðèöü íàä ïîëåì R/P (n � äîâiëüíå íàòóðàëüíå ÷èñëî). Òåîðåìó äîâåäåíî.

Òåîðåìà 2. Íåõàé R � êîìóòàòèâíå íåòåðîâå êiëüöå ç îäèíèöåþ. Çàäà÷à (Π, R)
äèêà òîäi i òiëüêì òîäi, êîëè R � íåðåãóëÿðíå êiëüöå.

Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü.Íåõàé R� ðåãóëÿðíå íåòåðîâå êiëüöå. ßê âiäîìî ([11],
ãë. 3, �5, òâåðäæåííÿ 2), íåòåðîâå ðåãóëÿðíå êiëüöå ¹ öiëêîì çâiäíèì, òîáòî, ëiâèé ðå-
ãóëÿðíèé R-ìîäóëü RR ïðåäñòàâëÿ¹òüñÿ ó âèãëÿäi ïðÿìî¨ ñóìè: RR =R M1⊕. . .⊕RMs,
äå Mi � íåçâiäíèé ëiâèé R-ìîäóëü, i = 1, . . . , s, s � íàòóðàëüíå ÷èñëî. Î÷åâèäíî,
Mi � iäåàë êiëüöÿ Ri, îòæå Mi = Rei, äå ei � iäåìïîòåíò êiëüöÿ R (i = 1, . . . , s).
Â ñèëó íåçâiäíîñòi ìîäóëÿ Mi, êiëüöå Rei íå ìiñòèòü íåíóëüîâèõ âëàñíèõ iäåàëiâ.
Îòæå, Rei � ïîëå (i = 1, . . . , s). Òàêèì ÷èíîì, R ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi ïðÿ-
ìîãî äîáóòêó R ∼= F1 × . . .× Fs ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi ïîëiâ F1, . . . , Fs. Íå îáìåæóþ÷è
çàãàëüíîñòi íàäàëi óòîòîæíþâàòèìåìî R ç ïðÿìèì äîáóòêîì F1 × . . . × Fs. Íåõàé
A,B ∈ M(n,R), A = ∥(aij1, . . . , aijs)∥, B = ∥(bij1, . . . , bijs)∥ (aijk ∈ Fk, bijk ∈ Fk; i, j =
= 1, . . . , n;k = 1, . . . , s). Ëåãêî áà÷èòè, ùî ìàòðèöi A i B åêâiâàëåíòíi íàä R òîäi i
òiëüêè òîäi, êîëè äëÿ êîæíîãî k ∈ {1, . . . , s} Fk-ìàòðèöi Ak = ∥aijk∥ i Bk = ∥bijk∥
åêâiâàëåíòíi íàä Fk. Òîäi çàäà÷à (Π, R) äèêà òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè, ïðèíàéìíi,
îäíà ç çàäà÷ (Π, Fk) (k = 1, . . . , s) ¹ äèêîþ. Òàê ÿê Fk � ïîëå, òî (Π, Fk) íå äèêà
(k = 1, . . . , s). Îòæå, (Π, R) íå ¹ äèêîþ.

Äîñòàòíiñòü âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 1. Òåîðåìó äîâåäåíî.

Íåõàé A,B,A′, B′ ∈ M(n,R). Ïàðè ìàòðèöü (A,B) i (A′, B′) íàçèâàþòüñÿ åêâiâà-
ëåíòíèìè, ÿêùî iñíóþòü òàêi ìàòðèöi C,D ∈ GL(n,R), ùî AC = DA′, BC = DB′.
Áóäåìî ïîçíà÷àòè çàäà÷ó îïèñàííÿ ïàð ìàòðèöü ç òî÷íiñòþäî åêâiâàëåíòíîñòi íàä
R ÷åðåç (2E, R). Çàäà÷à (2E, R) ðîçâ'ÿçàíà ó âèïàäêó, êîëè R � ïîëå ([12], ãë. XII,
�5, òåîðåìà 5). Â [1] ïîêàçàíî, ùî çàäà÷à (2E, R) äèêà, ÿêùî êiëüöå R ëîêàëüíå àáî
öiëiñíå i íå ¹ ïîëåì.
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Òåîðåìà 3. Íåõàé R � êîìóòàòèâíå êiëüöå ç îäèíèöåþ. Òîäi ñïðàâåäëèâi íàñòó-
ïíi òâåðäæåííÿ.

1) ßêùî R íåðåãóëÿðíå, òî çàäà÷à (2E, R) äèêà.
2) ßêùî R íåòåðîâå, òî çàäà÷à (2E, R) äèêà òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè R � íåðå-

ãóëÿðíå êiëüöå.

Äîâåäåííÿ. 1) ëåãêî ñëiäó¹ ç òåîðåìè 1.
2) Íåîáõiäíiñòü. Íåõàé R � ðåãóëÿðíå êiëüöå. ßê áóëî ïîêàçàíî â äîâåäåííi òåî-

ðåìè 2, R içîìîðôíå ïðÿìîìó äîáóòêó ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi ïîëiâ: R ∼= F1 × . . .× Fs.
Òàê ÿê çàäà÷à (2E, Fi) íå äèêà (i = 1, . . . , s), òî çàäà÷à (2E, R) òàêîæ íå äèêà. Îòæå,
ç äèêîñòi çàäà÷i (2E, R) âèïëèâà¹, ùî R � íåðåãóëÿðíå êiëüöå.

Äîñòàòíiñòü ëåãêî âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 1. Òåîðåìó äîâåäåíî.
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