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ÓÄÊ 512. 86

Í. Â. Þð÷åíêî (Óæãîðîäñüêèé íàö. óí-ò)

ÏÐÎ ÑÈËÎÂÑÜÊI 2-ÏIÄÃÐÓÏÈ ÃÐÓÏÈ GL(2,Z[
√
d ])

The irreducible Sylow 2-subgrups of the general linear group GL(n,Z[
√
d]) over some principle ideal

domains Z[
√
d] have been described up to isomorphism.

Îïèñóþòüñÿ ç òî÷íiñòþ äî içîìîðôiçìó íåçâiäíi ñèëîâñüêi 2-ïiäãðóïè ãðóïè GL(2,Z[
√
d]) íàä äå-

ÿêèìè êiëüöÿìè ãîëîâíèõ iäåàëiâ Z[
√
d].

Ï. Ì. Ãóäèâîê i Â. Ï. Ðóäüêî [1] âèÿñíèëè, êîëè ñèëîâñüêi p-ïiäãðóïè ãðóïè GL(n,Z)
içîìîðôíi (Z � êiëüöå öiëèõ ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë). Â ðîáîòi [2] ðîçâ'ÿçàíà çàäà÷à ïðî
ñïðÿæåíiñòü ñèëîâñüêèõ p-ïiäãðóï ïîâíî¨ ëiíiéíî¨ ãðóïè GL(n,R) íàä êiëüöåì ãîëîâ-
íèõ iäåàëiâ R. Â öié ðîáîòi îäåðæàíî òàêîæ ðÿä, çàëåæíèõ âiä p i R, äîñòàòíiõ óìîâ
içîìîðôiçìó ñèëîâñüêèõ p-ïiäãðóï ãðóïè GL(n,R). Ìè äîïîâíþ¹ìî öi ðåçóëüòàòè äëÿ
âèïàäêó p = 2 i R � êâàäðàòè÷íå êiëüöå.

Íåõàé ïðîñòå ÷èñëî d ìà¹ âèãëÿä

d = 16s− 1, (1)

äå s > 1. Êiëüöå Z[
√
d ] ìà¹ Z-áàçèñ 1,

√
d.

Ãðóïà

D4 =

⟨
a =

(
0 −1
1 0

)
, b =

(
0 1
1 0

)⟩
(2)

äiåäðà ïîðÿäêó 8 ¹ ñèëîâñüêîþ 2-ïiäãðóïîþ â ãðóïàõ GL(2,Z[
√
d]), GL(2,Q(

√
d)),

¹äèíîþ, ç òî÷íiñòþ äî ñïðÿæåíîñòi, â îñòàíié ç öèõ ãðóï.

Ëåìà 1. Öèêëi÷íà ïîðÿäêó 4 ãðóïà H, ùî ïîðîäæåíà ìàòðèöåþ

A =

( √
d −4s

4 −
√
d

)
, (3)

áóäå ñèëîâñüêîþ 2-ïiäãðóïîþ ãðóïè GL(2, Z[
√
d]).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé öå íå òàê i B òàêà ìàòðèöÿ iç ãðóïè GL(2,Z[
√
d]), ùî

B2 = E, BA = −AB (4)

(öå ñïiââiäíîøåííÿ â ãðóïi D4 (2)). Òîäi

trB = 0, detB = −1. (5)

Iç (5) ñëiäó¹, ùî

B =

(
x u
v −x

)
x, u, v ∈ Z[

√
d]. (6)

Iç 2-ãî ñïiââiäíîøåííÿ â (4) (äèâ. òàêîæ (3)) âèòiêà¹, ùî 4u = 4sv − 2
√
dx, çâiäêè

ñëiäó¹, ùî x = 2y (y ∈ Z[
√
d]) i òîäi ìàòðèöÿ (6) ìà¹ âèãëÿä

B =

(
2y sv −

√
dy

v −2y

)
(7)
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Iç 2-ãî ñïiââiäíîøåííÿ â (5) âèòiêà¹, ùî

4y2 + sv2 −
√
dyv = 1 (y, v ∈ Z[

√
d])). (8)

Íåõàé
y = y1 + y2

√
d, v = v1 + v2

√
d (yj, vj ∈ Z). (9)

Ïiäñòàâèâøè (9) â (8) îäåðæèìî

(4y21 + sdv22 − dy1v2) + (4dy22 + sv21 − dv1y2) = 1, (10)

8y1y2 + 2sv1v2 − y1v1 − dy2v2 = 0. (11)

Ëiâà ÷àñòèíà â (10) � öå ñóìà äâîõ êâàäðàòè÷íèõ ôîðì f1(y1, v2)+f2(y2, v1) ç ìàòðè-
öÿìè

F1 =

(
4 −d/2

−d/2 sd

)
, F2 =

(
s −d/2

−d/2 4d

)
âiäïîâiäíî. Òàê ÿê detF1 = detF2 = d/4, òî îáèäâi öi ôîðìè ¹ äîäàòíüî âèçíà÷åíi i
òîäi â (10) àáî

f1(y1, v2) = 1, f2(y2, v1) = 0, (12)

àáî
f1(y2, v1) = 1, f2(y1, v2) = 0. (13)

Iç (12) ñëiäó¹, ùî y2 = v1 = 0, à ç (13): y1 = v2 = 0. Â îáîõ âèïàäêàõ (11) âèêîíó¹òüñÿ.
Ðîçãëÿíåìî ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ (12):

4y21 − dy1v2 + s d v22 = 1 (14)

â öiëèõ ÷èñëàõ y1, v2. Ïåðåõîäÿ÷è â (14) äî êîíãðóåíöi¨ ïî ìîäóëþ d i âðàõîâóþ÷è,
ùî d � ïðîñòå íåïàðíå ÷èñëî, îäåðæèìî

y1 = ±(
d− 1

2
+ z d) (z ∈ Z) . (15)

Ðiâíÿííÿ (14) â äåêàðòîâèõ êîîðäèíàòàõ y1, v2 ¹ ðiâíÿííÿì åëiïñà, ñèìåòðè÷íî-
ãî âiäíîñíî ïî÷àòêó êîîðäèíàò i öiëêîì ðîçòàøîâàíîãî â êðóçi S(O, r) ç öåíòðîì â
ïî÷àòêó êîîðäèíàò i ðàäióñà r =

√
λ−1, äå λ ìåíøå iç âëàñíèõ çíà÷åíü ìàòðèöi F1 .

Ìà¹ìî λ =
4+sd−

√
(4+sd)2−d

2
. Òîäi

r =
√
λ−1 ≤

√
2(8 + 2sd)

d
< 1 +

√
d+ 1

2
<
d− 1

2
≤ |y1|, (16)

äå y1 � áóäü-ÿêå iç ÷èñåë â (15). Iç (16) âèòiêà¹, ùî â êðóçi S(O, r) íåìà æîäíî¨
òî÷êè, îäíà iç êîîðäèíàò ÿêî¨ ñïiâïàäàëà áè ç y1 (äèâ. (15)). Îòæå, ðiâíÿííÿ (14) íå
ìà¹ ðîçâ'ÿçêiâ â öiëèõ ÷èñëàõ y1, v2.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð ïåðøå ðiâíÿííÿ

4dy22 + sv21 − dy2v1 = 1 (17)

â (13) i ïîêàæåìî, ùî âîíî òàêîæ íå ìà¹ ðîçâ'ÿçêiâ â öiëèõ ÷èñëàõ y2, v1. Òàê ÿê d �
íåïàðíå i s = d+1

16
, òî iç (17) ñëiäó¹, ùî

v1 = ±(4 + td) (t ∈ Z). (18)
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Ìåíøå iç âëàñíèõ çíà÷åíü ìàòðèöi F2 öå γ =
4d+s−

√
(4d+s)2−d

2
. Âðàõîâóþ÷è, ùî s = d+1

16
,

íåâàæêî ïîêàçàòè, ùî γ−1 ≤ 17, çâiäêè áóäå ñëiäóâàòè, ùî êðóã S(O, r1) (r1 =
√
γ−1)

ìiñòèòü ëèøå òi òî÷êè ç êîîðäèíàòîþ v1 (äèâ. (18)), äëÿ ÿêèõ v1 = ±4. Ðiâíÿííÿ
(17) íå ìà¹ öiëî÷èñëîâèõ ðîçâ'ÿçêiâ ç v1 = ±4. Îòæå, (12)�(13) â öiëèõ ÷èñëàõ vj, yi
(1 ≤ j, i ≤ 2) íåìîæëèâî, òîáòî ìàòðèöi B, ùî çàäîâiëüíÿ¹ óìîâè (4), íå iñíó¹. Ëåìà
äîâåäåíà.

Ëåìà 2. Â óìîâàõ ëåìè 1 ãðóïà H ¹ íåçâiäíîþ ïiäãðóïîþ â GL(2,Z[
√
d]).

Äîâåäåííÿ. Ìàòðèöÿ A i íåçâiäíà íàä ïîëåì Q(
√
d) ìàòðèöÿ a ∈ D4 ïîäiáíi íàä

ïîëåì Q(
√
d).

Òåîðåìà 1. Ãðóïà GL(2,Z[
√
d]) ìiñòèòü íåiçîìîðôíi íåçâiäíi ñèëîâñüêi 2-ïiäãðó-

ïè D4 i H.

Òåîðåìà 2. Íåõàé Z[
√
d] � êiëüöå ãîëîâíèõ iäåàëiâ. Ç òî÷íiñòþ äî içîìîðôiçìó

ãðóïà GL(2,Z[
√
d]) ìà¹ òî÷íî äâi íåçâiäíi ñèëîâñüêi 2-ïiäãðóïè � öå ãðóïè D4 i H.

Äîâåäåííÿ âèïëèâà¹ iç ëåì 1�2. Âiäìiòèìî ïðè öüîìó, ùî â óìîâàõ òåîðåìè 2
íåçâiäíiñü íàä êiëüöåì Z[

√
d] òÿãíå çà ñîáîþ íåçâiäíiñòü íàä ïîëåì Q(

√
d).

Ïðèêëàäàìè êiëåöü Z[
√
d], ùî çàäîâiëüíÿþòü óìîâi òåîðåìè 2, ¹ êiëüöÿ ç d = 31,

47, 127 (äèâ. [3]). Çãiäíî òåîðåìè Äiðèõëå ïðî àðèôìåòè÷íi ïðîãðåñi¨, iñíó¹ íåñêií÷åíî
áàãàòî ïðîñòèõ ÷èñåë d âèäó (1).
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