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ÏÐÎ ÎÄÍÓ ÓÌÎÂÓ IÑÍÓÂÀÍÍß ÊÐÀÉÍIÕ ÒÎ×ÎÊ ÄÎÏÓÑÒÈÌÎ�
ÌÍÎÆÈÍÈ ÏÀÐÅÒÎ-ËÅÊÑÈÊÎÃÐÀÔI×ÍÎ� ÎÏÒÈÌIÇÀÖI�, ßÊI �
�� ÎÏÒÈÌÀËÜÍÈÌÈ ÐÎÇÂ'ßÇÊÀÌÈ

It is known, if pareto-lexicographic linear task of multicriterial optimization has the optimum solutions
then there is at least one extreme point, which is the vertex of allowable set among them. In paper the
possibility of search the optimal solutions, which are the vertexes of this set for pareto-lexicographical
linear task of multicriterial optimization by reduction it to a pareto-lexicographical task with criterial
function of less dimension is offered.

Âiäîìî [1], ÿêùî ïàðåòî-ëåêñèêîãðàôi÷íà ëiíiéíà çàäà÷à áàãàòîêðèòåðiàëüíî¨ îïòèìiçàöi¨ ìà¹ îïòè-
ìàëüíi ðîçâ'ÿçêè òî ñåðåä íèõ ¹ ïðèíàéìíi îäíà êðàéíÿ òî÷êà äîïóñòèìî¨ ìíîæèíè. Â äàíié ñòàò-
òi çàïðîïîíîâàíà ìîæëèâiñòü âiäøóêàííÿ îïòèìàëüíèõ êðàéíiõ òî÷îê öi¹¨ ìíîæèíè äëÿ ïàðåòî-
ëåêñèêîãðàôi÷íî¨ ëiíiéíî¨ çàäà÷i áàãàòîêðèòåðiàëüíî¨ îïòèìiçàöi¨ øëÿõîì çâåäåííÿ ¨¨ äî ïàðåòî-
ëåêñèêîãðàôi÷íî¨ çàäà÷i ç êðèòåðiàëüíîþ ôóíêöi¹þ ìåíøî¨ ðîçìiðíîñòi.

Íàïåðåä çàóâàæèìî, ùî ðîáîòà îôîðìëåíà ìîâîþ, âèêëàäåíîþ â êíèçi [1].
Íåõàé ìíîæèíà äîïóñòèìèõ ðîçâ'ÿçêiâ X ⊂ Rn ïàðåòî-ëåêñèêîãðàôi÷íî¨ çàäà÷i

âèçíà÷à¹òüñÿ ñèñòåìîþ ëiíiéíèõ îáìåæåíü.
Àëüòåðíàòèâè ïîðiâíþþòüñÿ çà äîïîìîãîþ ÷èñëîâèõ îöiíîê. (Àëüòåðíàòèâà x ∈ X

ââàæà¹òüñÿ êðàùîþ çà àëüòåðíàòèâó y ∈ X çà êîæíîþ ç öèõ îöiíîê, ÿêùî i òiëüêè
ÿêùî çíà÷åííÿ îöiíêè â àëüòåðíàòèâè x áiëüøå çà çíà÷åííÿ öi¹¨ îöiíêè â àëüòåðíà-
òèâè y. ßêùî çíà÷åííÿ îöiíêè â àëüòåðíàòèâ ðiâíi, òîäi öi àëüòåðíàòèâè ââàæàþòüñÿ
ðiâíîöiííèìè).

Öiëüîâà ôóíêöiÿ c(x) â öié çàäà÷i âèçíà÷åíà òàê: c(x) = (c1(x), c2(x), . . . , cq(x)),
äå ck(x) = (ck1(x), ck2(x), . . . , ckqk(x)) , k = 1, 2, . . . , q; cki � ëiíiéíà ñêàëÿðíà ôóíêöiÿ
çàëåæíà âiä n çìiííèõ, ÿêà ¹ ôóíêöi¹þ îäíi¹¨ ç ÷èñëîâèõ îöiíîê. x̂ ∈ X ¹ îïòèìàëüíèì
ðîçâ'ÿçêîì öi¹¨ çàäà÷i, ÿêùî i òiëüêè ÿêùî íå iñíó¹ äîïóñòèìîãî ðîçâ'ÿçêó x ∈ X , ùî
c(x) >PL c(x̂) (>PL � çíàê âiäíîøåííÿ "ïàðåòî-ëåêñèêîãðàôi÷íî áiëüøå"). Ìíîæèíó
îïòèìàëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ öi¹¨ ïàðåòî-ëåêñèêîãðàôi÷íî¨ çàäà÷i ïîçíà÷èìî ÷åðåç X̂(PL).
Çàäà÷ó öþ êîðîòêî çàïèñóâàòèìåìî òàê:

max PLc(x), x ∈ X. (1)

Âiäîìî, ÿêùî X ìà¹ êðàéíi òî÷êè, òî ñåðåä íèõ iñíó¹ õî÷à áè îäíà, ÿêà ¹ îïòè-
ìàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (1). Ìíîæèíó îïòèìàëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i (1), êî-
æåí ç ÿêèõ ¹ êðàéíüîþ òî÷êîþ ìíîæèíè X ïîçíà÷àòèìåìî X̂V (PL). Äëÿ ïðîñòî-
òè âèêëàäó, íå ïîðóøóþ÷è çàãàëüíîñòi ìiðêóâàíü, íàäàëi áóäåìî ïðèïóñêàòè, ùî
q1 = q2 = . . . = qq = p.

Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíó ïàðåòiâñüêó çàäà÷ó îïòèìiçàöi¨:

max Pf(x) = (f1(x), f2(x), . . . , fd(x)), x ∈ X, (2)

äå fk � ëiíiéíi ñêàëÿðíi ôóíêöi¨, çàëåæíi âiä n çìiííèõ. Ïðèïóñòèìî, ùî çàäà÷à
(2) ìà¹ îïòèìàëüíi ðîçâ'ÿçêè, ìíîæèíó ÿêèõ ïîçíà÷èìî X̂. Íåõàé X̂V � ìíîæèíà
îïòèìàëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i (2), ÿêi ¹ êðàéíiìè òî÷êàìè äîïóñòèìî¨ ìíîæèíè X.
Òîäi ìà¹ ìiñöå íàñòóïíå òâåðäæåííÿ, ÿêå ëåãêî äîâåñòè.
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Ëåìà 1. Íåõàé d > n. ßêùî ñåðåä ôóíêöié fk, k = 1, 2, . . . , d, ¹ n ëiíiéíî íåçàëå-
æíèõ, òî äëÿ âñÿêîãî x̂ ∈ X̂V iñíóþòü äîäàòíi ÷èñëà α′

k, k = 1, 2, . . . , d , òàêi, ùî

x̂ ¹ ¹äèíèì îïòèìàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i ìàêñèìiçàöi¨ ôóíêöi¨ g(x) =
d∑

k=1

α′
kfk(x)

íà X.

Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíó çàäà÷ó ëåêñèêîãðàôi÷íî-ïàðåòiâñüêî¨ îïòèìiçàöi¨:

max LP c′(x), x ∈ X, (3)

äå c′(x) =
(
c′1(x), c

′
2(x), . . . , c

′
p(x)

)
, c′k(x) = (c1k(x), c2k(x), . . . , cqk(x)) , k = 1, 2, . . . , p.

x̂ ∈ X ¹ îïòèìàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (3), ÿêùî i òiëüêè ÿêùî íå iñíó¹ äîïóñòèìî-
ãî ðîçâ'ÿçêó x ∈ X, ùî c′(x) >LP c′(x̂) (>LP � çíàê âiäíîøåííÿ "ëåêñèêîãðàôi÷íî-
ïàðåòiâñüêè áiëüøå"). Íåõàé X̂ ′(LP ) � ìíîæèíà îïòèìàëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i (3),
X̂ ′V (LP )� ìíîæèíà îïòèìàëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i (3), ÿêi ¹ êðàéíiìè òî÷êàìè äîïó-
ñòèìî¨ ìíîæèíè.

Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíó çàäà÷ó ëåêñèêîãðàôi÷íî-ïàðåòiâñüêî¨ îïòèìiçàöi¨:

max LP c′r(x), x ∈ X, (4)

äå c′r(x) = (c′1(x), c
′
2(x), . . . , c

′
r(x)), c

′
k(x) = (c1k(x), c2k(x), . . . , cqk(x)) , k = 1, 2, . . . , r,

1 6 r 6 p. Íåõàé X̂ ′r(LP ) � ìíîæèíà îïòèìàëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i (4), X̂ ′rV (LP ) �
ìíîæèíà îïòèìàëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i (4), ÿêi ¹ êðàéíiìè òî÷êàìè äîïóñòèìî¨ ìíî-
æèíè.

Òåîðåìà 1. Íåõàé r · q > n (1 6 r 6 p). ßêùî ñåðåä ôóíêöié ckj, k = 1, 2, . . . , q,

j = 1, 2, . . . , r, ¹ n ëiíiéíî íåçàëåæíèõ, òî X̂ ′V (LP ) = X̂ ′rV (LP ).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé x̂ ∈ X̂ ′rV (LP ). Öå îçíà÷à¹, ùî íå iñíó¹ òàêîãî y ∈ X, ùî
c′r(y) >

P c′r(x̂) i c
′
j(y) = c′j(x̂), j = 1, 2, . . . , r−1 òîáòî x̂ ¹ îïòèìàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà-

÷i ïàðåòiâñüêî¨ îïòèìiçàöi¨ max P c′r(x), x ∈ X ∩Xr−1, äå Xr−1 = {x ∈ X|c′1(x) = c′1(x̂),
c′2(x) = c′2(x̂), . . . , c

′
r−1(x) = c′r−1(x̂)}. x̂ ¹ òàêîæ îïòèìàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì íàñòóïíî¨

çàäà÷i ïàðåòiâñüêî¨ îïòèìiçàöi¨

max Pg(x) = (c11, c21, . . . , cq1, c12, c22, . . . , cq2, . . . , c1r, c2r, . . . , cqr), x ∈ X ∩Xr−1.

Îñêiëüêè ñåðåä ôóíêöié ckj, k = 1, 2, . . . , q, j = 1, 2, . . . , r ¹ n ëiíiéíî íåçàëåæíèõ
òî çãiäíî ëåìè 1 iñíóþòü òàêi äîäàòíi ÷èñëà α′

kj, k = 1, 2, . . . , q, j = 1, 2, . . . , r , ïðè

ÿêèõ x̂ ¹ ¹äèíèì îïòèìàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i ìàêñèìiçàöi¨ max(
r−1∑
j=1

q∑
k=1

α′
kjckj(x) +

+
q∑

k=1

α′
krckr(x)), x ∈ X ∩ Xr−1. Îòæå, x̂ ¹ ¹äèíèì îïòèìàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà-

÷i ìàêñèìiçàöi¨ max(
q∑

k=1

α′
krckr(x)), x ∈ X ∩ Xr−1. Çâiäñè ñëiäó¹, ùî íå iñíó¹ òàêîãî

y ∈ X ∩Xr−1 (y ̸= x̂), ùî c′r(y) = c′r(x̂) à îòæå, íå iñíóþòü òàêi y ∈ X i l (r < l 6 p),
ùî c′l(y) >

P c′l(x̂) i c
′
j(y) = c′j(x̂), j = 1, 2, . . . , l − 1, òîáòî x̂ ∈ X̂ ′V (LP ). Îòæå,

X̂ ′rV (LP ) ⊂ X̂ ′V (LP ) (5)

Íåõàé x̂ ∈ X̂ ′V (LP ). Öå îçíà÷à¹, ùî íå iñíóþòü òàêi y ∈ X i l (1 6 l 6 p), ùî
c′(y) >LP c′(x̂) à îòæå, íå iñíóþòü òàêi y ∈ X i l(1 6 l 6 r 6 p), ùî c′r(y) >LP c′r(x̂),
òîáòî x̂ ∈ X̂ ′rV (LP ). Îòæå,

X̂ ′V (LP ) ⊂ X̂ ′rV (LP ) (6)
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Òîäi, ç (5) i (6) ñëiäó¹ X̂ ′V (LP ) = X̂ ′rV (LP ). Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ëåìà 2. X̂ ′(LP ) ⊂ X̂(PL).

Äîâåäåííÿ. Âiäîìî ([1]), ùî äëÿ äîâåäåííÿ öi¹¨ ëåìè äîñòàòíüî ïîêàçàòè, ùî
ïîðÿäîê, ÿêèé çàäà¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ âiäíîøåííÿ >PL äëÿ çíà÷åíü âåêòîðíî¨ ôóí-
êöi¨ c(x) ¹ ïiäïîðÿäêîì íà X, çà ïðàâèëîì âiääà÷i ïåðåâàãè, ïîðÿäêó, ÿêèé çàäà¹òüñÿ
âiäíîøåííÿì >LP äëÿ çíà÷åíü âåêòîðíî¨ ôóíêöi¨ c′(x).

Íåõàé x, y ∈ X � áóäü-ÿêi àëüòåðíàòèâè; c(x) >PL c(y) òîáòî ck(x) ≥L ck(y),
k = 1, 2, . . . , q, i iñíó¹ t, 1 6 t 6 q, òàêèé, ùî ct(x) >L ct(y). Íåõàé I = {i|1 6 i 6 q,
ci(x) >

L ci(y)} à tl = min{ti|1 6 ti 6 p, i ∈ I, citi(x) > citi(y)}. Â öüîìó âèïàäêó
îòðèìà¹ìî, ùî c′tl(x) >

P c′tl(y) i, ÿêùî tl > 1, òî c′j(x) = c′j(y), j = 1, 2, . . . , tl−1, îòæå,
c′(x) >LP c′(y). Ëåìà äîâåäåíà.

Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíó çàäà÷ó ïàðåòî-ëåêñèêîãðàôi÷íî¨ îïòèìiçàöi¨:

max PLcr(x), x ∈ X, (7)

äå cr(x) =
(
cr1(x), c

r
2(x), . . . , c

r
q(x)

)
, crk(x) = (ck1(x), ck2(x), . . . , ckr(x)) , k = 1, 2, . . . , q,

1 6 r 6 p. Íåõàé çàäà÷à (7) ìà¹ îïòèìàëüíi ðîçâ'ÿçêè i X̂rV (PL) ¹ ìíîæèíîþ êðàéíiõ
òî÷îê äîïóñòèìî¨ ìíîæèíè, ÿêi ¹ ðîçâ'ÿçêàìè çàäà÷i (7). Òîäi ñïðàâåäëèâà òåîðåìà.

Òåîðåìà 2. Íåõàé r · q > n (1 6 r 6 p). ßêùî ñåðåä ôóíêöié ckj, k = 1, 2, . . . , q,

j = 1, 2, . . . , r, ¹ n ëiíiéíî íåçàëåæíèõ, òî X̂rV (PL) ⊂ X̂V (PL).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé x̂ ∈ X̂rV (PL). Öå îçíà÷à¹, ùî x̂ ¹ îïòèìàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì
íàñòóïíî¨ çàäà÷i ïàðåòiâñüêî¨ îïòèìiçàöi¨:

max Pg(x) = (c11, c12, . . . , c1r, c21, c22, . . . , c2r, . . . , cq1, cq2, . . . , cqr), x ∈ X.

Îñêiëüêè ñåðåä ôóíêöié ckj, k = 1, 2, . . . , q, j = 1, 2, . . . , r, ¹ n ëiíiéíî íåçàëåæíèõ, òî
çãiäíî ëåìè 1, iñíóþòü òàêi äîäàòíi ÷èñëà α′

kj, k = 1, 2, . . . , q, j = 1, 2, . . . , r, ïðè ÿêèõ
x̂ ¹ ¹äèíèì îïòèìàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì íàñòóïíî¨ çàäà÷i ìàêñèìiçàöi¨:

max

(
r∑

j=1

q∑
k=1

α′
kjckj(x)

)
, x ∈ X.

Îòæå, íå iñíó¹ òàêîãî y ∈ X (y ̸= x̂), ùî cr(x) = cr(y).
Ñòîñîâíî x̂ âñi àëüòåðíàòèâè â çàäà÷i (7) ìîæíà ðîçáèòè íà òàêi ìíîæèíè: Xí �

ìíîæèíà àëüòåðíàòèâ íåïîðiâíÿëüíèõ ç x̂, Xì � ìíîæèíà àëüòåðíàòèâ, ÿêi ïàðåòî-
ëåêñèêîãðàôi÷íî ìåíøi çà x̂, Xð � ìíîæèíà àëüòåðíàòèâ, ÿêi ðiâíi ç x̂. Âñi àëüòåðíà-
òèâè, ÿêi íàëåæàòü äî ìíîæèíè Xí òàêîæ áóäóòü íåïîðiâíÿëüíèìè àëüòåðíàòèâàìè
ç x̂ â çàäà÷i (1). Âñi àëüòåðíàòèâè, ÿêi íàëåæàòü äî ìíîæèíè Xì àáî áóäóòü ïàðåòî-
ëåêñèêîãðàôi÷íî ìåíøèìè çà x̂ â çàäà÷i (1), àáî áóäóòü íåïîðiâíÿëüíèìè àëüòåðíà-
òèâàìè ç x̂ â çàäà÷i (1). Îòæå, ïàðåòî-ëåêñèêîãðàôi÷íî áiëüøi àëüòåðíàòèâè çà x̂ â
çàäà÷i (1) ìîæóòü áóòè òiëüêè ñåðåä àëüòåðíàòèâ, ÿêi íàëåæàòü äî ìíîæèíè Xð. Àëå
æ ìíîæèíà Xð ñêëàäà¹òüñÿ ç îäíi¹¨ àëüòåðíàòèâè x̂. Îòæå, x̂ ∈ X̂V . Òàêèì ÷èíîì,
X̂rV (PL) ⊂ X̂V (PL). Òåîðåìà äîâåäåíà.
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