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ÓÄÊ 519.7
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ÄÈÇ'ÞÍÊÒÈÂÍI ËÅÊÑÈÊÎÃÐÀÔI×ÍI ÇÀÄÀ×I Ó ÇÂ'ßÇÊÓ Ç
ÏÀÐÅÒIÂÑÜÊÎÞ ÇÀÄÀ×ÅÞ ÁÀÃÀÒÎÊÐÈÒÅÐIÀËÜÍÎ�
ÎÏÒÈÌIÇÀÖI�

The multicriterion choice in set of alternatives of any nature witch be compared using numerical estimates
is done in this article. The Lagrange vector-function is build for DL-problem.

Â ðîáîòi éäåòüñÿ ïðî áàãàòîêðèòåðiàëüíèé âèáið íà ìíîæèíi àëüòåðíàòèâ áóäü-ÿêî¨ ïðèðîäè, ÿêi
ïîðiâíþþòüñÿ çà äîïîìîãîþ ÷èñëîâèõ îöiíîê. Äëÿ DL-çàäà÷i ïîáóäîâàíà âåêòîðíà ôóíêöiÿ Ëà-
ãðàíæà.

Éäåòüñÿ ïðî áàãàòîêðèòåðiàëüíèé âèáið íà ìíîæèíi àëüòåðíàòèâ áóäü � ÿêî¨ ïðè-
ðîäè [1], ÿêi ïîðiâíþþòüñÿ ìiæ ñîáîþ çà äîïîìîãîþ ÷èñëîâèõ îöiíîê. Íåõàé ck(x),
k = 1, 2, ..., q, � ôóíêöi¨ îöiíîê (ñêàëÿðíi êðèòåðiàëüíi ôóíêöi¨). Çàäà÷i ôîðìóëþþ-
òüñÿ ÿê çàäà÷i âåêòîðíî¨ îïòèìiçàöi¨, òðàíçèòèâíi ïîðÿäêè âiääà÷i ïåðåâàãè â ÿêèõ
âèçíà÷àþòüñÿ çà äîïîìîãîþ îïóêëèõ êîíóñiâ â ïðîñòîði ñêàëÿðíèõ êðèòåði¨â Rq;
c(x) = (c1(x), c2(x), ..., cq(x))

T � âåêòîðíà êðèòåðiàëüíà ôóíêöiÿ. ßê îñíîâíà ðîçâ'ÿ-
çó¹òüñÿ óçàãàëüíåíà ïàðåòiâñüêà çàäà÷à (UP -çàäà÷à) [1, 2] ç äîïóñòèìîþ ìíîæèíîþ
àëüòåðíàòèâ X, âèçíà÷åíî¨ áóäü-ÿêèì ñïîñîáîì. Ïîðÿäîê âiääà÷i ïåðåâàãè â öié çà-
äà÷i (UP -ïîðÿäîê) âèçíà÷à¹òüñÿ îïóêëèì êîíóñîì UP â Rq ÿê ìíîæèíîþ òî÷îê (âå-
êòîðiâ) u = (u1, u2, ..., uq)

T , ùî çàäîâîëüíÿþòü ïàðåòiâñüêié íåðiâíîñòi πu >P 0, äå
π = {πij} � íåâèðîäæåíà q×q ìàòðèöÿ, òàêà ùî UP -ïîðÿäîê ¹ ïiäïîðÿäêîì ëåêñèêî-
ãðàôi÷íîãî ïîðÿäêó (L-ïîðÿäêó), âèçíà÷åíîãî îïóêëèì êîíóñîì L â Rq ÿê ìíîæèíîþ
ëåêñèêîãðàôi÷íî äîäàòíèõ òî÷îê (u >L 0). Â çàãàëüíîìó, UP -ïîðÿäîê ¹ ïiäïîðÿäêîì
L-ïîðÿäêó çà ïðàâèëîì âiääà÷i ïåðåâàãè, ÿêùî i òiëüêè ÿêùî UP ⊂ L [1]. Ç ïîïå-
ðåäíüîãî ïðèïóùåííÿ âèïëèâà¹, ùî îïòèìàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ëåêñèêîãðàôi÷íî¨ çàäà÷i
(L-çàäà÷i) ¹ é îïòèìàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì UP -çàäà÷i, ÿêùî öi çàäà÷i âèçíà÷åíi îäíi¹þ i
òi¹þ êðèòåðiàëüíîþ ôóíêöi¹þ òà îäíi¹þ i òi¹þ äîïóñòèìîþ ìíîæèíîþ àëüòåðíàòèâ
[1].

Ïåðåëiê îïòèìàëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ UP -çàäà÷i çäiéñíþ¹òüñÿ çà ñõåìîþ ïîäiáíîþ òié,
ÿêà îïèñàíà â ñòàòòi [3]. Çà öi¹þ ñõåìîþ, íà êîæíîìó êðîöi ðîçâ'ÿçó¹òüñÿ êîí'þí-
êòèâíà ëåêñèêîãðàôi÷íà çàäà÷à (KL-çàäà÷à) � çàäà÷à, äîïóñòèìà ìíîæèíà â ÿêié
âèçíà÷åíà ÿê ïåðåòèí ìíîæèí. Ïðè öüîìó, ìîæå áóòè, ùî îïòèìàëüíèé ðîçâ'ÿçîê
íå êîæíî¨ ç KL-çàäà÷ ¹ é îïòèìàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì ïàðåòiâñüêî¨ çàäà÷i (P -çàäà÷i),
ùî ïðèçâîäèòü äî ïîâíîãî ïåðåáîðó ìíîæèíè äîïóñòèìèõ çíà÷åíü ôóíêöi¨ c(x) � äî
ïåðåáîðó òî÷îê ìíîæèíè C = {c(x) | x ∈ X}.

Íà êîæíîìó êðîöi ñõåìè ïåðåëiêó îïòèìàëüíèõ çíà÷åíü ôóíêöi¨ c(x) â UP -çàäà÷i,
ñõåìè, ÿêà ïðîïîíó¹òüñÿ òóò, ðîçâ'ÿçó¹òüñÿ äèç'þíêòèâíà ëåêñèêîãðàôi÷íà çàäà÷à
(DL-çàäà÷à) �- çàäà÷à, äîïóñòèìà ìíîæèíà â ÿêié âèçíà÷åíà ÿê îá'¹äíàííÿ ìíîæèí.
Îïòèìàëüíi ðîçâ'ÿçêè êîæíî¨ çDL-çàäà÷ ÿâëÿþòüñÿ îïòèìàëüíèìè ðîçâ'ÿçêàìè UP -
çàäà÷i.

Ñòîñîâíî DL-çàäà÷i â çàãàëüíié ïîñòàíîâöi, äîïóñòèìà ìíîæèíà â ÿêié âèçíà÷åíà
çà äîïîìîãîþ îáìåæåíü�íåðiâíîñòåé íà X, ïîáóäîâàíà âåêòîðíà ôóíêöiÿ Ëàãðàíæà
� óçàãàëüíåííÿ ñêàëÿðíî¨ ôóíêöi¨ Ëàãðàíæà äèç'þíêòèâíî¨ çàäà÷i ìàòåìàòè÷íîãî
ïðîãðàìóâàííÿ [4]. Âñòàíîâëåíî çâ'ÿçîê ìiæ iñíóâàííÿì ñiäëîâî¨ òî÷êè (àáî �ñiäëà�,
ÿêùî àëüòåðíàòèâè íå ¹ åëåìåíòàìè àáñòðàêòíîãî ïðîñòîðó) i îïòèìàëüíèì ðîçâ'ÿç-
êîì öi¹¨ çàäà÷i.
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Íåõàé ĉ � áóäü-ÿêå îïòèìàëüíå çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ c(x) â UP -çàäà÷i, Ĉ � ìíîæèíà
îïòèìàëüíèõ çíà÷åíü (Ĉ ⊂ C). Âåðõíié ïåðåðiç öüîãî çíà÷åííÿ, ÿêèé ñêëàäà¹òüñÿ ç
òî÷îê c, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü ïàðåòiâñüêó íåðiâíiñòü πc >P πĉ, íå ìiñòèòü æîäíî¨ òî÷êè
ìíîæèíè C, à ìíîæèíà S(ĉ), ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç òî÷îê, ùî çàäîâîëüíÿþòü ïàðåòiâñüêó
íåðiâíiñòü πc 6P πĉ, òîáòî ìíîæèíà ðîçâ`ÿçêiâ ñèñòåìè ëiíiéíèõ íåðiâíîñòåé

πic 6 πiĉ, i = 1, 2, ..., q, (1)

äå πi � i-é âåêòîð � ðÿäîê ìàòðèöi π, íå ìiñòèòü æîäíîãî îïòèìàëüíîãî çíà÷åííÿ,
âiäìiííîãî âiä ĉ. Îòæå, ÿêùî iñíó¹ c ∈ Ĉ, c ̸= ĉ, òî c íàëåæèòü äîïîâíåííþ S(ĉ)
ìíîæèíè S(ĉ) äî Rq, òî÷íiøå, c íàëåæèòü C

∩
S(ĉ). Çà óìîâè íåâèðîäæåíîñòi ìà-

òðèöi π, S(ĉ) ¹ îá`¹äíàííÿì çíà÷åííÿ ĉ ÿê îäíîåëåìåíòíî¨ ìíîæèíè i éîãî íèæíüîãî
ïåðåðiçó. Çàçíà÷èìî, ÿêùî Si(ĉ)(i = 1, 2, ..., q) � ìíîæèíà òî÷îê, ùî çàäîâîëüíÿþòü
i�âó íåðiâíiñòü ñèñòåìè (1), òî äîïîâíåííÿì Si(ĉ) ìíîæèíè Si(ĉ) äî Rq ¹ ìíîæèíà
òî÷îê, ùî çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíiñòü

πic > πiĉ. (2)

Òàêèì ÷èíîì, çà ïðàâèëîì äå Ìîðãàíà ñòîñîâíî îïåðàöié îá`¹äíàííÿ i ïåðåòè-

íó [5], S(ĉ) =
q∪

i=1

Si(ĉ), òàê ÿê S(ĉ) =
q∩

i=1

Si(ĉ).

Íåõàé B ⊂ Ĉ � ñêií÷åíà ïiäìíîæèíà ìíîæèíè Ĉ; B � äîïîâíåííÿ ìíîæèíè B

äî ìíîæèíè Ĉ; SB =
∪
c∈B

S(c) =
∪
c∈B

(
q∩

i=1

Si(c)

)
. Çà ïðàâèëîì äå Ìîðãàíà, äîïîâíåííÿ

SB ìíîæèíè SB äî Rq âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

SB =
∩
c∈B

S(c) =
∩
c∈B

(
q∪

i=1

Si(c)

)
. (3)

Òàê ÿê B
∩
S(c) = ∅, ÿêùî c ∈ B, òî B

∩
SB = ∅. Îòæå, B ⊂ SB, òî÷íiøå,

B ⊂ CB, (4)

äå CB = C
∩
SB. Çàçíà÷èìî, ÿêùî CB = C

∩
SB, òî B ⊂ CB, C = CB

∪
CB.

Íåõàé
△
CB � ìíîæèíà çíà÷åíü ôóíêöi¨ C(x), îïòèìàëüíèõ íà CB â UP -ïîðÿäêó.

Çà óìîâè (4), ïðèðîäíüî, ïîñòà¹ ïèòàííÿ, ÷è òî÷êè ìíîæèíè B íàëåæàòü òàêîæ

ìíîæèíi
△
CB? Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî ìíîæèíè B i

△
CB ñïiâïàäàþòü, îòæå, ÿêùî

△
CB = ∅,

òî B = ∅, òîáòî B = Ĉ. Äîâåäåìî öå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 1.

B =
△
CB (5)

Äîâåäåííÿ. Íåõàé b ∈ B � áóäü-ÿêà òî÷êà (B ̸= ∅). Çà óìîâè (4), b ∈ CB.

Ïîêàæåìî, ùî b ∈
△
CB. Ïðèïóñòèìî ñóïðîòèâíå. Òîäi iñíó¹ âåêòîð c ∈ C, òàêèé ùî

πc >P πb. Òàê ÿê CB ⊂ C, òî öå ñóïåðå÷èòü îïòèìàëüíîñòi b íà C â UP -ïîðÿäêó.
Òàêèì ÷èíîì, ÿêùî B ̸= ∅, òî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà âêëþ÷åííÿ

B ⊂
△
CB. (6)

Öÿ óìîâà âèêîíó¹òüñÿ òàêîæ, ôîðìàëüíî, ÿêùî B = ∅.
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Ç äðóãîãî áîêó, íåõàé b ∈
△
CB � áóäü-ÿêà òî÷êà. Ïîêàæåìî, ùî b ∈ B, òîáòî b ∈ Ĉ.

Ïðèïóñòèìî ñóïðîòèâíå, òîáòî ùî b ̸∈ B. Öå îçíà÷à¹, ùî b ̸∈ Ĉ, òàê ÿê Ĉ = B
∪
B,

B
∩ △
CB = ∅. Òîäi iñíó¹ c ∈ C, òàêå ùî

πc >P πb. (7)

Òàê ÿê b ∈
△
CB, òî c ̸∈ CB, òîáòî c ̸∈ SB. Îòæå, c ∈ SB, òàê ÿê SB

∪
SB = Rq,

SB

∩
SB = ∅. Òîäi iñíó¹ ĉ ∈ B, òàêå ùî

πĉ >P πc. (8)

Çà òðàíçèòèâíiñòþ UP -ïîðÿäêó, ç âiäíîøåíü (7) i (8) âèïëèâà¹ âiäíîøåííÿ πĉ >P πb.

Öå îçíà÷à¹, ùî b ∈ SB, òîáòî b ̸∈ SB. Òàê ÿê
△
CB ⊂ SB, òî ìà¹ìî ïðîòèði÷÷ÿ. Îòæå

âèêîíó¹òüñÿ óìîâà âêëþ÷åííÿ

B ⊃
△
CB. (9)

Òàêèì ÷èíîì, ç óìîâ (6) i (9) âèïëèâà¹ ðiâíiñòü (5). Òåîðåìà äîâåäåíà.
Çàçíà÷èìî, ïåðåëiê îïòèìàëüíèõ ðîçâ`ÿçêiâ UP -çàäà÷i çâîäèòüñÿ äî ïåðåëiêó îï-

òèìàëüíèõ çíà÷åíü ôóíêöi¨ c(x), òîáòî äî ïåðåëiêó òî÷îê ìíîæèíè Ĉ. Âií ìîæå
çäiéñíþâàòèñÿ çà ñõåìîþ, íà ïî÷àòêîâîìó (íóëüîâîìó) êðîöi ÿêî¨ çíàõîäèòüñÿ ëåêñè-
êîãðàôi÷íèé ìàêñèìóì ĉ1 öi¹¨ ìíîæèíè, òîáòî ðîçâ`ÿçó¹òüñÿ L-çàäà÷à, ÿêó â ïðîñòîði
êðèòåði¨â àáî â ìíîæèíi àëüòåðíàòèâ çàïèøåìî, êîðîòêî, òàê:

maxLc, c ∈ C, (10)

àáîmaxLc(x), x ∈ X. Ïðè öüîìó, íàãàäà¹ìî, ùî UP -ïîðÿäîê ¹ ïiäïîðÿäêîì L-ïîðÿäêó
íà Rq çà ïðàâèëîì âiääà÷i ïåðåâàãè i, ïî-äðóãå ìíîæèíà C ìà¹ ëåêñèêîãðàôi÷íèé
ìàêñèìóì. Îòæå, íà ïåðøîìó êðîöi ñõåìè ìíîæèíà îïòèìàëüíèõ çíà÷åíü B ìiñòèòü
îäíó òî÷êó ĉ1.

Ðîçãëÿíåìî r-èé êðîê (r > 1), íà ÿêîìó ìíîæèíà B ⊂ Ĉ ñêëàäà¹òüñÿ ç r òî-
÷îê ĉl, l = 1, 2, ..., r, çíàéäåíèõ íà 0-ìó, 1-ìó, . . ., (r − 1)-ìó êðîêàõ. Íà öüîìó êðî-
öi çíàõîäèòüñÿ ëåêñèêîãðàôi÷íèé ìàêñèìóì ĉr+1 ìíîæèíè CB (= C

∩
SB), òîáòî

ðîçâ`ÿçó¹òüñÿ L-çàäà÷à:
maxLc, c ∈ CB. (11)

Ïðè öüîìó, çà ôîðìóëîþ (3), ìíîæèíà SB âèçíà÷à¹òüñÿ òàê:

SB =
r∩

l=1

(
q∪

i=1

Si(ĉ
l)

)
=
∪
v∈Qr

(
r∩

l=1

Svl(ĉ
l)

)
, (12)

äå Qr � r-âà äåêàðòîâà ñòåïiíü ìíîæèíè iíäåêñiâ Q = {1, 2, ..., q}, v = {v1, v2, ..., vq}T .
Îòæå, çà ôîðìóëîþ (12), SB ¹ îá`¹äíàííÿì qr ìíîæèí, âiäïîâiäíèõ âåêòîðàì ìíîæè-
íè Qr. Âåêòîðó v ∈ Qr âiäïîâiäà¹ ïåðåòèí ìíîæèí Svl(ĉ

l), l = 1, 2, ..., r. Òàê ÿê êîæíà
ç öèõ ìíîæèí çàäà¹òüñÿ íåðiâíiñòþ âèãëÿäó (2), òî ¨õ ïåðåòèí çàäà¹òüñÿ ñèñòåìîþ
íåðiâíîñòåé

πvlc > πvl ĉ
l, l = 1, 2, ..., r. (13)

Çàçíà÷èìî, òî÷êà c íàëåæèòü ìíîæèíi CB, ÿêùî i òiëüêè ÿêùî c ∈ C i iñíó¹
âåêòîð v ∈ Qr, òàêèé, ùî òî÷êà c çàäîâîëüíÿ¹ âiäïîâiäíó éîìó ñèñòåìó íåðiâíîñòåé
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(13). Òàêèì ÷èíîì, çàäà÷à (11) ¹ DL�çàäà÷åþ. Â ìíîæèíi àëüòåðíàòèâ çàïèøåìî ¨¨
òàê:

maxLc(x), x ∈ X (14)

∃v ∈ Qr, πvlc(x) > πvl ĉ
l, l = 1, 2, ..., r. (15)

ßêùî çàäà÷à (14) � (15) ìà¹ îïòèìàëüíèé ðîçâ`ÿçîê, ç âiäïîâiäíèì éîìó îïòèìàëü-
íèì çíà÷åííÿì ĉr+1, òî çà òåîðåìîþ 1, âií ¹ îïòèìàëüíèì ðîçâ`ÿçêîì UP -çàäà÷i,
ĉr+1 ∈ Ĉ. ßêùî æ âîíà íåäîïóñòèìà, òîáòî CB = ∅, òî B = Ĉ.

Íàÿâíiñòü â îáìåæåííÿõ (15) DL�çàäà÷i ñòðîãèõ íåðiâíîñòåé ìîæå ñïðè÷èíèòè
íåçàìêíåíiñòü ¨¨ äîïóñòèìî¨ ìíîæèíè, îòæå, äîïóñòèìà çàäà÷à ìîæå íå ìàòè îïòè-
ìàëüíîãî ðîçâ`ÿçêó, ÿêùî, íàâiòü, ¨¨ äîïóñòèìà ìíîæèíà îáìåæåíà. Àëå, ÿêùî, íà-
ïðèêëàä, âèêîíóþòüñÿ àáî íàêëàäàþòüñÿ âiäïîâiäíi óìîâè öiëî÷èñëîâîñòi (äèñêðå-
òíîñòi), òî ñèñòåìè ñòðîãèõ íåðiâíîñòåé â óìîâi (15) ìîæóòü áóòè çàìiíåíi ñèñòåìàìè
íåñòðîãèõ íåðiâíîñòåé.

Ñåðåä íåðiâíîñòåé (13) ìîæóòü áóòè äâi àáî áiëüøå îäíàêîâi íåðiâíîñòi, áî âåêòîð
v ∈ Qr, ÿêèé âiäïîâiäà¹ ¨õ ñèñòåìi, ìîæå ìàòè äâi àáî áiëüøå ðiâíi êîìïîíåíòè.

ßêùî ñèñòåìà íåðiâíîñòåé (13) ìà¹ îäíàêîâi íåðiâíîñòi òî, î÷åâèäíî, çàìiñòü íèõ
â ñèñòåìi äîöiëüíî çàëèøèòè òiëüêè îäíó, iíøi âèëó÷èòè. Îòæå, âðàõîâóþ÷è öå çà-
óâàæåííÿ, äîïóñòèìîþ ìíîæèíîþ DL-çàäà÷i (14) � (15) ¹ îá`¹äíàííÿ qr ïiäìíîæèí
ìíîæèíè X, êîæíà ç ÿêèõ çàäà¹òüñÿ íà X çà äîïîìîãîþ íå áiëüøå íiæ r íåðiâíîñòåé.
Äîïóñòèìîþ ìíîæèíîþ L-çàäà÷i (10), ÿêà ðîçâ`ÿçó¹òüñÿ íà 0-ìó êðîöi ¹ äîïóñòèìà
ìíîæèíà X UP -çàäà÷i.

Îòæå, â çàãàëüíîìó, äîïóñòèìà ìíîæèíà G DL-çàäà÷i

maxLc(x), x ∈ G, (16)

¹ îá`¹äíàííÿì äåÿêîãî ÷èñëà n çàäàíèõ ìíîæèí Gj, j = 1, 2, ..., n (n > 1). (Â çàäà÷i
(14) � (15), íàãàäà¹ìî, ÷èñëî öèõ ìíîæèí ðiâíå qr. Êîæíà ç íèõ âiäïîâiäà¹ ïåâíîìó
âåêòîðó v ∈ Qr i ¹ ïåðåòèíîì ìíîæèíè X ç ìíîæèíîþ àëüòåðíàòèâ, ÿêi çàäîâîëüíÿ-
þòü íåðiâíîñòi ñèñòåìè r íåðiâíîñòåé â óìîâi (15).)

Ðîçãëÿíåìî n KL-çàäà÷:

maxLc(x), x ∈ Gj, j ∈ N, (17)

N = {1, 2, ..., n}. Íåõàé N = {j ∈ N | Gj ̸= ∅}. Î÷åâèäíî, x̂ ¹ îïòèìàëüíèì ðîçâ`ÿçêîì
çàäà÷i (16), ÿêùî i òiëüêè ÿêùî x̂ ¹ îïòèìàëüíèì ðîçâ`ÿçêîì îäíi¹¨ iç çàäà÷ (17) i äëÿ
âñiõ x ∈ G âèêîíó¹òüñÿ íåñòðîãà ëåêñèêîãðàôi÷íà íåðiâíiñòü c(x̂) >L c(x). Çîêðåìà,
íåõàé Ĝj, j ∈ N � ìíîæèíè îïòèìàëüíèõ ðîçâ`ÿçêiâ âiäïîâiäíèõ (äîïóñòèìèõ) çàäà÷
(17); ĉt = maxL{ĉj| j ∈ N}, äå ĉj � îïòèìàëüíå çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ c(x) â j-ié çàäà÷i

(17);
△
N = {j ∈ N | ĉj = ĉt}. Òîäi Ĝ =

∪
j∈

△
N

Ĝj ¹ ìíîæèíîþ îïòèìàëüíèõ ðîçâ`ÿçêiâ

çàäà÷i (16).
Íåõàé ìíîæèíà Gj (j ∈ N) â ìíîæèíi àëüòåðíàòèâ A çàäàíà ñèñòåìîþ íåðiâíî-

ñòåé gji (x) > bi, i = 1, 2, ...,mj (mj > 1); gji � ñêàëÿðíà ôóíêöiÿ, âèçíà÷åíà íà A, bi �
çàäàíå ÷èñëî. Ðîçãëÿíåìî DL-çàäà÷ó

maxLc(x),

∃j ∈ N, gji (x) > bi, i = 1, 2, ...,mj,
(18)
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i äëÿ íå¨ ïîáóäó¹ìî âåêòîðíó ôóíêöiþ Z(x, y) = c(x) + maxL
j∈N

mj∑
i=1

(gji − bi)yi, x ∈ A,

y = (y1, y2, ..., ym) � êîðòåæ (âåêòîð-âåêòîð [1]), êîìïîíåíòàìè ÿêîãî ¹ âåêòîðè
yi = (yi1, yi2, ..., yiq) ∈ Rq, i = 1, 2, ...,m, m = max

j∈N
mj. Öþ ôóíêöiþ íàçèâà¹ìî ôóí-

êöi¹þ Ëàãðàíæà çàäà÷i (18); yi, i = 1, 2, ...,m � âåêòîðíèìè ìíîæíèêàìè Ëàãðàíæà.
Âîíà çàëåæèòü âiä àëüòåðíàòèâè x ∈ A im×q äiéñíèõ çìiííèõ, ÿêi ñêëàäàþòü êîðòåæ
y, i ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ â Rq. Ïàðó (x̂, ŷ), x̂ ∈ A, ŷ ∈ Rm×q, íàçèâà¹ìî ñiäëîì ôóíêöi¨
Z (àáî ñiäëîâîþ òî÷êîþ ôóíêöi¨ Z, ÿêùî x ¹ òî÷êîþ àáñòðàêòíîãî ïðîñòîðó), ÿêùî
i òiëüêè ÿêùî

Z(x̂, y) >L Z(x̂, ŷ) >L Z(x, ŷ) (19)

äëÿ âñiõ x ∈ A, yi >L 0, i = 1, 2, ...,m.

Òåîðåìà 2. ßêùî (x̂, ŷ) ñiäëî ôóíêöi¨ Z, òî âèêîíó¹òüñÿ ëåêñèêîãðàôi÷íà íåðiâ-
íiñòü

max
j∈N

L

mj∑
i=1

(gji (x̂)− bi)ŷi 6L 0 (20)

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ëiâó ç ëåêñèêîãðàôi÷íèõ íåðiâíîñòåé (19): Z(x̂, y) >L

Z(x̂, ŷ), äëÿ âñiõ yi >L 0, i = 1, 2, ...,m. Âðàõîâóþ÷è âèãëÿä ôóíêöi¨ Z, ç öi¹¨ íåðiâíîñòi
âèïëèâà¹, ùî

max
j∈N

L

mj∑
i=1

(gji (x̂)− bi)yi >L max
j∈N

L

mj∑
i=1

(gji (x̂)− bi)ŷi (21)

äëÿ âñiõ yi >L 0, i = 1, 2, ...,m. Òàê ÿê ëiâà ÷àñòèíà â ëåêñèêîãðàôi÷íié íåðiâíîñòi
(21) äîðiâíþ¹ íóëüîâîìó âåêòîðó, ÿêùî yi = 0, i = 1, 2, ...,m, òî ç íå¨ âèïëèâà¹
ëåêñèêîãðàôi÷íà íåðiâíiñòü (20). Òåîðåìà äîâåäåíà.

Òåîðåìà 3. ßêùî ëåêñèêîãðàôi÷íà íåðiâíiñòü (20) âèêîíó¹òüñÿ, ÿê ñòðîãà íå-
ðiâíiñòü, òîäi x̂ ¹ íåäîïóñòèìîþ àëüòåðíàòèâîþ â çàäà÷i (18) (x̂ ̸∈ G), îòæå x̂ íå
¹ îïòèìàëüíèì ðîçâ`ÿçêîì öi¹¨ çàäà÷i.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé max
j∈N

L
mj∑
i=1

(gji (x̂)− bi)ŷi =
mt∑
i=1

(gti(x̂)− bi)ŷi (<L 0). Îòæå, ñòðîãà

ëåêñèêîãðàôi÷íà íåðiâíiñòü
mj∑
i=1

(gji (x̂)− bi)ŷi <
L 0 âèêîíó¹òüñÿ i äëÿ j ∈ N, j ̸= t.

Òîäi, î÷åâèäíî, öå îçíà÷à¹, ùî äëÿ êîæíîãî j ∈ N iñíó¹ tj ∈ N, 1 6 tj 6 mj, òàêå,
ùî gjtj(x̂) < btj , òîáòî x̂ ̸∈ Gj, j ∈ N . Òåîðåìà äîâåäåíà.

Òåîðåìà 4. ßêùî x̂ â ñiäëi ôóíêöi¨ Z ¹ äîïóñòèìèì ðîçâ`ÿçêîì çàäà÷i (18)
(x̂ ∈ G), òîäi ëåêñèêîãðàôi÷íà íåðiâíiñòü (20) âèêîíó¹òüñÿ ÿê ðiâíiñòü.

Äîâåäåííÿ. Çà óìîâè òåîðåìè, iñíó¹ tj ∈ N , òàêèé ùî gtji (x̂) > bi, i = 1, 2, ...,mtj .
Îòæå, çà îçíà÷åííÿì ôóíêöi¨ Z, âèêîíó¹òüñÿ ëåêñèêîãðàôi÷íà íåðiâíiñòü

max
j∈N

L

mj∑
i=1

(gji (x̂)− bi)ŷi >L 0. (22)

Òîäi ç ëåêñèêîãðàôi÷íèõ íåðiâíîñòåé (20) i (22) âèïëèâà¹ ðiâíiñòü

max
j∈N

L

mj∑
i=1

(gji (x̂)− bi)ŷi = 0. (23)

Òåîðåìà äîâåäåíà.
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Òåîðåìà 5. ßêùî x̂ â ñiäëi ôóíêöi¨ Z ¹ äîïóñòèìèì ðîçâ`ÿçêîì çàäà÷i (18), òîäi
x̂ ¹ îïòèìàëüíèì ðîçâ`ÿçêîì öi¹¨ çàäà÷i.

Äîâåäåííÿ. Çà òåîðåìîþ 4 âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü (23). Òîäi, çà îçíà÷åííÿì ñiäëà
ôóíêöi¨ Z, ç ïðàâî¨ ç ëåêñèêîãðàôi÷íèõ íåðiâíîñòåé (19) âèïëèâà¹, ùî

c(x̂) >L c(x) +max
j∈N

L

mj∑
i=1

(gji (x)− bi)ŷi (24)

äëÿ âñiõ x ∈ G, òàê ÿê G ⊂ A. Îòæå, iñíó¹ tj ∈ N , òàêèé, ùî g
tj
i (x) > bi,

i = 1, 2, ...,mtj , äëÿ âñiõ Gtj , òîáòî

max
j∈N

L

mj∑
i=1

(gji (x)− bi)ŷi >L 0 (25)

äëÿ âñiõ x ∈ G. Âðàõîâóþ÷è óìîâó (25), ç óìîâè (24) ìà¹ìî, ùî c(x̂) >L c(x) äëÿ âñiõ
x ∈ G. Òåîðåìà äîâåäåíà.
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