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In this paper we consider the problem of classifying representations of finite groups by unitriangular
matrices over a field.

Ó öié ñòàòòi ìè ðîçãëÿäà¹ìî çàäà÷ó ïðî îïèñ çîáðàæåíü ñêií÷åííèõ ãðóï óíiòðèêóòíèìè ìàòðèöÿìè
íàä ïîëåì.

Óíiòðèêóòíèì çîáðàæåííÿì ãðóïè G íàä ïîëåì k íàçâåìî ãîìîìîðôiçì G â ãðóïó
UTUTUTn(k) (âåðõíiõ) óíiòðèêóòíèõ ìàòðèöü íàä k, äå n � äåÿêå íàòóðàëüíå ÷èñëî. Äâà
óíiòðèêóòíi çîáðàæåííÿ S : G → UTUTUTn(k) òà T : G → UTUTUTn(k) íàçâåìî óíiòðèêóòíî
åêâiâàëåíòíèìè, ÿêùî iñíó¹ óíiòðèêóòíà ìàòðèöÿ M , òàêà, ùî S(g) = MT (g)M−1

äëÿ äîâiëüíîãî g ∈ G. ßêùî õàðàêòåðèñòèêà ïîëÿ k äiëèòü ïîðÿäîê ãðóïè G, òî
óíiòðèêóòíå çîáðàæåííÿ íàçâåìî ìîäóëÿðíèì.

Áåçïîñåðåäíüî iç ðåçóëüòàòiâ ðîáîòè [1] âèïëèâà¹, ùî çàäà÷à ïðî îïèñ óíiòðèêó-
òíèõ çîáðàæåíü íåñêií÷åííî¨ öèêëi÷íî¨ ãðóïè ìiñòèòü â ñîái çàäà÷ó ïðî óíiòðèêóòíó
ïîäiáíiñòü ïàðè ìàòðèöü (òîáòî ïîäiáíiñòü çà äîïîìîãîþ óíiòðèêóòíèõ ìàòðèöü). Ó
öié ñòàòòi ìè îòðèìó¹ìî ïîäiáíèé ðåçóëüòàò äëÿ ìîäóëÿðíèõ çîáðàæåíü áiëüøîñòi
ñêií÷åííèõ ãðóï (òåîðåìè 2 i 3). Îêðiì òîãî, ìè âêàçó¹ìî ïîâíèé îïèñ ìîäóëÿðíèõ
óíiòðèêóòíèõ çîáðàæåíü öèêëi÷íî¨ ãðóïè äðóãîãî ïîðÿäêó (òåîðåìà 1).

1. Ìîäóëÿðíi óíiòðèêóòíi çîáðàæåííÿ öèêëi÷íî¨ ãðóïè äðóãîãî ïîðÿä-
êó. Óíiòðèêóòíi çîáðàæåííÿ öèêëi÷íî¨ ãðóïè äðóãîãî ïîðÿäêó íàä ïîëåì õàðàêòå-
ðèñòèêè p ̸= 2 îïèñóþòüñÿ òðèâiàëüíèì ÷èíîì � âîíè âè÷åðïóþòüñÿ îäèíè÷íèìè
çîáðàæåííÿìè, òîáòî òàêèìè çîáðàæåííÿìè, âñi ìàòðèöi ÿêèõ ¹ îäèíè÷íèìè (äèâ.
ïàðàãðàô 3). Ó öüîìó ïàðàãðàôi ìè îïèøåìî ìîäóëÿðíi óíiòðèêóòíi çîáðàæåííÿ
öèêëi÷íî¨ ãðóïè äðóãîãî ïîðÿäêó.

Äëÿ äîâiëüíèõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë p i q, òàêèõ, ùî p ≤ q, ïîêëàäåìî [p, q] =
= {p, p + 1, . . . , q}, [p, q]2 = [p, q] × [p, q] òà ïîçíà÷èìî ÷åðåç [p, q]2< ïiäìíîæèíó âñiõ
åëåìåíòiâ (i, j) iç [p, q]2, òàêèõ, ùî i < j.

×åðåç k ïîçíà÷à¹ìî äîâiëüíå ïîëå õàðàêòåðèñòèêè 2 i ïîêëàäåìî k∗ = k \0. ×åðåç
E(n) áóäåìî ïîçíà÷àòè îäèíè÷íó ìàòðèöþ ðîçìiðó n× n, à ÷åðåç Iij(n) � ìàòðèöþ
ðîçìiðó n×n, â ÿêié íà ìiñöi (i, j) ñòî¨òü îäèíè÷íèé åëåìåíò, à íà ðåøòi ìiñöü ñòîÿòü
íóëüîâi åëåìåíòè.

Íåõàé P � ïiäìíîæèíà â [1, n]2<. Åëåìåíò x = (i, j) ∈ [1, n]2< íàçâåìî P -içîëüî-
âàíèì, ÿêùî äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòó y = (p, q) ∈ P , y ̸= x, ìíîæèíà {i, j} ∩ {p, q}
ïîðîæíÿ (çðîçóìiëî, ùî y = x ìîæå ìàòè ìiñöå ëèøå â òîìó âèïàäêó, êîëè x ∈ P ).
Ïîçíà÷èìî ÷åðåç In ñóêóïíiñòü âñiõ ïiäìíîæèí P ⊂ [1, n]2<, P ̸= ∅, òàêèõ, ùî êîæíèé
åëåìåíò x ∈ P ¹ P -içîëüîâàíèì.

Ìíîæèíó âñiõ ïàð (X,λ), äåX ∈ In i λ� âiäîáðàæåííÿ içX â k∗, áóäåìî ïîçíà÷àòè
÷åðåç Pn; çàìiñòü λ((i, j)) áóäåìî ïèñàòè λ(i, j).

Ìè çiñòàâëÿ¹ìî ïàði (X,λ) ∈ Pn ìàòðèöþ M(X,λ) ∈ UTUTUTn(k) íàñòóïíèì ÷èíîì:

M(X,λ) = E(n) +
∑

(i,j)∈X

λ(i, j)Iij(n).

Î÷åâèäíî, ùî (M(X,λ))2 = E(n).
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Ìîäóëÿðíå óíiòðèêóòíå çîáðàæåííÿ K öèêëi÷íî¨ ãðóïè äðóãîãî ïîðÿäêó G =
= {a | a2 = 1}, òàêå, ùî K(a) =M(X,λ), áóäåìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç K(X,λ).

Íàñòóïíà òåîðåìà ïîâíiñòþ îïèñó¹ (ç òî÷íiñòþ äî óíiòðèêóòíî¨ åêâiâàëåíòíîñòi)
ìîäóëÿðíi óíiòðèêóòíi çîáðàæåííÿ öèêëi÷íî¨ ãðóïè äðóãîãî ïîðÿäêó.

Òåîðåìà 1. 1) Áóäü-ÿêå ìîäóëÿðíå óíiòðèêóòíå çîáðàæåííÿ öèêëi÷íî¨ ãðóïè
äðóãîãî ïîðÿäêó óíiòðèêóòíî åêâiâàëåíòíå çîáðàæåííþ âèäó K(X,λ).

2) Çîáðàæåííÿ K(X,λ) i K(X′,λ′) íå ¹ óíiòðèêóòíî åêâiâàëåíòíèìè, ÿêùî (X,λ) ̸=
̸= (X ′, λ′).

Òåîðåìà 1 âèïëèâà¹ iç îñíîâíîãî ðåçóëüòàòó ðîáîòè [2], â ÿêié àâòîð îïèñàâ ïîâíó
ñèñòåìó ïðåäñòàâíèêiâ êëàñiâ ñïðÿæåíèõ åëåìåíòiâ ãðóïè UTUTUTn(k), ùî ñêëàäàþòüñÿ
iç åëåìåíòiâ ïîðÿäêó 2 (ïðîñòî öåé ðåçóëüòàò ïîòðiáíî ïåðåôîðìóëþâàòè â òåðìiíàõ
òåîði¨ çîáðàæåíü).

2. Îçíà÷åííÿ óíiòðèêóòíî äèêèõ ãðóï. Ïåðåä òèì, ÿê ïåðåéòè áåçïîñåðåäíüî
äî îñíîâíîãî ïîíÿòòÿ öüîãî ïàðàãðàôó, ñôîðìóëþ¹ìî âàæëèâå äëÿ íàñ òâåðäæåííÿ.
Óñi ìàòðèöi ðîçãëÿäà¹ìî íàä äîâiëüíèì ïîëåì. Îäèíè÷íó ìàòðèöþ (áóäü-ÿêîãî ðîç-
ìiðó m×m) áóäåìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç E.

Òâåðäæåííÿ 1. Çàäà÷à ïðî ïðèâåäåííÿ îäíi¹¨ (íàâiòü óíiòðèêóòíî¨) ìàòðèöi
íàä ïîëåì çà äîïîìîãîþ óíiòðèêóòíèõ ïîäiáíèõ ïåðåòâîðåíü ìiñòèòü â ñîái çàäà÷ó
ïðî ïðèâåäåííÿ ïàðè ìàòðèöü çà äîïîìîãîþ (îäíàêîâèõ) óíiòðèêóòíèõ ïîäiáíèõ
ïåðåòâîðåíü.

Öå òâåðäæåííÿ âïåðøå äîâåäåíî â ðîáîòi [1], ïðèñâÿ÷åíié âèâ÷åííþ ñêií÷åííèõ
ãðóï óíiòðèêóòíèõ ìàòðèöü (ôîðìàëüíî äëÿ ñêií÷åííîãî ïîëÿ, à ïî ñóòi äëÿ äîâiëü-
íîãî).

Óêàæåìî iäåþ íàøîãî äîâåäåííÿ.
Ðîçãëÿíåìî ñïî÷àòêó ìàòðèöi âèãëÿäó

X1(A) =



E E 0 0 0 0
0 E 0 E A 0
0 0 E E E 0
0 0 0 E 0 0
0 0 0 0 E E
0 0 0 0 0 E

 ,

äå A � äîâiëüíà ìàòðèöÿ (âñi êëiòèíè îäíàêîâîãî ðîçìiðó).
Ðîçãëÿäàþ÷è ðiâíiñòü X1(A)C = CX1(B), äå C � óíiòðèêóòíà ìàòðèöÿ ç íåâèçíà-

÷åíèìè êîåôiöi¹íòàìè, ïîêàæåìî, ùî X1(A) i X1(B) óíiòðèêóòíî ïîäiáíi òîäi i ëèøå
òîäi, êîëè óíiòðèêóòíî ïîäiáíèìè ¹ ìàòðèöi A i B (çðîçóìiëî, ùî êëiòèíè ìàòðèöü
X1(A) i X1(B) ìîæíà ââàæàòè îäíàêîâîãî ðîçìiðó, iíàêøå âîíè íå ìîæóòü áóòè ïî-
äiáíèìè ÿê ìàòðèöi ðiçíîãî ðîçìiðó). Ðîçiá'¹ìî ìàòðèöþ C íà áëîêè ó âiäïîâiäíîñòi
ç ðîçáèòòÿì ìàòðèöü X1(A) òà X1(B):

C =



C11 C12 C13 C14 C15 C16

0 C22 C23 C24 C25 C26

0 0 C33 C34 C35 C36

0 0 0 C44 C45 C46

0 0 0 0 C55 C56

0 0 0 0 0 C66

 ,
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äå C11, . . . , C66 � óíiòðèêóòíi ìàòðèöi; ïåðåìíîæèâøè áëîêîâi ìàòðèöi, ÿêi ñòîÿòü
â ëiâié i ïðàâié ÷àñòèíàõ ðiâíîñòi òà ïðèðiâíÿâøè âiäïîâiäíi ìàòðèöi, îòðèìà¹ìî
íàñòóïíó ñèñòåìó ëiíiéíèõ ìàòðè÷íèõ ðiâíÿíü âiäíîñíî íåíóëüîâèõ êëiòèí ìàòðèöi
C (òîòîæíi ðiâíÿííÿ ìè íå âêàçó¹ìî):

C22 = C11, (1)

C23 = 0, (2)

C24 = C12 + C13, (3)

C25 = C12B + C13, (4)

C26 = C15, (5)

C44 = C22 + C23, (6)

C45 + AC55 = C22B + C23, (7)

C46 + AC56 = C25, (8)

C44 = C33, (9)

C45 + C55 = C33, (10)

C46 + C56 = C35, (11)

0 = C45, (12)

C66 = C55. (13)

Ïðîàíàëiçó¹ìî öþ ñèñòåìó. Iç ðiâíÿíü (1), (2), (6), (9), (10), (12), (13) âèïëèâà¹, ùî
C11 = C22 = C33 = C44 = C55 = C66, à iç ðiâíÿíü (2), (7), (12) � ùî AC55 = C22B; çíà-
÷èòü AC22 = C22B àáî (C22)

−1AC22 = B (çàóâàæèìî, ùî ìàòðèöÿ C22 óíiòðèêóòíà).
I òîìó ÿêùî ìàòðèöi X1(A) i X1(B) óíiòðèêóòíî ïîäiáíi, òîáòî ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü
X1(A)C = CX1(B) äëÿ äåÿêî¨ (ôiêñîâàíî¨) óíiòðèêóòíî¨ ìàòðèöi C, òî ìàòðèöi A i
B ¹ óíiòðèêóòíî ïîäiáíèìè.

Íàâïàêè, ÿêùî ìàòðèöi A i B ¹ óíiòðèêóòíî ïîäiáíèìè, òîáòî AX = XB äëÿ äå-
ÿêî¨ óíiòðèêóòíî¨ ìàòðèöiX, òîX1(A)C = CX1(B) äëÿ áëîêîâî-äiàãîíàëüíî¨ ìàòðèöi
C iç äiàãîíàëüíèìè áëîêàìè Cii = X, i çíà÷èòü ìàòðèöi X1(A) i X1(B) óíiòðèêóòíî
ïîäiáíi.

Îòæå, çàäà÷à ïðî ïðèâåäåííÿ óíiòðèêóòíî¨ ìàòðèöi çà äîïîìîãîþ óíiòðèêóòíèõ
ïîäiáíèõ ïåðåòâîðåíü ìiñòèòü â ñîái àíàëîãi÷íó çàäà÷ó äëÿ äîâiëüíî¨ ìàòðèöi. Öå
òâåðäæåííÿ áåçïîñåðåäíüî íå çâ'ÿçàíå ç òâåðäæåííÿì 1, àëå âîíî ëåãêî óçàãàëüíþ¹-
òüñÿ íà âèïàäîê ïàðè ìàòðèöü (ÿêèé ðîçãëÿäà¹òüñÿ â òâåðäæåííi 1). À ñàìå, ðîçãëÿ-
íåìî òåïåð ìàòðèöi âèãëÿäó

X2(A1, A2) =



E E 0 0 0 0 0 0 0
0 E 0 E 0 0 0 0 0
0 0 E 0 E 0 0 0 0
0 0 0 E 0 0 E A1 0
0 0 0 0 E 0 E A2 0
0 0 0 0 0 E E E 0
0 0 0 0 0 0 E 0 0
0 0 0 0 0 0 0 E E
0 0 0 0 0 0 0 0 E


,

äå A1, A2 � äîâiëüíi ìàòðèöi (âñi êëiòèíè îäíàêîâîãî ðîçìiðó).
Ðîçãëÿäàþ÷è ðiâíiñòü X2(A1, A2)C = CX2(B1, B2), äå C � óíiòðèêóòíà ìàòðèöÿ

ç íåâèçíà÷åíèìè êîåôiöi¹íòàìè, ëåãêî âïåâíèòèñÿ â òîìó, ùî X2(A1, A2) i X2(B1, B2)
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óíiòðèêóòíî ïîäiáíi òîäi i ëèøå òîäi, êîëè óíiòðèêóòíî ïîäiáíèìè ¹ ïàðè (A1, A2) i
(B1, B2). Öå çäiéñíþ¹òüñÿ òàêèì æå ÷èíîì: ÿê i ó âèïàäêó ìàòðèöü âèãëÿäó X1(A)
(ç òåõíi÷íî¨ òî÷êè çîðó öåé âèïàäîê áiëüø ãðîìiçäêèé, àëå íiÿêèõ ïðèíöèïîâèõ òðó-
äíîùiâ íåìà¹).

Çàóâàæèìî, ùî çàäà÷à ïðî ïðèâåäåííÿ îäíi¹¨ óíiòðèêóòíî¨ ìàòðèöi íàä ïîëåì çà
äîïîìîãîþ óíiòðèêóòíèõ ïîäiáíèõ ïåðåòâîðåíü ìiñòèòü â ñîái àíàëîãi÷íó çàäà÷ó íå
ëèøå äëÿ ïàðè ìàòðèöü, à i äëÿ m > 2 ìàòðèöü. ßêùî âðàõóâàòè ñêàçàíå âèùå,
âiäïîâiäíi ìàòðèöi Xm(A1, A2, . . . , Am) ëåãêî ïîáóäóâàòè. Ìè âêàæåìî ¨õ ëèøå äëÿ
m = 3:

X3(A1, A2, A3) =



E E 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 E 0 E 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 E 0 E 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 E 0 0 E 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 E 0 0 E 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 E 0 0 E 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 E 0 0 0 E A1 0
0 0 0 0 0 0 0 E 0 0 E A2 0
0 0 0 0 0 0 0 0 E 0 E A3 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 E E E 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 E 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 E E
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 E



.

Óñå âèùåñêàçàíå ¹ ìîòèâîì äëÿ íàñòóïíîãî îçíà÷åííÿ.
Ãðóïó G íàçâåìî óíiòðèêóòíî äèêîþ íàä ïîëåì k, ÿêùî çàäà÷à ïðî îïèñ (iç òî-

÷íiñòþ äî óíiòðèêóòíî¨ åêâiâàëåíòíîñòi) ¨¨ óíiòðèêóòíèõ çîáðàæåíü ìiñòèòü â ñîái
çàäà÷ó ïðî îïèñ êâàäðàòíèõ ìàòðèöü íàä k ç òî÷íiñòþ äî óíiòðèêóòíèõ ïîäiáíèõ
ïåðåòâîðåíü.

3. Òåîðåìè ïðî óíiòðèêóòíî äèêi ñêií÷åííi ãðóïè. Ðîçãëÿíåìî ñïî÷àòêó
âèïàäîê ìîäóëÿðíèõ çîáðàæåíü p-ãðóï.

Ìà¹ ìiñöå íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 2. Áóäü-ÿêà ñêií÷åííà p-ãðóïà G ïîðÿäêó n > 2 ¹ óíiòðèêóòíî äèêîþ
íàä ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè p.

Íåõàé ñïî÷àòêó G � öèêëi÷íà ãðóïà ïîðÿäêó n = ps > 3 (iíøèìè ñëîâàìè, êîëè
p = 2 i n = 2s, äå s ≥ 2, àáî p = 3 i n = 3s, äå s ≥ 2, àáî p > 3 i n = ps, äå s ≥ 1);
òâiðíèé åëåìåíò G ïîçíà÷èìî ÷åðåç a.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç TA, äå A � äîâiëüíà êâàäðàòíà ìàòðèöÿ (íàä k), óíiòðèêóòíå
çîáðàæåííÿ ãðóïè G, òàêå, ùî TA(a) = X1(A) (äèâ. ïîïåðåäíié ïàðàãðàô); òîé ôàêò,
ùî öå çîáðàæåííÿ ãðóïè G, âèïëèâà¹ iç ðiâíîñòi X1(A)

n = [(X1(A) − E) + E]n =
= [(X1(A) − E) + E]p

s
= (X1(A) − E)p

s
+ Eps = 0 + E = E ((X1(A) − E)p

s
= 0,

áî (X1(A) − E)4 = 0 i ps > 3). Çãiäíî âèêëàäåíîãî â ïîïåðåäíüîìó ïàðàãðàôi äâà
çîáðàæåííÿ TA i TB ãðóïè G óíiòðèêóòíî åêâiâàëåíòíi òîäi i ëèøå òîäi, êîëè ìàòðèöi
A i B óíiòðèêóòíî ïîäiáíi. À çíà÷èòü ãðóïà G óíiòðèêóòíî äèêà.

Íåõàé òåïåð G � öèêëi÷íà ãðóïà ïîðÿäêó 3: G = {a | a3 = 1} (òîäi õàðàêòåðèñòèêà
ïîëÿ äîðiâíþ¹ 3). Ïîçíà÷èìî ÷åðåç TA, äå A � äîâiëüíà êâàäðàòíà ìàòðèöÿ (íàä k),
óíiòðèêóòíå çîáðàæåííÿ ãðóïè G íàñòóïíîãî âèãëÿäó:
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TA(a) =



E E 0 0 0 0 0 0
0 E 0 0 E 0 0 0
0 0 E 0 E A 0 0
0 0 0 E E E E 0
0 0 0 0 E 0 0 0
0 0 0 0 0 E 0 0
0 0 0 0 0 0 E E
0 0 0 0 0 0 0 E


,

äå A � äîâiëüíà ìàòðèöÿ (âñi êëiòèíè îäíàêîâîãî ðîçìiðó).
Ðîçãëÿäàþ÷è ðiâíiñòü TA(a)C = CTB(a), äå C � óíiòðèêóòíà ìàòðèöÿ ç íåâèçíà-

÷åíèìè êîåôiöi¹íòàìè, ïîêàæåìî, ùî TA(a) i TA(b) óíiòðèêóòíî ïîäiáíi òîäi i ëèøå
òîäi, êîëè óíiòðèêóòíî ïîäiáíèìè ¹ ìàòðèöi A i B (êëiòèíè ìàòðèöü TA(a) i TB(a)
ìîæíà ââàæàòè îäíàêîâîãî ðîçìiðó, iíàêøå âîíè íå ìîæóòü áóòè ïîäiáíèìè ÿê ìà-
òðèöi ðiçíîãî ðîçìiðó). Ðîçiá'¹ìî ìàòðèöþ C íà áëîêè Cij ó âiäïîâiäíîñòi ç ðîçáèòòÿì
ìàòðèöü TA(a) òà TB(a) (äèâ. ïîïåðåäíié ïàðàãðàô). Ïåðåìíîæèâøè áëîêîâi ìàòðè-
öi, ÿêi ñòîÿòü â ëiâié i ïðàâié ÷àñòèíàõ ðiâíîñòi òà ïðèðiâíÿâøè âiäïîâiäíi ìàòðèöi,
îòðèìà¹ìî íàñòóïíó ñèñòåìó ëiíiéíèõ ìàòðè÷íèõ ðiâíÿíü âiäíîñíî íåíóëüîâèõ êëi-
òèí ìàòðèöi C (òîòîæíi ðiâíÿííÿ ìè íå âêàçó¹ìî):

C22 = C11, (14)

C23 = 0, (15)

C24 = 0, (16)

C25 = C12 + C13 + C14, (17)

C26 = C13B + C14, (18)

C27 = C14, (19)

C28 = C17, (20)

C55 = C22 + C23 + C24, (21)

C56 = C23B + C24, (22)

C57 = C24, (23)

C58 = C27, (24)

C55 = C33 + C34, (25)

C56 + AC66 = C33B + C34, (26)

C57 + AC67 = C34, (27)

C58 + AC68 = C37, (28)

C55 = C44, (29)

C56 + C66 = C44, C57 + C67 + C77 = C44, (30)

C58 + C68 + C78 = C47, (31)

0 = C57, (32)

0 = C67, (33)

C88 = C77. (34)

Ïðîàíàëiçó¹ìî öþ ñèñòåìó. Iç ðiâíÿíü (15), (16), (22) âèïëèâà¹, ùî C56 = 0, à iç
ðiâíÿíü (27), (33), (34) � ùî C34 = 0. Äàëi, iç ðiâíÿíü (25), (29), (30) i C34 = 0, C56 = 0
âèïëèâà¹, ùî C33 = C66. Íàðåøòi, iç (26), C56 = 0, C34 = 0 i C33 = C66 âèïëèâà¹, ùî
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AC33 = C33B (çàóâàæèìî, ùî ìàòðèöÿ C33 óíiòðèêóòíà). I òîìó ÿêùî ìàòðèöi TA(a)
i TB(a) óíiòðèêóòíî ïîäiáíi, òîáòî ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü TA(a)C = CTB(a) äëÿ äåÿêî¨
(ôiêñîâàíî¨) óíiòðèêóòíî¨ ìàòðèöi C, òî ìàòðèöi A i B ¹ óíiòðèêóòíî ïîäiáíèìè.

Íàâïàêè, ÿêùî ìàòðèöi A i B ¹ óíiòðèêóòíî ïîäiáíèìè, òîáòî AX = XB äëÿ äå-
ÿêî¨ óíiòðèêóòíî¨ ìàòðèöi X, òî TA(a)C = CTB(a) äëÿ áëîêîâî-äiàãîíàëüíî¨ ìàòðèöi
C iç äiàãîíàëüíèìè áëîêàìè Cii = X, i çíà÷èòü ìàòðèöi TA(a) i TB(a) óíiòðèêóòíî
ïîäiáíi.

Îòæå, ìè äîâåëè, ùî çîáðàæåííÿ TA i TB óíiòðèêóòíî åêâiâàëåíòíi òîäi i ëèøå
òîäi, êîëè óíiòðèêóòíî ïîäiáíèìè ¹ ìàòðèöi A i B. À çíà÷èòü ãðóïà G óíiòðèêóòíî
äèêà.

Òàêèì ÷èíîì, òåîðåìà 2 ìà¹ ìiñöå, ÿêùî ãðóïà G öèêëi÷íà.
Íåõàé ãðóïà G íåöèêëi÷íà. Îñêiëüêè â öüîìó âèïàäêó ôàêòîð-ãðóïà ïî êîìóòàíòó

H = G/G′ íå ìîæå áóòè öèêëi÷íîþ ãðóïîþ, òî H (à çíà÷èòü i G) ìà¹ ôàêòîð-ãðóïó
H0, ùî ¹ ïðÿìèì äîáóòêîì äâîõ öèêëi÷íèõ ïiäãðóï ïîðÿäêó p. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî
äëÿ p > 2 ãðóïà G ìà¹ öèêëi÷íó ôàêòîð-ãðóïó ïîðÿäêó p, à çíà÷èòü (çãiäíî äîâåäåíî-
ãî âèùå) ¹ óíiòðèêóòíî äèêîþ. Òàêèì ÷èíîì, ùîá çàâåðøèòè äîâåäåííÿ òåîðåìè, íàì
çàëèøèëîñÿ ðîçãëÿíóòè âèïàäîê, êîëè G � ïðÿìèé äîáóòîê äâîõ öèêëi÷íèõ ïiäãðóï
ïîðÿäêó 2: G = {a, b | a2 = 1, b2 = 1, ab = ba}. Ó öüîìó ïîòðiáíî ïîêëàñòè

TA(a) =

(
E E
0 E

)
, TA(b) =

(
E A
0 E

)
.

Ëåãêî ïîáà÷èòè, ùî äâà òàêi çîáðàæåííÿ TA i TB óíiòðèêóòíî åêâiâàëåíòíi òîäi i
ëèøå òîäi, êîëè ìàòðèöi A i B óíiòðèêóòíî ïîäiáíi. Çíà÷èòü G óíiòðèêóòíî äèêà.

Òåîðåìà 2 äîâåäåíà.
Ðîçãëÿíåìî òåïåð âèïàäîê äîâiëüíèõ ñêií÷åííèõ ãðóï.
Äëÿ ñêií÷åííî¨ ãðóïè G i öiëîãî ÷èñëà m ≥ 0 ïîçíà÷èìî ÷åðåç G(n) íîðìàëü-

íèé äiëüíèê G, ïîðîäæåíèé åëåìåíòàìè, ïîðÿäêè ÿêèõ âçà¹ìíî ïðîñòi ç n (çîêðåìà,
G(0) = G). Î÷åâèäíî, ùî êîëè ÷èñëî n ïðîñòå, òî ôàêòîð-ãðóïà G/G(n) ¹ n-ãðóïîþ.

Òâåðäæåííÿ 2. Íåõàé G � ñêií÷åííà ãðóïà i k � ïîëå õàðàêòåðèñòèêè p ≥ 0.
Òîäi áóäü-ÿêå óíiòðèêóòíå çîáðàæåííÿ T : G → UTUTUTn(k) iíäóêó¹òüñÿ çîáðàæåííÿì
ôàêòîð-ãðóïè G/G(p) (òîáòî T = ϕS, äå S � óíiòðèêóòíå çîáðàæåííÿ G/G(p) i
ϕ : G→ G/G(p) � ïðîåêöiÿ G íà G/G(p)).

Òâåðäæåííÿ âèïëèâà¹ iç òîãî, ùî ÿêùî Am = E äëÿ óíiòàðíî¨ ìàòðèöi A i äî òîãî
æ m âçà¹ìíî ïðîñòå ç p, òî A = E.

Áåçïîñåðåäíüî iç òåîðåìè 2 i òâåðäæåííÿ 2 (ç óðàõóâàííÿì òîãî ôàêòó, ùî G/G(p)
� p-ãðóïà) âèïëèâà¹ íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 3. Íåõàé G � ñêií÷åííà ãðóïà i k � ïîëå õàðàêòåðèñòèêè p > 0. Òîäi
a) ÿêùî p ̸= 2 i [G : G(p)] > 1, òî ãðóïà G óíiòðèêóòíî äèêà;
b) ÿêùî p = 2 i [G : G(p)] > 2, òî ãðóïà G óíiòðèêóòíî äèêà.

ßêùîG = G(p) (à öå âèêîíàíî, çîêðåìà, êîëè p âçà¹ìíî ïðîñòå ç ïîðÿäêîì ãðóïè),
òî çãiäíî òâåðäæåííÿ 2 óíiòðèêóòíi çîáðàæåííÿ ãðóïè G âè÷åðïóþòüñÿ îäèíè÷íèìè
çîáðàæåííÿìè. Ó âèïàäêó, êîëè p = 2 i [G : G(p)] = 2 óíiòðèêóòíi çîáðàæåííÿ G
îïèñó¹ òåîðåìà 2 (ç óðàõóâàííÿì òâåðäæåííÿ 2).
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