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Î ÑÂßÇÈ ÌÅÆÄÓ INJINJINJ-ÊÎÍÅ×ÍÎÑÒÞ ÒÈÏÀ È
ÏÎËÎÆÈÒÅËÜÍÎÑÒÞ ÊÂÀÄÐÀÒÈ×ÍÎÉ ÔÎÐÌÛ ÒÈÒÑÀ ÄËß
ÊÎÍÅ×ÍÛÕ ×ÀÑÒÈ×ÍÎ ÓÏÎÐßÄÎ×ÅÍÍÛÕ ÌÍÎÆÅÑÒÂ

In this paper we prove that any finite poset with positive definite Tits form is of inj-finite type.

Â öié ñòàòòi äîâîäèòüñÿ, ùî âñÿêà ñêií÷åííà ÷àñòêîâî óïîðÿäêîâàíà ìíîæèíà ç äîäàòíî âèçíà÷åíîþ
ôîðìîþ Òiòñà ìà¹ inj-ñêií÷åííèé òèï.

Êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà Òèòñà, ââåäåííàÿ Ï. Ãàáðèåëåì [1] äëÿ êîë÷àíîâ, Ø. Áðåííåð
[2] äëÿ êîë÷àíîâ ñ ñîîòíîøåíèÿìè, Þ. À. Äðîçäîì [3] äëÿ ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åí-
íûõ ìíîæåñòâ è ò. ä., èãðàåò âàæíóþ ðîëü â òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé (ñì., íàïðèìåð,
ââåäåíèå èç [4]). Â ÷àñòíîñòè â [3] äîêàçàíî, ÷òî êîíå÷íîå ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå
(ñîêðàùåííî ÷. ó.) ìíîæåñòâî A èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî êëàññîâ èçîìîðôèçìîâ íåðà-
çëîæèìûõ ïðåäñòàâëåíèé íàä ïîëåì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî ôîðìà Òèòñà
qA : ZA∪0 → Z, êîòîðàÿ çàäàåòñÿ ðàâåíñòâîì

qA(z) = z20 +
∑
i∈A

z2i +
∑
i<j,
i,j∈A

zizj − z0
∑
i∈A

zi,

ÿâëÿåòñÿ ñëàáî ïîëîæèòåëüíîé (ñ ôîðìàëüíûõ ñîîáðàæåíèé íóæíî ñ÷èòàòü, ÷òî A
íå ñîäåðæèò 0). Íàïîìíèì, ÷òî êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà f(z) : Zn → Z íàçûâàåòñÿ
ñëàáî ïîëîæèòåëüíîé, åñëè f(z) > 0 äëÿ âñåõ íåíóëåâûõ z = (z1, . . . , zn), òàêèõ, ÷òî
z1, . . . , zn ≥ 0; åñëè f(z) > 0 äëÿ âñåõ z ̸= 0, òî ôîðìà íàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíî
îïðåäåëåííîé èëè ïðîñòî ïîëîæèòåëüíîé.

Â [5] àâòîðû äîêàçàëè, ÷òî êàòåãîðèÿ ïðåäñòàâëåíèé êàòåãîðèè InjA (èíúåêòèâ-
íûõ ïðåäñòàâëåíèé ÷. ó. ìíîæåñòâà A) èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî êëàññîâ èçîìîðôèçìîâ
íåðàçëîæèìûõ îáúåêòîâ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ôîðìà Òèòñà êàòåãîðèè InjA
ÿâëÿåòñÿ ñëàáî ïîëîæèòåëüíîé. Â ýòîé ñòàòüå ìû ïðîäîëæàåì èçó÷åíèå êàòåãîðèé
InjA òàêîãî òèïà.

1. Èíúåêòèâíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâ.
Íà ïðîòÿæåíèè âñåé ñòàòüè k � ïðîèçâîëüíîå ôèêñèðîâàííîå ïîëå. Âåêòîðíûå

ïðîñòðàíñòâà, êîòîðûå ìû ðàññìàòðèâàåì, ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íîìåðíûìè âåêòîðíûìè
ïðîñòðàíñòâàìè íàä k, à ÷. ó. ìíîæåñòâà � êîíå÷íûìè; ïðè ýòîì ìû ïðåäïîëàãàåì,
÷òî ïîñëåäíèå íå ñîäåðæàò ýëåìåíòîâ 0 è ±∞. Ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ, ìîðôèçìû
êàòåãîðèé è ò. ï. óìíîæàþòñÿ ñëåâà íàïðàâî.

Íàïîìíèì õîðîøî èçâåñòíûå îïðåäåëåíèÿ â òåðìèíàõ âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ,
ïðîãðàäóèðîâàííûõ ñ ïîìîùüþ ÷. ó. ìíîæåñòâ [5], [6].

Ïóñòü A� ÷. ó. ìíîæåñòâî. A-ãðàäóèðîâàííûì âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì íàçûâà-
åòñÿ ïðÿìàÿ ñóììà U =

⊕
x∈A Ux âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ Ux. Ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå

φ : U → U ′ ìåæäó A-ãðàäóèðîâàííûìè k-ïðîñòðàíñòâàìè U è U ′ íàçûâàåòñÿ A-
îòîáðàæåíèåì, åñëè îòîáðàæåíèå φbc ÿâëÿåòñÿ íóëåâûì âñÿêèé ðàç, êîãäà b ̸≤ c, ãäå
(äëÿ x, y ∈ A) φxy : Ux ∈ U ′

y îáîçíà÷àåò èíäóöèðîâàííîå îòîáðàæåíèå. Ìíîæåñòâî
âñåõ A-îòîáðàæåíèé U â U ′ (êîòîðîå åñòü ïîäïðîñòðàíñòâîì â Hom(U,U ′)) îáîçíà÷à-
åì ÷åðåç HomA(U,U

′).
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Êàòåãîðèþ A-ãðàäóèðîâàííûõ âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ íàä ïîëåì k (îáúåêòàìè
êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ A-ãðàäóèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà, à ìîðôèçìàìè � A-îòîáðàæå-
íèÿ) áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç modAk, ïî àíàëîãèè ñ êàòåãîðèåé êîíå÷íîìåðíûõ âå-
êòîðíûõ k-ïðîñòðàíñòâ mod k.

Ïðåäñòàâëåíèåì ÷. ó. ìíîæåñòâà A íàçûâàåòñÿ òðîéêà X = (V, U, γ), ñîñòîÿùàÿ
èç ïðîñòðàíñòâ V ∈ mod k, U ∈ modAk è ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ γ : V → U . Ìîðôè-
çìîì èç (V, U, γ) â (V ′, U ′, γ′) åñòü ïðîèçâîëüíàÿ ïàðà (µ, ν) ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé
µ ∈ Hom(V, V ′) è ν ∈ HomA(U,U

′), òàêèõ, ÷òî äèàãðàììà

V
γ−−−→ U

µ

y yν

V ′ γ′
−−−→ U ′

êîììóòàòèâíàÿ. Ïåðåìíîæàþòñÿ ìîðôèçìû ïîêîîðäèíàòíî.
Êàòåãîðèþ ïðåäñòàâëåíèé (íàä ïîëåì k) ÷. ó. ìíîæåñòâà A áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç

RepA.
Äëÿ ìîðôèçìà α = (µ, ν) : X → Y â RepA ìû ïèøåì 0 ⇒ X

α→ Y åñëè µ è âñå
νxx èíúåêòèâíû. Ïðåäñòàâëåíèå X ÷. ó. ìíîæåñòâà A íàçûâàåòñÿ èíúåêòèâíûì, åñëè
ëþáàÿ äèàãðàììà

0 ⇒ R′ → R

↓
X

ìîæåò áûòü âëîæåíà â êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó

0 ⇒ R′ → R

↓ ↙
X

.

Ïîëíóþ ïîäêàòåãîðèþ êàòåãîðèèRepA, ñîñòîÿùóþ èç âñåõ èíúåêòèâíûõ îáúåêòîâ
îáîçíà÷èì ÷åðåç InjA. Ìû ãîâîðèì, ÷òî A èìååò èíúåêòèâíî-êîíå÷íûé (èëè inj-
êîíå÷íûé) òèï, åñëè êàòåãîðèÿ ïðåäñòàâëåíèé Funct(InjA,mod k) êàòåãîðèè InjA
èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî êëàññîâ èçîìîðôèçìîâ íåðàçëîæèìûõ îáúåêòîâ.

Ñîïîñòàâèì ÷. ó. ìíîæåñòâó A êîë÷àí
−→
A = (

−→
A0,

−→
A1) ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí

−→
A0 = A

è ìíîæåñòâîì ñòðåëîê

−→
A1 = {i→ j | i < j, i è j � ñîñåäíèå}

(ýëåìåíòû i è j > i íàçûâàþòñÿ ñîñåäíèìè, åñëè íå ñóùåñòâóåò åëåìåíòà s, òàêîãî,
÷òî j > s > i). Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü

−→
A êàê êîììóòàòèâíûé êîë÷àí, ò. å. ëþáûå

äâà íåòðèâèàëüíûõ ïóòè â
−→
A ñ îäèíàêîâûìè íà÷àëüíûìè è êîíå÷íûìè âåðøèíàìè

ðàâíû (è äðóãèõ ñîîòíîøåíèé íåò). Ñòðåëêà x → y îáîçíà÷àåòñÿ (x, y), è ìû ïèøåì
[x, y], åñëè ñóùåñòâóåò ñòðåëêà x→ y èëè y → x.

Èç ðåçóëüòàòîâ ðàáîò [5] è [7] âûòåêàåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü A � ÷. ó. ìíîæåñòâî è B = A ∪ ∞, ãäå x < ∞ äëÿ ëþáî-
ãî x ∈ A. Òîãäà A èìååò inj-êîíå÷íûé òèï â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà

êîììóòàòèâíûé êîë÷àí
−→
B íå ñîäåðæèò ïîäêîë÷àíîâ (ñ ñîîòíîøåíèÿìè), èçîìîð-
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ôíûõ èëè àíòèèçîìîðôíûõ îäíîìó èç ñëåäóþùèõ ñâÿçíûõ êîììóòàòèâíûõ êîë÷à-
íîâ Q = (Q0, Q1):

I. Q1 = {(1, 3), (1, 4), (2, 3), (2, 4)};

II. Q1 = {[1, 2], [1, 3], [1, 4], [1, 5]};

III. Q1 = {[1, 2], [2, 3], [1, 4], [4, 5], [1, 6], [6, 7]};

IV. Q1 = {[1, 2], [2, 3], [3, 4], [1, 5], [5, 6], [6, 7], [1, 8]};

V. Q1 = {[1, 2], [2, 3], [1, 4], [4, 5], [5, 6], [6, 7], [7, 8], [1, 9]};

VI. Q1 = {[1, 2], [2, 3], [3, 4], [4, 5], (6, 5), (5, 8), (6, 7), (7, 8), [7, 9]};

VII. Q1 = {[1, 2], [2, 3], [3, 4], [4, 5], (6, 5), (5, 8), (6, 7), (7, 8), [8, 9]};

VIII. Q1 = {[1, 2], [2, 3], [3, 4], [4, 5], (6, 5), (7, 6), (8, 5), (7, 8), [8, 9]};

IX. Q1 = {[1, 2], [2, 3], (4, 3), (3, 8), (4, 5), (5, 8), [5, 6], [6, 7]};

X. Q1 = {[1, 2], [2, 3], [3, 4], (5, 4), (4, 8), (5, 6), (6, 7), (7, 8), [7, 9]};

XI. Q1 = {(1, 2), (2, 5), (1, 3), (3, 4), (4, 5), [4, 6], [6, 7], [7, 8], [8, 9]};

XII. Q1 = {[1, 2], [2, 3], (4, 3), (3, 8), (4, 5), (5, 6), (6, 7), (7, 8), [6, 9]}.

Íàïîìíèì, ÷òî êîë÷àí Q íàçûâàåòñÿ ïîäêîë÷àíîì êîììóòàòèâíîãî êîë÷àíà P ,
åñëè åãî ìîæíî ïîëó÷èòü èç P ñ ïîìîùüþ êîìáèíàöèè ñëåäóþùèõ îïåðàöèé:

1) âûáðàñûâàíèå (+)- èëè (-)-äîïóñòèìîé âåðøèíû (ò. å. òàêîé, ÷òî, ñîîòâåòñòâåí-
íî, íå åñòü íà÷àëüíîé èëè êîíå÷íîé äëÿ ëþáîé ñòðåëêè) âñåñòå ñî âñåìè ñòðåëêàìè,
êîòîðûå ñîäåðæàò åå;

2) îòîæäåñòâëåíèå êîíöîâ ñòðåëêè α âìåñòå ñ âûáðàñûâàíèåì α è ëþáîé ëèøíåé
ñòðåëêè β (ò. å. òàêîé, êîòîðàÿ ðàâíà ïóòè γ = γ1 . . . γs, ãäå γi ̸= β).

Çàìåòèì, ÷òî Q ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê êîë÷àí ñ ñîîòíîøåíèÿìè, èíäóöèðîâàííûìè
îòíîøåíèÿìè êîììóòàòèâíîñòè (Q íå îáÿçàòåëüíî êîììóòàòèâíûé).

2. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò. Ìû èçó÷àåì ñâÿçü ìåæäó inj-êîíå÷íîñòüþ òèïà è ïî-
ëîæèòåëüíîñòüþ êâàäðàòè÷íîé ôîðìû Òèòñà äëÿ ÷. ó. ìíîæåñòâ.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ýòîé ñòàòüè ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 2. Âñÿêîå ÷. ó. ìíîæåñòâî c ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé ôîðìîé Òè-
òñà èìååò inj-êîíå÷íûé òèï.

Óòâåðæäåíèå òåîðåìû 2 ëåãêî ïðîâåðèòü, ïîëüçóÿñü òåîðåìîé 1 è ïîëíûì ñïèñêîì
÷. ó. ìíîæåñòâ c ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé ôîðìîé Òèòñà, êîòîðûé ïîëó÷åí àâòî-
ðàìè â ðàáîòå [8] è êîòîðûé ìû ïðèâîäèì íèæå (â ñïèñêå ÷. ó. ìíîæåñòâà óêàçàíû ñ
òî÷íîñòüþ äî äâîéñòâåííîñòè).
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×. ó. ìíîæåñòâà ñ ïîëîæèòåëüíî
îïðåäåëåííîé ôîðìîé Òèòñà
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