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ÀËÃÅÁÐÈ ÑÊIÍ×ÅÍÍÎÃÎ ÒÈÏÓ ÂIÄÍÎÑÍÎ ÎÄÍÎÑÒÎÐÎÍÍÜÎ�
ÅÊÂIÂÀËÅÍÒÍÎÑÒI ÌÀÒÐÈÖÜ

In this paper we consider the problem of one-sided equivalence of matrices over a finite dimensional
algebra. We give a list of algebras on finite type.

Ó öié ðîáîòi ìè ðîçãëÿäà¹ìî çàäà÷ó ïðî îäíîñòîðîííþ åêâiâàëåíòíiñòü ìàòðèöü íàä ñêií÷åííîâè-
ìiðíèìè àëãåáðàìè, íàâåäåíî ñïèñîê àëãåáð, äëÿ ÿêèõ âêàçàíà çàäà÷à ìà¹ ñêií÷åííèé òèï.

Íåõàé k � ïîëå i Λ� ñêií÷åííîâèìiðíà àëãåáðà íàä k. Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíó ìàòðè÷íó
çàäà÷ó. Íà ìíîæèíi âñiõ (ïðÿìîêóòíèõ) ìàòðèöü ç åëåìåíòàìè iç Λ ââåäåìî òàêå
âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi: A ∼ A′ òîäi i ëèøå òîäi, êîëè iñíóþòü îáîðîòíà ìàòðèöÿ
S ç åëåìåíòàìè ç k òà îáîðîòíà ìàòðèöÿ T ç åëåìåíòàìè ç Λ, òàêi ùî

A′ = SAT. (1)

Ïîòðiáíî îïèñàòè òàêi ìàòðèöi ç òî÷íiñòþ äî âêàçàíî¨ åêâiâàëåíòíîñòi.
Ó öié ñòàòòi ìè ðîçãëÿäà¹ìî àëãåáðè Λ, äëÿ ÿêèõ Λ/RadΛ ∼= k ⊕ k ⊕ . . .⊕ k; òàêi

àëãåáðè ìîæíà çàäàòè ãðàôîì çi ñïiââiäíîøåííÿìè [1].
Íåõàé Γ = (Γ0,Γ1) � îði¹íòîâàíèé ãðàô. Γ0 � ìíîæèíà éîãî âåðøèí, Γ1 � ìíî-

æèíà éîãî ñòðiëîê. Äëÿ êîæíî¨ ñòðiëêè e ∈ Γ1 ïîçíà÷èìî ÷åðåç α(e) ∈ Γ0 ¨¨ ïî÷àòîê,
i ÷åðåç β(e) ∈ Γ0 ¨¨ êiíåöü: c c-e

α(e) β(e)
.

Øëÿõîì â îði¹íòîâàíîìó ãðàôi íàçèâàòèìåìî ïîñëiäîâíiñòü ñòðiëîê w=e1e2 . . . en,
òàêó ùî β(ei) = α(ei+1), i = 1, . . . , n−1. Ïî÷àòîê òà êiíåöü øëÿõó âèçíà÷àþòüñÿ òàê:
α(w) = α(e1), β(w) = β(en).

Ó ïîäàëüøîìó ãðàô Γ ââàæà¹ìî ñêií÷åííèì, òîáòî |Γ0| = s < ∞, |Γ1| < ∞.
Iç òàêèì ãðàôîì àñîöiþ¹òüñÿ k-àëãåáðà øëÿõiâ (íå îáîâ'ÿçêîâî ñêií÷åííîâèìiðíà).
�¨ áàçèñîì ¹ ìíîæèíà øëÿõiâ ãðàôà ñêií÷åííî¨ äîâæèíè (âêëþ÷àþ÷è âåðøèíè ÿê
øëÿõè äîâæèíè íóëü: {εj | j ∈ Γ0}) B = {w | w = e1e2 . . . en, n ≥ 0}. Ìíîæåííÿ â
àëãåáði çàäà¹òüñÿ íà åëåìåíòàõ áàçèñó ÿê ïðèïèñóâàííÿ øëÿõiâ, ÿêùî öå ìîæëèâî i
íóëüîâèì ÷èíîì â iíøîìó ðàçi, òîáòî, ÿêùî w1 = e1e2 . . . en i w2 = en+1en+2 . . . en+m,
òî

w1w2 =
{ e1e2 . . . enen+1en+2 . . . en+m, ÿêùî β(w1) = α(w2);

0, â iíøîìó ðàçi.

Ïðè öüîìó

εjw =
{ w, ÿêùî α(w) = j;

0, â iíøîìó ðàçi;
wεj =

{ w, ÿêùî β(w) = j;
0, â iíøîìó ðàçi.

Ïîçíà÷èìî òàê âèçíà÷åíó àëãåáðó Λ(Γ). Àëãåáðà, çàäàíà ãðàôîì çi ñïiââiäíîøåí-
íÿìè, � öå ôàêòîðàëãåáðà àëãåáðè Λ(Γ) çà iäåàëîì I òàêèì, ùî I ⊂ J2, äå J � iäåàë,
ïîðîäæåíèé âñiìà ñòðiëêàìè ãðàôà.

Íåõàé A ∈Mm×n(Λ). Ðîçïèøåìî ¨¨ çà áàçèñîì ó íàñòóïíîìó âèãëÿäi:

A =
s∑

j=1

Ajεj +
∑
w

Aww. (2)
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Ëåìà 1. Êâàäðàòíà ìàòðèöÿ A, ùî çàïèñàíà ó âèãëÿäi (3), ¹ îáîðîòíîþ òîäi i
ëèøå òîäi, êîëè îáîðîòíèìè ¹ âñi ìàòðèöi Aj.

Äîâåäåííÿ âèïëèâà¹ ç ðiâíîñòi AX = E, äå X òàêîæ çàïèñàíà ó âèãëÿäi (2) (E �
îäèíè÷íà ìàòðèöÿ).

Íàø ïåðøèé êðîê äî ðîçâ'ÿçàííÿ ñôîðìóëüîâàíî¨ ìàòðè÷íî¨ çàäà÷i ïîëÿãà¹ â
çâåäåííi ¨¨ (çà äîïîìîãîþ ðîçêëàäó ìàòðèöü çà áàçèñîì) äî ìàòðè÷íî¨ çàäà÷i, àëå
âæå íàä ïîëåì.

Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíèé ïðèêëàä.
Ïðèêëàä 1. Íåõàé Λ = Λ(Γ), äå ãðàô Γ ìà¹ òàêèé âèãëÿä:

c c-a

ε1 ε2

.

Ðîçãëÿíåìî ðiâíiñòü (1): A′ = SAT . Íåõàé

A = A1ε1 + A2ε2 +Ba; A′ = A′
1ε1 + A′

2ε2 +B′a; T = T1ε1 + T2ε2 + V a;

A1, A2, B, A′
1, A

′
2, B

′ ∈Mm×n(k), S ∈ GLm(k), T1, T2 ∈ GLn(k), V ∈Mn(k). Òîäi

A′
1ε1 + A′

2ε2 +B′a = S(A1ε1 + A2ε2 +Ba)(T1ε1 + T2ε2 + V a).

Ïåðåìíîæèâøè åëåìåíòè áàçèñó çà ïðàâèëàìè ìíîæåííÿ â àëãåáði òà ïðèðiâíÿâøè
êîåôiöi¹íòè ïðè åëåìåíòàõ áàçèñó, îòðèìà¹ìî íàñòóïíi ðiâíîñòi:

A′
1 = SA1T1, A′

2 = SA2T2, B′ = SBT2 + SA1V.

Îòæå, ìè îòðèìàëè íàñòóïíó ìàòðè÷íó çàäà÷ó: ¹ òðè ìàòðèöi A1, A2, B, â íèõ
äîçâîëåíî ðîáèòè åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðåííÿ ðÿäêiâ òà ñòîâï÷èêiâ, ïðè öüîìó, åëå-
ìåíòàðíi ïåðåòâîðåííÿ ðÿäêiâ âñiõ ìàòðèöü ¹ îäíî÷àñíèìè (çàäàþòüñÿ ìíîæåííÿì
íà ìàòðèöþ S), ïåðåòâîðåííÿ ñòîâï÷èêiâ ìàòðèöü A2 òà B ¹ îäíî÷àñíèìè (çàäàþ-
òüñÿ ìíîæåííÿì íà ìàòðèöþ T2) i êðiì òîãî, ñòîâï÷èêè ìàòðèöi A1 ìîæíà äîäàâàòè
äî ñòîâï÷èêiâ ìàòðèöi B. Ñõåìàòè÷íî ìîæíà íàñòóïíèì ÷èíîì çîáðàçèòè îòðèìàíó
çàäà÷ó:

j

A1 B A2 .

Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó ìà¹ìî íàñòóïíó ìàòðè÷íó çàäà÷ó, ÿêó áóäåìî ïîçíà÷àòè
M(Λ). ßêùî áàçèñ àëãåáðè Λ ñêëàäà¹òüñÿ iç øëÿõiâ {wi | i = 1 . . . l}, òî ìè ìà¹ìî
íàáið ìàòðèöü {Ai, i = 1 . . . l}; ïðè öüîìó äîïóñòèìèìè ïåðåòâîðåííÿìè ¹: åëåìåí-
òàðíi ïåðåòâîðåííÿ ðÿäêiâ òà ñòîâï÷èêiâ ìàòðèöü; åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðåííÿ ðÿäêiâ
ó âñiõ ìàòðèöÿõ ¹ îäíî÷àñíèìè; ÿêùî β(wi) = β(wj), òî îäíî÷àñíèìè ¹ ïåðåòâîðåííÿ
ñòîâï÷èêiâ ìàòðèöü Ai òà Aj; ÿêùî wiwm = wj � äîáóòîê åëåìåíòiâ áàçèñó, òî äîçâî-
ëåíî äîäàâàííÿ ñòîâï÷èêiâ ìàòðèöi Ai äî ñòîâï÷èêiâ ìàòðèöi Aj, öå äîäàâàííÿ, ÿêå
áóäåìî íàçèâàòè çîâíiøíiì ïîçíà÷èìî ïîçíà÷êîþ wm; çîâíiøíi äîäàâàííÿ, ïîçíà÷åíi
îäíàêîâèìè ïîçíà÷êàìè ¹ îäíî÷àñíèìè.

Ïðèêëàä 2.

&%
'$c? c-

a
b

ε1 ε2
,
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äå I = {a2, ab}. Òîäi ìàòðè÷íà çàäà÷à ìà¹ íàñòóïíèé âèãëÿä:

j

ε1 a b ε2

j

.

Äîñëiäèìî, äëÿ ÿêèõ àëãåáð âèùåçãàäàíà ìàòðè÷íà çàäà÷à ¹ çàäà÷åþ ñêií÷åííîãî
òèïó.

Ñïî÷àòêó ðîçãëÿíåìî îáìåæåííÿ, ÿêi íàêëàäà¹ íà ãðàô óìîâà ñêií÷åííîñòi òèïó
çàäà÷i. Â ïîäàëüøîìó Γ = (Γ0,Γ1) � îði¹íòîâàíèé ãðàô, Λ = Λ(Γ)/I � àëãåáðà
ïîáóäîâàíà çà ãðàôîì çi ñïiââiäíîøåííÿìè I.

Ìè ãîâîðèìî, ùî àëãåáðà ñêií÷åííîãî òèïó, ÿêùî ñêií÷åííîãî òèïó ¹ ðîçãëÿíóòà
âèùå ìàòðè÷íà çàäà÷à íàä öi¹þ àëãåáðîþ.

Ðîçãëÿíåìî äåêiëüêà äîïîìiæíèõ òâåðäæåíü, ÿêi äîïîìîæóòü äîñëiäèòè, äëÿ ÿêèõ
àëãåáð çàäà÷à áóäå ñêií÷åííîãî òèïó.

Ëåìà 2. ßêùî Λ � àëãåáðà ñêií÷åííîãî òèïó, òî |Γ0| < 4.

Äîâåäåííÿ. ßêùî ãðàô Γ ìà¹ ïðèíàéìíi 4 âåðøèíè, òî ÿêùî ìè ðîçãëÿíåìî
ìàòðèöi, ÿêi âiäïîâiäàþòü âåðøèíàì ãðàôà, ìè îòðèìà¹ìî çàäà÷ó ïðî çîáðàæåííÿ
÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç ÷îòèðüîõ íåïîðiâíÿëüíèõ òî÷îê.
Äîáðå âiäîìî, ùî òàêà çàäà÷à ìà¹ íåñêií÷åííèé òèï (äèâ [2]).

Ëåìà 3. ßêùî Λ � àëãåáðà ñêií÷åííîãî òèïó, òî Γ íå ìiñòèòü ïiäãðàô âèãëÿäóc c-a

ε1 ε2

.

Äîâåäåííÿ. Äiéñíî, òàêîìó ïiäãðàôó âiäïîâiäà¹ çàäà÷à

j

A1 A2 A3 ,

ÿêà ìiñòèòü ïiäçàäà÷ó

A2 A3 ;

îñòàííÿ çàäà÷à � öå çàãàëüíîâiäîìà çàäà÷à ïðî ïó÷îê ìàòðèöü, ÿêà íå ¹ çàäà÷åþ
ñêií÷åííîãî òèïó.

Íàñëiäîê 4. Ãðàô Γ ¹ íåçâ'ÿçíèì îá'¹äíàííÿì ïiäãðàôiâ âèãëÿäó

��
��a? aòà .
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Ìà¹ ìiñöå òàêà òåîðåìà.

Òåîðåìà 1. Àëãåáðàìè ñêií÷åííîãî òèïó ¹ òàêi i ëèøå òàêi àëãåáðè Λ = Λ(Γ)/I.

1. aε , I = {0}.

2. a aε1 ε2 , I = {0}.

3. a a aε1 ε2 ε3 , I = {0}.

4. a
&%
'$

a
?ε , I = {a2} àáî I = {a3}.

5. a a
&%
'$

a
?ε1 ε2 , I = {a2}.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ñïî÷àòêó ãðàôè, ÿêi ñêëàäàþòüñÿ ëèøå ç òî÷îê i íå
ìàþòü ïåòåëü. Çãiäíî ëåìè 2 êiëüêiñòü òî÷îê ìåíøà, àáî ðiâíà òðüîì. Öå âiäïîâiä-
à¹ ïåðøèì òðüîì ïóíêòàì â òåîðåìi. Öi çàäà÷i áóäóòü ñêií÷åííîãî òèïó, îñêiëüêè
âîíè ñïiâïàäàþòü ç ìàòðè÷íèìè çàäà÷àìè, ÿêi ïîâ'ÿçàíi ç çîáðàæåííÿì ÷àñòêîâî-
âïîðÿäêîâàíèõ ìíîæèí, ÿêi ñêëàäàþòüñÿ âiäïîâiäíî ç îäíi¹¨, äâîõ òà òðüîõ íåïîðiâ-
íÿëüíèõ òî÷îê [2].

Ðîçãëÿíåìî ãðàôè, ÿêi ìàþòü ïåòëi.
Ïî÷íåìî ç âèïàäêó, êîëè ãðàô ìà¹ îäíó âåðøèíó (âèïàäîê 4).
ßêùî I = {a4}, òî ìè îòðèìà¹ìî çàäà÷óM(Λ) ç ÷îòèðìà ìàòðèöÿìè. Ðîçãëÿíåìî

÷åòâiðêè ìàòðèöü òàêîãî âèãëÿäó:

E 0 0 0

0 E 0 A
T (A) = .

Ëåãêî áà÷èòè, ùî T (A) i T (A′) ïåðåâîäÿòüñÿ îäíå â îäíå çà äîïîìîãîþ äîïóñòèìèõ
ïåðåòâîðåíü òîäi i ëèøå òîäi, êîëè ìàòðèöi A i A′ ïîäiáíi. Öå îçíà÷à¹, ùî çàäà÷à ìà¹
íåñêií÷åííèé òèï. Çâiäñè âèïëèâà¹ àíàëîãi÷íèé ðåçóëüòàò äëÿ I = {al}, l > 4.

Îòæå, ÿêùî ãðàô ìà¹ îäíó âåðøèíó, íàì çàëèøèëîñÿ ðîçãëÿíóòè âèïàäêè, êîëè
l = 2 i l = 3.

Ó ïåðøîìó âèïàäêó ìà¹ìî çàäà÷ó ïðî çîáðàæåííÿ ëiíiéíî âïîðÿäêîâàíî¨ ìíî-
æèíè ç äâîõ åëåìåíòiâ, ÿêà ìà¹ ñêií÷åííèé òèï [2]. Ó äðóãîìó âèïàäêó ìà¹ìî òðè
ìàòðèöi A1, A2, A3, äëÿ ÿêèõ îäíî÷àñíèìè ¹ åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðåííÿ ÿê ðÿäêiâ òàê
i ñòîâï÷èêiâ òà îäíî÷àñíi çîâíiøíi äîäàâàííÿ ñòîâï÷èêiâ A1 → A2, A2 → A3, à òàêîæ
äîïóñòèìi äîäàâàííÿ ñòîâï÷èêiâ A1 → A3. Âiäîìî, ùî öå çàäà÷à ñêií÷åííîãî òèïó [3]
(ó öüîìó ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ çà äîïîìîãîþ ìåòîäó ïîñëiäîâíîãî çâåäåííÿ ìàòðèöü).

Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè ãðàô ìà¹ äâi âåðøèíè.
ßêùî ãðàô ìà¹ âèãëÿä 5 (äèâ. ôîðìóëþâàííÿ òåîðåìè), òî ó âèïàäêó I = {a3},

ìè îòðèìà¹ìî çàäà÷ó M(Λ) ç ÷îòèðìà ìàòðèöÿìè, ÿêà ìiñòèòü ó ñîái çàäà÷ó ïðî
ïó÷îê ìàòðèöü (ÿêà íå ¹ çàäà÷åþ ñêií÷åííîãî òèïó):

E 0 0 A

0 E 0 B
.

Íàóê. âiñíèê Óæãîðîä óí-òó, 2006, âèï. 12�13



ÀËÃÅÁÐÈ ÑÊIÍ×ÅÍÍÎÃÎ ÒÈÏÓ . . . 69

Çâiäñè âèïëèâà¹ àíàëîãi÷íèé ðåçóëüòàò äëÿ I = {al}, l > 3.
Îòæå, ÿêùî ãðàô ìà¹ âèãëÿä 5, íàì çàëèøèëîñÿ ðîçãëÿíóòè âèïàäîê, êîëè l = 2.

Ó öüîìó âèïàäêó îòðèìà¹ìî íàñòóïíó çàäà÷ó:
j

A1 A2 A3 .

Âiäîìî, ùî öå çàäà÷à ñêií÷åííîãî òèïó [3] (ó öüîìó ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ çà äîïîìîãîþ
ìåòîäó ïîñëiäîâíîãî çâåäåííÿ ìàòðèöü).

Ïîêàæåìî, ùî ó âèïàäêó äâîõ ïåòåëü çàäà÷à íå áóäå ìàòè ñêií÷åííèé òèï. ßêùî
ìà¹ìî äâi ïåòëi a òà b, òî çãiäíî ñêàçàíîãî âèùå (àäæå ãðàô ìiñòèòü ïåòëþ òà âåð-
øèíó) ç íåîáõiäíiñòþ âèêîíó¹òüñÿ I = {a2, b2}, òîáòî ìè îòðèìó¹ìî íàñòóïíó çàäà÷ó:

j j

A1 A2 A3 A4 .

Ðîçãëÿíåìî ÷åòâiðêè ìàòðèöü òàêîãî âèãëÿäó:

E 0 0 A

0 E E 0
H(A) = .

Ëåãêî áà÷èòè, ùî H(A) i H(A′) ïåðåâîäÿòüñÿ îäíå â îäíå çà äîïîìîãîþ äîïóñòèìèõ
ïåðåòâîðåíü òîäi i ëèøå òîäi, êîëè ìàòðèöi A i A′ ïîäiáíi. Öå îçíà÷à¹, ùî çàäà÷à ìà¹
íåñêií÷åííèé òèï.

Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè ãðàô ìà¹ òðè âåðøèíè.
Âèïàäîê, êîëè ãðàô íå ìà¹ ïåòåëü âæå ðîçãëÿíóòî. Çãiäíî ñêàçàíîãî âèùå ãðàô

íå ìîæå ìàòè äâi ïåòëi, òîìó âií ìîæå ìàòè ëèøå òàêèé âèãëÿä:

a a a&%
'$

a
?ε1 ε2 ε3

I çà äîâåäåíèì äëÿ ãðàôà âèãëÿäó 5 âèïëèâà¹, ùî íàì äîñòàòíüî ðîçãëÿíóòè
âèïàäîê I = {a2}.

Îñü ìàòðè÷íà çàäà÷à, ïîâ'ÿçàíà ç òàêîþ àëãåáðîþ:

A1 A2 A3 A4

j

.

Ðîçãëÿíåìî ÷åòâiðêè ìàòðèöü íàñòóïíîãî âèãëÿäó:

E 0 E 0

E E 0 A
N(A) = .

Ëåãêî áà÷èòè, ùî N(A) i N(A′) ïåðåâîäÿòüñÿ îäíå â îäíå çà äîïîìîãîþ äîïóñòèìèõ
ïåðåòâîðåíü òîäi i ëèøå òîäi, êîëè ìàòðèöi A i A′ ïîäiáíi. Öå îçíà÷à¹, ùî çàäà÷à ìà¹
íåñêií÷åííèé òèï.
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Òàêèì ÷èíîì, ìè ðîçãëÿíóëè çàäà÷ó ïðî îäíîñòîðîííþ åêâiâàëåíòíiñòü ìàòðèöü
i îòðèìàëè ïåðåëiê àëãåáð, äëÿ ÿêèõ öÿ çàäà÷à áóäå ñêií÷åííîãî òèïó.
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