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ÏÐÎ ÄIÀÃÎÍÀËIÇÀÖIÞ ÇÌIÍÍÎ� ÌÀÒÐÈÖI
In the article variable matrix of reduction on the tore are under the consideration to the diagonal
form and problems of reduction to the L-diagonal form for the systems of the differential equations.

Â äàíié ñòàòòi ðîçãëÿäà¹òüñÿ çâåäåííÿ çìiííî¨ ìàòðèöi, âèçíà÷åíî¨ òîði, äî äiàãîíàëüíîãî
âèãëÿäó òà çâåäåííÿ ñèñòåì äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü äî L-äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó.

Íåõàé A(ϕ) íåïåðåðâíà ïî ϕ ∈ Tm êâàäðàòíà n× n ìàòðèöÿ i

ϕ̇ = a(ϕ), (1)

çàäàíà íà òîði Tm äèíàìi÷íà ñèñòåìà ç ãëàäêîþ 2π-ïåðiîäè÷íîþ ôóíêöi¹þ
a(ϕ) = col(a1(ϕ), ..., am(ϕ)), aj(ϕ + 2π) = aj(ϕ), j = 1, 2, ..., m, ϕ ∈ Tm. Ïî-
çíà÷èìî ÷åðåç ϕt(ϕ) ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (1) òàêèé, ùî ϕ0(ϕ) = ϕ, à ÷åðåç Ωϕ

� ω-ãðàíè÷íó ìíîæèíó öüîãî ðîçâ'ÿçêó. Çðîçóìiëî, ùî Ωϕ 6= 0 äëÿ áóäü-ÿêîãî
ϕ ∈ Tm â ñèëó êîìïàêòíîñòi ôàçîâîãî ïðîñòîðó ñèñòåìè (1). ×åðåç Ω ïîçíà÷èìî
îá'¹äíàííÿ ω-ãðàíè÷íèõ ìíîæèí äëÿ âñiõ ϕ ∈ Tm :

Ω = ∪
ϕ∈T m

Ωϕ.

Ëåìà 1. Äëÿ áóäü-ÿêîãî ôiêñîâàíîãî îêîëó U(Ω) ìíîæèíè Ω çíàéäåòüñÿ
ìîìåíò ÷àñó T òàêèé, ùî äëÿ âñiõ t ≥ T i âñiõ ϕ ∈ Tm ϕt(ϕ) ∈ U(Ω).

Äiéñíî, êîæíà òðà¹êòîðiÿ ϕt(ϕ) ñêií÷åííèé ïðîìiæîê ÷àñó ïðîâîäèòü ïîçà
äåÿêèì îêîëîì ñâî¹¨ ω-ãðàíè÷íî¨ ìíîæèíè Ωϕ, à îòæå i ïîçà äåÿêèì îêîëîì
ìíîæèíè Ω. Òîìó, çàôiêñóâàâøè îêië U(Ω) ìíîæèíè Ω, ìîæåìî ñòâåðäæóâà-
òè, ùî äëÿ êîæíî¨ òî÷êè ϕ ∈ Tm iñíó¹ ñêií÷åííèé ìîìåíò ÷àñó Tϕ òàêèé, ùî
ϕt(ϕ) ∈ U(Ω) äëÿ t > Tϕ. Ïåðåêîíà¹ìîñÿ, ùî sup

ϕ∈T m

Tϕ ñêií÷åííèé. Ïðèïóñòèìî,
ùî öå íå òàê. Òîäi ìîæíà âêàçàòè ïîñëiäîâíiñòü òî÷îê ϕj ∈ Tm, j = 1, 2, ..., äëÿ
ÿêî¨ lim

j→∞
Tϕj

= ∞. Â ñèëó êîìïàêòíîñòi Tm ìîæíà ââàæàòè ïîñëiäîâíiñòü ϕj çái-
æíîþ: lim

j→∞
ϕj = ϕ∗, îòæå ìîìåíò Tϕ∗ ñêií÷åííèé, ùî ñóïåðå÷èòü ïðèïóùåííþ.

Òåîðåìà 1. Íåõàé äëÿ êâàäðàòíî¨ n×n íåïåðåðâíî¨ ìàòðèöi A(ϕ), ϕ ∈ Tm

iñíó¹ ðiâíîìiðíî ïî ϕ ∈ Tm ãðàíèöÿ

lim
t→∞

A(ϕt(ϕ)) = A

i âëàñíi ÷èñëà ãðàíè÷íî¨ ìàòðèöi A ïðîñòi. Òîäi â äåÿêîìó îêîëi U(Ω) ìíîæè-
íè Ω iñíó¹ íåïåðåðâíà, îáìåæåíà ìàòðèöÿ T (ϕ) ç íåïåðåðâíîþ, îáìåæåíîþ
îáåðíåíîþ ìàòðèöåþ T−1(ϕ), ùî

A(ϕ) = T−1(ϕ)diag(λ1(ϕ), ..., λn(ϕ))T (ϕ).

ßêùî êðiì òîãî, ìàòðèöÿ A(ϕ) íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíà ïî ϕ i ìàòðèöÿ

D(ϕ) =
m

Σ
j=1

∂A(ϕ)

∂ϕj

aj(ϕ)
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àáñîëþòíî iíòåãðîâíà âçäîâæ áóäü-ÿêî¨ òðà¹êòîði¨ ϕt(ϕ), òî ìàòðèöi T (ϕ),
T−1(ϕ) íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíi ïî ϕ ∈ U(Ω) i ìàòðèöi

m

Σ
j=1

∂T (ϕ)

∂ϕj

aj(ϕ) i
m

Σ
j=1

∂T−1(ϕ)

∂ϕj

aj(ϕ)

àáñîëþòíî iíòåãðîâíi ðiâíîìiðíî ïî ϕ ∈ Tm íà ïðîìiæêó [T,∞).
Äîâåäåííÿ. Äëÿ ìàòðèöi A(ϕ) çàïèøåìî õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ

∆(λ, ϕ) ≡ det(A(ϕ)− λE) = 0 (2)

i ïîçíà÷èìî ÷åðåç λj = λj(ϕ), j = 1, 2, ..., n êîðåíi öüîãî ðiâíÿííÿ. Òàê ÿê
âëàñíi ÷èñëà ãðàíè÷íî¨ ìàòðèöi A ðiçíi, òî i ðiçíèìè áóäóòü êîðåíi ðiâíÿí-
íÿ (2), ÿêùî òiëüêè ϕ ∈ U(Ω), äå U(Ω) ìîæëèâî äîñèòü ìàëèé îêië ìíîæè-
íè Ω. Ïîäàëüøèé ðîçãëÿä áóäåìî ïðîâîäèòè â ìíîæèíi U(Ω), ââàæàþ÷è ôóí-
êöi¨ λj(ϕ), j = 1, 2, ..., n íåïåðåðâíèìè ãiëêàìè áàãàòîçíà÷íî¨ ôóíêöi¨, âèçíà÷å-
íî¨ ðiâíÿííÿì (2). Íåõàé T (ϕ) = (tij(ϕ)) � íåâèðîäæåíà ìàòðèöÿ, ÿêà ïðè-
âîäèòü ìàòðèöþ A(ϕ) äî äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó T−1(ϕ)A(ϕ)T (ϕ) = Λ(ϕ), äå
Λ(ϕ) = diag(λ1(ϕ), ..., λn(ϕ)). Òàê ÿê A(ϕ)T (ϕ) = T (ϕ)Λ(ϕ), òî åëåìåíòè ìàòðè-
öi T (ϕ) âèçíà÷àþòüñÿ iç ñèñòåìè àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü

(A(ϕ)− λE)t(ϕ) = 0, t(ϕ) = col(t1(ϕ), ..., tn(ϕ)). (3)

Íåõàé t(j)(ϕ) = col(t1j(ϕ), ..., tnj(ϕ)), j = 1, 2, ..., n âëàñíèé âåêòîð ìàòðèöi A(ϕ),
ùî âiäïîâiäà¹ âëàñíîìó ÷èñëó λj(ϕ): (A(ϕ) − λj(ϕ)E)t(j)(ϕ) = 0. Ëåãêî ïåðå-
êîíàòèñÿ, ùî êîæíà ìàòðèöÿ (A(ϕ) − λj(ϕ)E), j = 1, 2, ..., n ïðè ϕ ∈ U(Ω) ìà¹
ðàíã n − 1. Ñïðàâäi, ïîçíà÷èâøè àëãåáðà¨÷íi äîïîâíåííÿ âèçíà÷íèêà ∆(λ, ϕ),
îäåðæàíi â ðåçóëüòàòi âèêðåñëåííÿ ν-ãî ðÿäêà i µ-ãî ñòîâïöÿ ÷åðåç ∆νµ(λ, ϕ), i
âðàõóâàâøè ïðàâèëî äèôåðåíöiþâàííÿ ôóíêöiîíàëüíîãî âèçíà÷íèêà, ìàòèìå-
ìî

∂∆(λ, ϕ)

∂λ
=

∂

∂λ
det(δνµλ(ϕ)− aνµ(ϕ)) =

n

Σ
j=1

∆jj(λ, ϕ),

òóò δνµ � ñèìâîë Êðîíåêåðà. Òàê ÿê λj(ϕ) ïðîñòi ïðè ϕ ∈ U(Ω), òî ∂∆(λ,ϕ)
∂λ

6= 0
ïðè λ = λj(ϕ), j = 1, 2, ..., n. Îòæå, äëÿ êîæíîãî êîðåíÿ ðiâíÿííÿ (2) çíàéäåòüñÿ
äiàãîíàëüíèé ìiíîð

∆ξξ(λj(ϕ), ϕ) 6= 0, ϕ ∈ U(Ω), (4)
äå íîìåð ξ çàëåæèòü âiä j, ïðè÷îìó ÷èñëî ξ ìîæíà âèáðàòè íåçàëåæíèì âiä ϕ.
Ñïðàâäi, â ñèëó íåïåðåðâíîñòi àëãåáðà¨÷íèõ äîïîâíåíü ∆νµ(λ, ϕ) i êîðåíiâ λµ(ϕ)
äëÿ äåÿêîãî ξ âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

∆ξξ(λµ(ϕ), ϕ) = lim
t→∞

∆ξξ(λµ(ϕt(ϕ)), ϕt(ϕ)) 6= 0,

òî äëÿ òîãî æ ξ âèêîíóâàòèìåòüñÿ íåðiâíiñòü ∆ξξ(λµ(ϕt(ϕ)), ϕt(ϕ)) 6= 0 äëÿ ϕ ∈
∈ U(Ω).

Àëå âèçíà÷íèê ∆ξξ(λµ(ϕ), ϕ) ¹ ìiíîðîì (n − 1)-ãî ïîðÿäêó ìàòðèöi A(ϕ) −
−λµ(ϕ)E, à òîìó öÿ ìàòðèöÿ ìà¹ ðàíã n− 1 (µ = 1, 2, ..., n). Îñêiëüêè íåíóëüîâi
ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè ðiâíÿíü ïðîïîðöiéíi âiäïîâiäíèì àëãåáðà¨÷íèì äîïîâíåííÿì:

t1j(ϕ)

∆ξ1(λj(ϕ), ϕ)
=

t2j(ϕ)

∆ξ2(λj(ϕ), ϕ)
= ... =

tnj(ϕ)

∆ξn(λj(ϕ), ϕ)
,
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òî, ïîêëàäàþ÷è êîåôiöi¹íò ïðîïîðöiéíîñòi îäèíèöåþ, äiñòà¹ìî

tνj(ϕ) = ∆ξν(λj(ϕ), ϕ), (ν = 1, 2, ..., n; j = 1, 2, ..., n).

Òàêèì ÷èíîì, åëåìåíòàìè ìàòðèöi T (ϕ), êîòðà ïðèâîäèòü âèõiäíó ìàòðèöþ
A(ϕ) äî äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó, ¹ öiëi ðàöiîíàëüíi ôóíêöi¨ âëàñíèõ ÷èñåë λ1(ϕ),
λ2(ϕ), ..., λn(ϕ) i åëåìåíòiâ aνµ(ϕ) ìàòðèöi A(ϕ):

tνj(ϕ) = Pνj[λj(ϕ), aνµ(ϕ)], (5)

à òîìó ðîáèìî âèñíîâîê, ùî T (ϕ) ¹ íåïåðåðâíîþ ïî ϕ ∈ U(Ω) ìàòðè÷íîþ ôóí-
êöi¹þ.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç λ∗j � âëàñíi ÷èñëà ãðàíè÷íî¨ ìàòðèöi A. Îñêiëüêè çà óìî-
âîþ âîíè ïðîñòi, òî ìîæíà âêàçàòè òàêå ÷èñëî T (ìîæëèâî äîñèòü âåëèêå) i
äîäàòíi ÷èñëà ρj > 0, (j = 1, 2, ..., n), ùî âëàñíi ÷èñëà λj(ϕt(ϕ)) ìàòðèöi A(ϕ)
áóäóòü ìiñòèòèñÿ âñåðåäèíi êðóãiâ |λ− λ∗j | ≤ ρj êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè λ, ùî íå
ïåðåòèíàþòüñÿ ìiæ ñîáîþ ïðè t ≥ T i ϕ∈Tm. Òîìó ïðè ϕ∈U(Ω), |aνµ(ϕ)| ≤ a1,
|λj(ϕ)| ≤ a2 ç (5) ðîáèìî âèñíîâîê ïðî îáìåæåíiñòü ìàòðèöi T (ϕ), ϕ ∈ U(Ω).
Ãðàíè÷íi çíà÷åííÿ âëàñíèõ âåêòîðiâ tj∗ = lim

t→∞
t(j)(ϕt(ϕ)) ¹ âëàñíèìè âåêòîðà-

ìè ãðàíè÷íî¨ ìàòðèöi A, à òîìó â ñèëó ëiíiéíî¨ íåçàëåæíîñòi öèõ âåêòîðiâ
|detT∗| ≥ a3 > 0, äå T∗ = lim

t→∞
T (ϕt(ϕ)).

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî |detT (ϕt(ϕ))|≥ a4 > 0 ïðè t ≥ T àáî æ |detT (ϕ)|≥a4 > 0
äëÿ âñiõ ϕ ∈ U(Ω). Öüîãî äîñòàòíüî, ùîá çðîáèòè âèñíîâîê ïðî îáìåæåíiñòü ïðè
ϕ ∈ U(Ω) îáåðíåíî¨ äî T (ϕ) ìàòðèöi: ‖T−1(ϕ)‖ ≤ a4, ïðè ϕ ∈ U(Ω). Íåõàé òåïåð
A(ϕ) � íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíà ïðè ϕ∈Tm. Îñêiëüêè âëàñíi ÷èñëà ìàòðèöi
A(ϕ) çà óìîâîþ ïðîñòi, òî âîíè ¹ íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíèìè ïî ϕ i ïîõiäíi
ïî t âiä λj(ϕt(ϕ)) d

dt
λj(ϕt(ϕ)) ìîæíà âèçíà÷èòè iç ðiâíÿííÿ

d

dt
∆(λj(ϕt(ϕ)), ϕt(ϕ)) = 0.

Çâiäñè ìà¹ìî

∂∆

∂λ
(λj(ϕt(ϕ)), ϕt(ϕ)) · dλj(ϕt(ϕ))

dt
+

∂∆

∂t
· ϕ̇t(ϕ) = 0.

Òàê ÿê
lim
t→∞

∂∆

∂λ
(λj(ϕt(ϕ)), ϕt(ϕ)) =

∂det(A− λE)

∂λ
6= 0,

òî | ∂∆
∂λ

(λj(ϕ), ϕ) |≥ a5 > 0 ïðè ϕ∈U(Ω). Êðiì òîãî, ìà¹ìî

∂∆

∂ϕ
· ϕ̇t(ϕ) =

d

dt
detA(ϕt(ϕ)) =

n

Σ
ν=1

n

Σ
µ=1

daνµ(ϕt(ϕ))

dt
·∆νµ(ϕt(ϕ)),

äå ∆νµ(ϕt(ϕ)) � àëãåáðà¨÷íå äîïîâíåííÿ äî åëåìåíòà ȧνµ(ϕt(ϕ)). Âðàõîâóþ÷è
âèðàç (4) i íåðiâíiñòü (3) äiñòà¹ìî

| d

dt
λj(ϕt(ϕ)) |≤ a6 |

n

Σ
ν=1

n

Σ
µ=1

daνµ(ϕt(ϕ))

dt
|≤ a7 ‖ D(ϕt(ϕ)) ‖ .
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Îòæå
∞∫
T

d
dt

λj(ϕt(ϕ))dt < ∞, ÿêùî ìàòðèöÿ D(ϕt(ϕ)) àáñîëþòíî iíòåãðîâíà íà

[0,∞) âçäîâæ òðà¹êòîðié ϕt(ϕ). Íà îñíîâi ôîðìóëè (5) ïðè t ≥ T ìà¹ìî

| d

dt
tνj(ϕt(ϕ)) |≤ a7 | d

dt
λj(ϕt(ϕ)) | +a8 ‖ D(ϕt(ϕ)) ‖ .

Çâiäñè ðîáèìî âèñíîâîê, ùî ìàòðèöÿ T (ϕt(ϕ)) àáñîëþòíî iíòåãðîâíà íà ïðî-
ìiæêó [T,∞). Âðàõîâóþ÷è íåðiâíiñòü (3) i òîé ôàêò, ùî

d

dt
T−1(ϕt(ϕ)) = T−1(ϕt(ϕ))

d

dt
T (ϕt(ϕ))T−1(ϕt(ϕ)),

ðîáèìî âèñíîâîê, ùî i ìàòðèöÿ T−1(ϕt(ϕ)) ¹ íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíîþ íà
ïðîìiæêó [T,∞) i ¨¨ ïîõiäíà d

dt
T−1(ϕt(ϕ)) àáñîëþòíî iíòåãðîâíà íà ïðîìiæêó

[T,∞).
Ðîçãëÿíåìî ëiíiéíå ðîçøèðåííÿ äèíàìi÷íèõ ðiâíÿíü íà òîði

ϕ̇ = a(ϕ), ẋ = [A(ϕ) + B(ϕ)]x, (6)

äå a(ϕ), A(ϕ) ∈ C1(Tm), B(ϕ) ∈ C(Tm).

Òåîðåìà 2. Íåõàé ìàòðèöÿ A(ϕ) òàêà, ùî iñíó¹ ñêií÷åííà ãðàíèöÿ

lim
t→∞

A(ϕt(ϕ)) = A

äëÿ âñiõ ϕ ∈ Tm i âëàñíi ÷èñëà ãðàíè÷íî¨ ìàòðèöi ðiçíi. Ïðèïóñòèìî òàêîæ,
ùî ìàòðèöi

D(ϕ) =
m

Σ
j=1

∂A(ϕ)

∂ϕj

aj(ϕ)iB(ϕ)

àáñîëþòíî iíòåãðîâíi íà [0,∞] âçäîâæ êîæíî¨ iíòåãðàëüíî¨ êðèâî¨ ϕt(ϕ),
òîáòî ∞∫

0

‖D(ϕt(ϕ))‖ dt < ∞i

∞∫

0

‖B(ϕt(ϕ))‖ dt < ∞

ðiâíîìiðíî ïî ϕ ∈ Tm. Òîäi â äåÿêîìó îêîëi U(Ω) ìíîæèíè Ω ñèñòåìà (6) çà
äîïîìîãîþ ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ

x = T (ϕ)y,

çâîäèòüñÿ äî L-äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó

ϕ̇ = a(ϕ), ẏ = [Λ(ϕ) + Q(ϕ)]y, (7)

äå Λ(ϕ) = diag {λ1(ϕ), λ2(ϕ), .., λn(ϕ)} ∈ C1(U(Ω)) � äiàãîíàëüíà ìàòðèöÿ, äià-
ãîíàëüíi åëåìåíòè ÿêî¨ ¹ âëàñíèìè çíà÷åííÿìè ìàòðèöi A(ϕ), Q(ϕ)∈C(U(Ω)).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé T (ϕ) � ðåãóëÿðíà â U(Ω) ìàòðèöÿ, ùî ïðèâîäèòü ìà-
òðèöþ A(ϕ) äî äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó â U(Ω), òîáòî

T−1(ϕ)A(ϕ)T (ϕ) = Λ(ϕ), ϕ ∈ U(Ω).
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Ïðîâåäåìî â ñèñòåìi (6) çàìiíó x = T (ϕ)y :

ϕ̇ = a(ϕ), T (ϕ)ẏ + Ṫ (ϕ)y = [A(ϕ)) + B(ϕ)]T (ϕ)y,

àáî æ
ϕ̇ = a(ϕ), ẏ = [Λ(ϕ) + Q(ϕ)]y,

äå Λ(ϕ) = diag {λ1(ϕ), λ2(ϕ), .., λn(ϕ)} � äiàãîíàëüíà ìàòðèöÿ, à

Q(ϕ) = T−1(ϕ)[B(ϕ)C(ϕ)− Ṫ (ϕ)], ϕ ∈ U(Ω).

Îñêiëüêè T (ϕ) i T−1(ϕ) îáìåæåíi, òî ç îñòàííî¨ ðiâíîñòi âèïëèâà¹, ùî iñíóþòü
òàêi äîäàòíi ñòàëi a1, a2, ùî

‖Q(ϕ)‖ ≤ a1

∥∥∥Ṫ (ϕ)
∥∥∥ + a2 ‖B(ϕ)‖ , ϕ ∈ U(Ω).

ßêùî ìàòðèöi D(ϕ) i B(ϕ) àáñîëþòíî iíòåãðîâíi âçäîâæ òðà¹êòîðié ϕt(ϕ), òî
Ṫ (ϕ) áóäå àáñîëþòíî iíòåãðîâíîþ âçäîâæ êîæíî¨ òðà¹êòîði¨ ϕt(ϕ) íà ïðîìiæêó
[T,∞], òàêîìó, ùî ϕt(ϕ) ∈ U(Ω) äëÿ âñiõ ϕ ∈ Tm, à òîìó

∞∫

T

‖Q(ϕt(ϕ))‖ dt ≤ a1

∞∫

T

∥∥∥Ṫ (ϕt(ϕ))
∥∥∥ dt + a2

∞∫

T

‖B(ϕt(ϕ))‖ dt < ∞.

Òàêèì ÷èíîì, Q(ϕ) àáñîëþòíî iíòåãðîâíà íà ïðîìiæêó [T,∞] âçäîâæ òðà¹-
êòîðié ϕt(ϕ).
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