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ÌÍÎÆÈÍ

In this paper we introduce the notion of ⊥-representations of posets and study some properties of
such representations.

Ó öié ñòàòòi ââîäèòüñÿ ïîíÿòòÿ ⊥-çîáðàæåíü ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíèõ ìíîæèí i âèâ÷àþòüñÿ
äåÿêi âëàñòèâîñòi òàêèõ çîáðàæåíü.

Çîáðàæåííÿ ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíèõ ìíîæèí (íà ìîâi ìàòðèöü) áóëè ââåäåíi â
ñòàòòi [1] â çâ'ÿçêó ç ðîçãëÿäîì ïðîáëåìè Áðàóåðà-Òðîëëà. Ïiçíiøå ç'ÿñóâàëîñÿ,
ùî öå ïîíÿòòÿ ìîæå áóòè âèêîðèñòàíî òàêîæ ïðè ðîçãëÿäi iíøèõ ïèòàíü.

Çîáðàæåííÿ ñêií÷åííî¨ ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíî¨ (ñêîðî÷åíî ÷. â.) ìíîæèíè
S íàä ïîëåì k � öå äîâiëüíà ìàòðèöÿ R ç êîåôiöi¹íòàìè iç k, ðîçáèòà íà âåð-
òèêàëüíi ñìóãè, ÿêi çàíóìåðîâàíi åëåìåíòàìè ÷. â. ìíîæèíè S; ìàòðèöþ, ùî
ñòî¨òü â ñìóçi ç íîìåðîì x áóäåìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç Rx. Çîáðàæåííÿ R i R′ íà-
çèâàþòüñÿ åêâiâàëåíòíèìè, ÿêùî R′ ìîæå áóòè îäåðæàíèì ç R çà äîïîìîãîþ
òàêèõ ïåðåòâîðåíü:

1') äîâiëüíi åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðåííÿ iç ðÿäêàìè ìàòðèöi R;
2') äîâiëüíi åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðåííÿ çi ñòîâïöÿìè êîæíî¨ iç ìàòðèöü Rx;
3') äîäàâàííÿ ñòîâïöiâ iç Rx (ïîìíîæåíèõ íà åëåìåíòè ïîëÿ) äî ñòîâïöiâ iç

Ry, ÿêùî x < y.
Ïðÿìà ñóìà çîáðàæåíü òà íåðîçêëàäíi çîáðàæåííÿ âèçíà÷àþòüñÿ ñòàíäàð-

òíèì ÷èíîì.
Äëÿ çîáðàæåíü ÷. â. ìíîæèíè ñòàíäàðòíèì ñïîñîáîì äîâîäèòüñÿ òåîðåìà

Êðóëëÿ-Øìiäòà ïðî îäíîçíà÷íiñòü ðîçêëàäó äîâiëüíîãî çîáðàæåííÿ â ïðÿìó
ñóìó íåðîçêëàäíèõ çîáðàæåíü (äèâ. çàãàëüíó òåîðåìó â [2]).

Ââåäåíå òàêèì ÷èíîì çîáðàæåííÿ áóäåìî íàçèâàòè ãîðèçîíòàëüíèì çîáðà-
æåííÿì ÷. â. ìíîæèíè S.

Ìîæíà ââåñòè äóàëüíå ïîíÿòòÿ � âåðòèêàëüíå çîáðàæåííÿ ÷. â. ìíîæèíè S.
Öå äîâiëüíà ìàòðèöÿ R ç êîåôiöi¹íòàìè iç k, ðîçáèòà íà ãîðèçîíòàëüíi ñìóãè,
ÿêi çàíóìåðîâàíi åëåìåíòàìè ÷. â. ìíîæèíè S; ìàòðèöþ, ùî ñòî¨òü â ñìóçi ç
íîìåðîì x áóäåìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç Rx. Çîáðàæåííÿ R i R′ íàçèâàþòüñÿ åêâiâà-
ëåíòíèìè, ÿêùî R′ ìîæå áóòè îäåðæàíèì ç R çà äîïîìîãîþ òàêèõ ïåðåòâîðåíü:

1) äîâiëüíi åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðåííÿ çi ñòîâïöÿìè ìàòðèöi R;
2) äîâiëüíi åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðåííÿ iç ðÿäêàìè êîæíî¨ iç ìàòðèöü Rx;
3) äîäàâàííÿ ñòîâïöiâ iç Rx (ïîìíîæåíèõ íà åëåìåíòè ïîëÿ) äî ñòîâïöiâ iç

Ry, ÿêùî x < y.
Ëåãêî áà÷èòè, ùî ìiæ ãîðèçîíòàëüíèìè çîáðàæåííÿìè ÷. â. ìíîæèíè S òà

âåðòèêàëüíèìè çîáðàæåííÿìè äóàëüíî¨ ÷. â. ìíîæèíè Sop iñíó¹ ïðèðîäíà âçà-
¹ìíî îäíîçíà÷íà âiäïîâiäíiñòü (ÿêà çäiéñíþ¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ òðàíñïîíóâàííÿ
ìàòðèöü).
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Ó ïåðøié ÷àñòèíi öi¹¨ ñòàòòi ìè ââîäèìî îäèí êëàñ ìàòðè÷íèõ çàäà÷, ùî ¹
�ãiáðèäîì� ãîðèçîíòàëüíèõ òà âåðòèêàëüíèõ çîáðàæåíü ÷. â. ìíîæèíè S. Ìè íà-
çèâà¹ìî öi ìàòðè÷íi çàäà÷i ⊥-çîáðàæåííÿìè ÷. â. ìíîæèíè S. Ó äðóãié ÷àñòèíi
ñòàòòi ìè âèâ÷à¹ìî äåÿêi âëàñòèâîñòi òàêèõ çîáðàæåíü.

1. Îçíà÷åííÿ ⊥-çîáðàæåíü ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíèõ ìíîæèí. Íåõàé
S � ñêií÷åííà ÷. â. ìíîæèíà i k � ïîëå; ⊥-çîáðàæåííÿì S íàä k ìè íàçèâà¹ìî
ïàðó ìàòðèöü T = (A, B) ç êîåôiöi¹íòàìè iç k, òàêó, ùî âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi
óìîâè:

I) A � ãîðèçîíòàëüíå çîáðàæåííÿ ÷. â. ìíîæèíè S;
II) B � âåðòèêàëüíå çîáðàæåííÿ ÷. â. ìíîæèíè Sop;
III) ÷èñëî ðÿäêiâ ìàòðèöi A äîðiâíþ¹ ÷èñëó ñòîâïöiâ ìàòðèöi B;
IV) ÷èñëî ñòîâïöiâ ìàòðèöi Ax äîðiâíþ¹ ÷èñëó ðÿäêiâ ìàòðèöi Bx (x ∈ S).
Äâà ⊥-çîáðàæåííÿ X = (A,B) i X ′ = (A′, B′) íàçâåìî åêâiâàëåíòíèìè, ÿêùî

X ′ ìîæå áóòè îäåðæàíèì iç X çà äîïîìîãîþ òàêèõ ïåðåòâîðåíü:
1) ç ðÿäêàìè ìàòðèöi A ìîæíà ðîáèòè äîâiëüíå åëåìåíòàðíå ïåðåòâîðåííÿ,

àëå ïðè öüîìó iç ñòîâïöÿìè ìàòðèöi B òðåáà çðîáèòè îáåðíåíå åëåìåíòàðíå
ïåðåòâîðåííÿ;

2) iç ñòîâïöÿìè ìàòðèöi Ax ìîæíà ðîáèòè äîâiëüíå åëåìåíòàðíå ïåðåòâîðå-
ííÿ, àëå ïðè öüîìó iç ðÿäêàìè ìàòðèöi Bx òðåáà çðîáèòè îáåðíåíå åëåìåíòàðíå
ïåðåòâîðåííÿ (x ∈ S);

3) ÿêùî x, y ∈ S i äî òîãî æ x < y, òî i-èé ñòîâïåöü, ïîìíîæåíèé íà äî-
âiëüíèé åëåìåíò a ∈ k, ìàòðèöi Ax ìîæíà äîäàòè äî j-ãî ñòîâïöÿ ìàòðèöi Ay,
àëå ïðè öüîìó âiä i-ãî ðÿäêà ìàòðèöi Bx òðåáà âiäíÿòè j-èé ðÿäîê ìàòðèöi By,
ïîìíîæåíèé íà a.

Ïðÿìà ñóìà ⊥-çîáðàæåíü òà íåðîçêëàäíi ⊥-çîáðàæåííÿ âèçíà÷àþòüñÿ ïðè-
ðîäíiì ÷èíîì. Äëÿ ⊥-çîáðàæåíü ÷. â. ìíîæèíè ñòàíäàðòíèì ñïîñîáîì äîâîäè-
òüñÿ òåîðåìà Êðóëëÿ-Øìiäòà (äèâ. çàãàëüíó òåîðåìó â [2]).

Äàìî îçíà÷åííÿ åêâiâàëåíòíîñòi ⊥-çîáðàæåíü ÷. â. ìíîæèíè S â òåðìiíàõ
ìàòðè÷íèõ ðiâíîñòåé.

S-áëîêîâîþ ìàòðèöåþ íàçâåìî âñÿêó áëîêîâó ìàòðèöþ N , ãîðèçîíòàëüíi i
âåðòèêàëüíi ñìóãè ÿêî¨ çàíóìåðîâàíi åëåìåíòàìè ìíîæèíè S: N = (Nxy), x,
y ∈ S. S-áëîêîâó ìàòðèöþ N íàçâåìî S-ìàòðèöåþ, ÿêùî âñi ¨¨ äiàãîíàëüíi áëîêè
Nxx ¹ êâàäðàòíèìè (òîäi êâàäðàòíîþ ¹ i ñàìà N). Ìíîæèíó âñiõ S-ìàòðèöü íàä
ïîëåì k ïîçíà÷èìî ÷åðåç Mk(S). Äàëi ïîçíà÷èìî ÷åðåç M<

k (S) ìíîæèíó âñiõ
ìàòðèöü N ∈ Mk(S), òàêèõ, ùî Nxy = 0 êîæíîãî ðàçó, êîëè x 
 y.

Ìà¹ ìiñöå íàñòóïíà òåîðåìà, ÿêà äà¹ îçíà÷åííÿ åêâiâàëåíòíîñòi⊥-çîáðàæåíü
â òåðìiíàõ ìàòðè÷íèõ ðiâíîñòåé.

Òåîðåìà 1. Äâà ⊥-çîáðàæåííÿ T = (A,B) i T ′ = (A′, B′) ÷. â. ìíîæèíè
S åêâiâàëåíòíi òîäi i ëèøå òîäi, êîëè iñíóþòü îáîðîòíi ìàòðèöi P i N ∈
∈ M<

k (S), òàêi, ùî âèêîíóþòüñÿ ìàòðè÷íi ðiâíîñòi

AN = PA′

òà
N−1B = B′P−1,
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ÿêi ñëiä ðîçãëÿäàòè ÿê ðiâíîñòi áëîêîâèõ ìàòðèöü (öå, çîêðåìà, îçíà÷à¹, ùî â
óñiõ âèïàäêàõ, êîëè ïåðåìíîæóþòüñÿ äâi ìàòðèöi, ¨õ ðîçáèòòÿ âiäïîâiäíî íà
âåðòèêàëüíi i ãîðèçîíòàëüíi ñìóãè ¹ óçãîäæåíèìè).

Òåîðåìà 1 äîâîäèòüñÿ òàêèì æå ÷èíîì, ÿê ïîäiáíå òâåðäæåííÿ äëÿ çîáðà-
æåíü â'ÿçîê íàïiâëàíöþãiâ (äèâ. ïiäðîçäië 3.1 ìîíîãðàôi¨ [3]).

2. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè. Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíà ìíî-
æèíà S ìà¹ ⊥-ñêií÷åííèé (âiäïîâiäíî ⊥-ðó÷íèé, ⊥-äèêèé) òèï, ÿêùî çàäà÷à
ïðî îïèñ ⊥-çîáðàæåíü S ìà¹ ñêií÷åííèé (âiäïîâiäíî ðó÷íèé, äèêèé) òèï.

Ó öié ñòàòòi ìè äîâåäåìî íàñòóïíi òåîðåìè.

Òåîðåìà 2. ×àñòêîâî âïîðÿäêîâàíà ìíîæèíà S ìà¹ ⊥-ñêií÷åííèé òèï òî-
äi i ëèøå òîäi, êîëè âîíà ïîðîæíÿ.

Òåîðåìà 3. Íåïîðîæíÿ ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíà ìíîæèíà S ìà¹ ⊥-ðó÷íèé
òèï, ÿêùî |S| = 1 i ⊥-äèêèé òèï, ÿêùî |S| > 1.

3. Äîâåäåííÿ òåîðåì. Äîâåäåìî ñïî÷àòêó òåîðåìó 2.
Î÷åâèäíî, ùî S ìà¹ ⊥-ñêií÷åííèé òèï, ÿêùî S ïîðîæíÿ.
Íåõàé òåïåð S 6= ∅. Ïîêàæåìî, ùî S ìà¹ ⊥-íåñêií÷åííèé òèï. Äîñòàòíüî,

î÷åâèäíî, ââàæàòè, ùî |S| = 1. Ëåãêî áà÷èòè (ÿêùî âèêîðèñòàòè òåîðåìó 1),
ùî ⊥-çîáðàæåííÿ (E,B) i (E, C), äå E � îäèíè÷íà ìàòðèöÿ äåÿêîãî ðîçìiðó,
åêâiâàëåíòíi òîäi i ëèøå òîäi, êîëè ìàòðèöi B i C ïîäiáíi; çíà÷èòü S ìà¹ ⊥-
íåñêií÷åííèé òèï.

Òåîðåìà 2 äîâåäåíà.
Ïåðåõîäèìî äî äîâåäåííÿ òåîðåìè 3.
Íåõàé ñïî÷àòêó |S| = 1; ïîêëàäåìî S = {c}. Ðîçãëÿíåìî äâà ⊥-çîáðàæåííÿ

÷. â. ìíîæèíè S � T = (A,B) i T ′ = (A′, B′). Çàóâàæèìî, ùî A = Ac, B = Bc i
A′ = A′

c, B
′ = B′

c. Çãiäíî òåîðåìè 1 ⊥-çîáðàæåííÿ T i T ′ áóäóòü åêâiâàëåíòíèìè
òîäi i ëèøå òîäi, êîëè iñíóþòü îáîðîòíi ìàòðèöi P i N , òàêi, ùî AN = PA′ i
N−1B = B′P−1. Öå îçíà÷à¹, ùî çàäà÷à ïðî îïèñ ⊥-çîáðàæåíü S � öå çàäà÷à ïðî
îïèñ çîáðàæåíü ñàãàéäàêà, ùî ñêëàäà¹òüñÿ iç äâîõ âåðøèí 1 i 2 òà äâîõ ñòðiëîê
1 → 2 i 2 → 1. Îñêiëüêè âêàçàíèé ñàãàéäàê ìà¹ ðó÷íèé òèï, òî ÷. â. ìíîæèíà
S = {c} ìà¹ ⊥-ðó÷íèé òèï.

Íåõàé òåïåð |S| > 1. Ïîêàæåìî, ùî S ìà¹⊥-äèêèé òèï. Äîñòàòíüî, î÷åâèäíî,
ââàæàòè, ùî S = {1, 2 | 1 < 2}.

Ðîçãëÿíåìî ⊥-çîáðàæåííÿ X = {TA,B, SA,B} ÷. â. ìíîæèíè S íàñòóïíîãî
âèãëÿäó:

(TA,B)1 =

(
E
0

)
, (TA,B)2 =

(
0
E

)
,

(SA,B)1 =
(

A B
)
, (SA,B)2 =

(
E 0

)
,

äå E � îäèíè÷íà ìàòðèöÿ i A òà B � äîâiëüíi ìàòðèöi (ÿêi ¹ êâàäðàòíèìè i
ìàþòü òîé æå ðîçìið, ùî i îäèíè÷íà ìàòðèöÿ E). Ïðè öüîìó ââàæà¹ìî, ùî â ìà-
òðèöi TA,B âåðòèêàëüíà ñìóãà (TA,B)1 ñòî¨òü ëiâiøå âåðòèêàëüíî¨ ñìóãè (TA,B)2,
à â ìàòðèöi SA,B ãîðèçîíòàëüíà ñìóãà (SA,B)1 ñòî¨òü âèùå ãîðèçîíòàëüíî¨ ñìóãè
(SA,B)2.

Íåõàé äâà òàêi ⊥-çîáðàæåííÿ � X = {TA,B, SA,B} i X = {TA,B, SA,B} � ¹
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åêâiâàëåíòíèìè. Òîäi çãiäíî òåîðåìè 1 iñíóþòü îáîðîòíi ìàòðèöi

P =

(
P11 P12

P21 P22

)
, N =

(
N11 N12

0 N22

)
,

òàêi, ùî TA,BN = PTA,B òà SA,BP = NSA,B.
Îñêiëüêè TA,B = ((TA,B)1 (TA,B)2) òà TA,B = ((TA,B)1 (TA,B)2) � îäèíè÷íi

ìàòðèöi, òî ïåðøà âêàçàíà ðiâíiñòü åêâiâàëåíòíà ðiâíîñòi P = N , òîáòî P11 =
= N11, P12 = N12, P21 = 0, P22 = N22. Òîäi äðóãà âêàçàíà ðiâíiñòü åêâiâàëåíòíà
ñèñòåìi íàñòóïíèõ ðiâíîñòåé:

AN11 = N11A + N12, (11)

AN12 + BN22 = N11B, (12)

N11 = N22, (21)

N12 = 0. (22)

iç ðiâíîñòåé (11) i (22) âèïëèâà¹, ùî AN11 = N11A, à iç ðiâíîñòåé (12), (21)
i (22) âèïëèâà¹, ùî BN11 = N11B; çâiäñè A = (N11)

−1AN11 i B = (N11)
−1BN11.

Îòæå, ÿêùî ⊥-çîáðàæåííÿ X = {TA,B, SA,B} i X = {TA,B, SA,B} åêâiâàëåíòíi, òî
ïàðè ìàòðèöü (A,B) i (A,B) ïîäiáíi. Iç âèêëàäåíîãî ëåãêî áà÷èòè, ùî âiðíå i
îáåðíåíå òâåðäæåííÿ. Òàêèì ÷èíîì, çàäà÷à ïðî îïèñ ⊥-çîáðàæåíü S ìà¹ äèêèé
òèï, ùî i òðåáà áóëî äîâåñòè.
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