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In this paper we consider a pair of finite-dimensional algebras and related matrix problem. We
study tame type matrix problems.

Ó öié ðîáîòi ìè ðîçãëÿäà¹ìî ìàòðè÷íó çàäà÷ó, ïîâ'ÿçàíó ç ïàðîþ ñêií÷åííîâèìiðíèõ àëãåáð.
Ìè äîñëiäæó¹ìî, äëÿ ÿêèõ àëãåáð çàäà÷à áóäå ðó÷íîãî òèïó.

Íåõàé k � ïîëå i Λ, Λ′ � ñêií÷åííîâèìiðíi àëãåáðè íàä k. Â öié ñòàòòi ìè ðîçãëÿ-
äà¹ìî ëèøå áàçèñíi àëãåáðè, òîáòî àëãåáðè Λ, äëÿ ÿêèõ Λ/RadΛ ∼= k⊕k⊕. . .⊕k;
òàêi àëãåáðè ìîæíà çàäàòè ãðàôîì çi ñïiââiäíîøåííÿìè (äèâèñü [1]).

Íåõàé ìè ìà¹ìî Γ = (Γ0, Γ1) � îði¹íòîâàíèé ãðàô. Γ0 � ìíîæèíà éîãî
âåðøèí, Γ1 � ìíîæèíà éîãî ñòðiëîê.Äëÿ êîæíî¨ ñòðiëêè e ∈ Γ1 ïîçíà÷èìî
÷åðåç α(e) ∈ Γ0 ¨¨ ïî÷àòîê, i ÷åðåç β(e) ∈ Γ0 ¨¨ êiíåöü.

Øëÿõîì â îði¹íòîâàíîìó ãðàôi íàçèâà¹ìî ïîñëiäîâíiñòü ñòðiëîê w = e1e2 . . .
. . . en, òàêó ùî β(ei) = α(ei+1), i = 1, . . . , n − 1. Ïî÷àòîê òà êiíåöü øëÿõó âè-
çíà÷àþòüñÿ òàê: α(w) = α(e1), β(w) = β(en). Êîæíó âåðøèíó ãðàôà ìè òàêîæ
ââàæà¹ìî øëÿõîì i ïðèïèñó¹ìî òàêîìó øëÿõó äîâæèíó íóëü.

Ó ïîäàëüøîìó ãðàô Γ ââàæà¹ìî ñêií÷åííèì, òîáòî |Γ0| = s < ∞, |Γ1| < ∞. Iç
òàêèì ãðàôîì àñîöiþ¹òüñÿ k-àëãåáðà øëÿõiâ Λ(Γ). �¨ áàçèñîì ¹ ìíîæèíà øëÿõiâ
ãðàôà ñêií÷åííî¨ äîâæèíè. Ìíîæåííÿ â àëãåáði çàäà¹òüñÿ íà åëåìåíòàõ áàçèñó
ÿê ïðèïèñóâàííÿ øëÿõiâ, ÿêùî öå ìîæëèâî i íóëüîâèì ÷èíîì â iíøîìó ðàçi.

Àëãåáðà, çàäàíà ãðàôîì çi ñïiââiäíîøåííÿìè � öå ôàêòîðàëãåáðà àëãåáðè
Λ(Γ) çà iäåàëîì I òàêèì, ùî I ⊂ J2, äå J � iäåàë, ïîðîäæåíèé âñiìà ñòðiëêàìè
ãðàôà.

Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíó ìàòðè÷íó çàäà÷ó. À ñàìå ìè ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó ïðî
îïèñ êëàñiâ içîìîðôíèõ îá'¹êòiâ êàòåãîði¨ B, òàêî¨ ùî Ob B = {(f : P ′ → P )},
äå P ′ � ïðîåêòèâíèé ìîäóëü íàä àëãåáðîþ Λ′, P � ïðîåêòèâíèé ìîäóëü íàä
àëãåáðîþ Λ, f � k-ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ. Ìîðôiçìîì ìiæ äâîìà îá'¹êòàìè (f :
P ′ → P ) i (g : Q′ → Q) ¹ ïàðà âiäîáðàæåíü(φ, ψ), ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç Λ′-ëiíiéíîãî
âiäîáðàæåííÿ φ : P ′ → Q′ i Λ-ëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ ψ : P → Q, òàêèõ ùî
φg = fψ.

Ó öié ñòàòòi îïèñàíi ïàðè ñêií÷åííîâèìiðíèõ àëãåáð (Λ′, Λ) äëÿ ÿêèõ âêàçàíà
çàäà÷à ¹ ðó÷íîþ.

Øëÿõîì âèáîðó áàçèñó ìîäóëiâ P ′ i P íàä ïîëåì k ìè ìîæåìî ïîñòàâèòè ó
âiäïîâiäíiñòü âiäîáðàæåííþ f ïðÿìîêóòíó ìàòðèöþ íàä ïîëåì k.

Íåõàé áàçèñ àëãåáðè Λ′ ñêëàäà¹òüñÿ iç øëÿõiâ {vi | i = 1 . . . l}, à áàçèñ àëãå-
áðè Λ ñêëàäà¹òüñÿ iç øëÿõiâ {wi | i = 1 . . . n}, òîäi ìè ìà¹ìî íàñòóïíó ìàòðè÷íó
çàäà÷ó. Ìà¹ìî ïðÿìîêóòíó ìàòðèöþ íàä ïîëåì k, ÿêà ðîçáèòà íà ãîðèçîíòàëüíi
òà âåðòèêàëüíi ñìóãè. Äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà áàçèñó Λ′ � ãîðèçîíòàëüíà ñìó-
ãà, äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà áàçèñó Λ � âåðòèêàëüíà ñìóãà. Ïðè öüîìó, ÿêùî
α(vi) = α(vj) òî ðîçìiðíiñòü (êiëüêiñòü ðÿäêiâ) ñìóãè vi ðiâíà ðîçìiðíîñòi ñìóãè
vj; ÿêùî β(wi) = β(wj) òî ðîçìiðíiñòü (êiëüêiñòü ñòîâï÷èêiâ) ñìóãè wi ðiâíà
ðîçìiðíîñòi ñìóãè wj. Äîïóñòèìèìè ïåðåòâîðåííÿìè ¹ íàñòóïíi ïåðåòâîðåííÿ:
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1) ìîæíà ðîáèòè áóäü-ÿêå åëåìåíòàðíå ïåðåòâîðåííÿ ðÿäêiâ ãîðèçîíòàëüíî¨
ñìóãè vi ïðè÷îìó, ÿêùî α(vj) = α(vi) òî òàêå æ ñàìå åëåìåíòàðíå ïåðåòâîðåííÿ
òðåáà çðîáèòè iç ðÿäêàìè ãîðèçîíòàëüíî¨ ñìóãè vj;

2) ìîæíà ðîáèòè áóäü-ÿêå åëåìåíòàðíå ïåðåòâîðåííÿ iç ñòîâïöÿìè âåðòè-
êàëüíî¨ ñìóãè wi, ïðè÷îìó, ÿêùî β(wj) = β(wi) òî òàêå æ ñàìå åëåìåíòàðíå
ïåðåòâîðåííÿ òðåáà çðîáèòè iç ñòîâïöÿìè âåðòèêàëüíî¨ ñìóãè wj;

3) ìîæíà äîäàâàòè ðÿäîê ãîðèçîíòàëüíî¨ ñìóãè vi, ïîìíîæåíèé íà åëåìåíò
ïîëÿ, äî ðÿäêà ãîðèçîíòàëüíî¨ ñìóãè vj, ÿêùî vmvi = vj � äîáóòîê åëåìåíòiâ
áàçèñó, ïðè÷îìó ó âèïàäêó vmvi′ = vj′ òàêå æ ñàìå äîäàâàííÿ òðåáà çðîáèòè äëÿ
âiäïîâiäíèõ ðÿäêiâ ãîðèçîíòàëüíèõ ñìóã vi′ òà vj′ .

4) ìîæíà äîäàâàòè ñòîâïåöü âåðòèêàëüíî¨ ñìóãè wi, ïîìíîæåíèé íà åëåìåíò
ïîëÿ, äî ñòîâïöÿ âåðòèêàëüíî¨ ñìóãè wj, ÿêùî wiwm = wj � äîáóòîê åëåìåíòiâ
áàçèñó, ïðè÷îìó ó âèïàäêó wi′wm = wj′ òàêå æ ñàìå äîäàâàííÿ òðåáà çðîáèòè
äëÿ âiäïîâiäíèõ ñòîâïöiâ âåðòèêàëüíèõ ñìóã wi′ òà wj′ .

Ïîçíà÷èìî òàêó çàäà÷ó M(Λ′, Λ).

Ïðèêëàä 1. Íåõàé Λ′ çàäàíà íàñòóïíèì ãðàôîì:

a
&%

'$
a

?ε , I = 〈a2〉,

à Λ � íàñòóïíèì: c c-a
ε1 ε2

, I = {0}.

òîäi çàäà÷à M(Λ′, Λ) ìàòèìå âèãëÿä:

*

¸
.

Ðîçãëÿíåìî íà ïî÷àòêó âèïàäîê Λ′ = k. Â öüîìó âèïàäêó ìàòðèöÿ ìàòèìå
îäíó ãîðèçîíòàëüíó ïîëîñó.

Ïðèêëàä 2. Íåõàé Λ çàäàíà íàñòóïíèì ãðàôîì:

c c-a
ε1 ε2

, I = {0}.

òîäi çàäà÷à M(k, Λ) ìàòèìå âèãëÿä:

*

.

Â ïîäàëüøîìó Γ = (Γ0, Γ1) ïîçíà÷à¹ îði¹íòîâàíèé ãðàô, Λ = Λ(Γ)/I � àëãå-
áðà ïîáóäîâàíà çà ãðàôîì çi ñïiââiäíîøåííÿìè I.

Òåîðåìà 1. Çàäà÷à M(k, Λ) ¹ ðó÷íîãî òèïó äëÿ òàêèõ i ëèøå òàêèõ àëãåáð
(ç òî÷íiñòþ äî içîìîðôiçìó) Λ = Λ(Γ)/I.
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Λ1 aε , I = {0}.
Λ2 a aε1 ε2 , I = {0}.
Λ3 a a aε1 ε2 ε3 , I = {0}.
Λ4 a a a aε1 ε2 ε3 ε4 , I = {0}.

Λ5 a
&%

'$
a

?ε , I = 〈a2〉.

Λ6 a
&%

'$
a

?ε , I = 〈a3〉.

Λ7 a a
&%

'$
a

?ε1 ε2 , I = 〈a2〉.

Λ8 a a
&%

'$

&%

'$
a b

? ?ε1 ε2 , I = 〈a2, b2〉.

Λ9 c c-a
ε1 ε2

, I = {0}.

Λ10 c c¼
a

*
b

ε2 ε1

, I = 〈ab, ba〉.

Λ11 a a a
&%

'$
a

?ε1 ε2 ε3 , I = 〈a2〉.

Λ12 a a a
&%

'$
a

?

&%

'$
b

?ε1 ε2 ε3 , I = 〈a2, b2〉.

Çàäà÷à M(k, Λ) ¹ ñêií÷åíîãî òèïó äëÿ àëãåáð Λ = Λi, i = 1, 2, 3, 5, 6, 7 .
Äîïîìiæíi ëåìè. Ðîçãëÿíåìî äâi ëåìè, ÿêi ìè áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè

íèæ÷å.
Ëåìà 1. ßêùî çàäà÷à M(k, Λ) ðó÷íîãî òèïó, òî |Γ0| < 5.
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Äîâåäåííÿ. ßêùî ãðàô Γ ìà¹ ïðèíàéìíi 5 âåðøèíè, òî ìàòðèöi, ÿêi âiäïî-
âiäàþòü âåðøèíàì ãðàôà, óòâîðþþòü çîáðàæåííÿ ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíî¨ ìíî-
æèíè, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç ï'ÿòè íåïîðiâíÿëüíèõ òî÷îê. Äîáðå âiäîìî, ùî òàêà
çàäà÷à ¹ äèêîþ (äèâèñü [3]).

Ëåìà 2. ßêùî çàäà÷à M(k, Λ) ðó÷íîãî òèïó, òî Γ íå ìiñòèòü ïiäãðàô
âèãëÿäó

c- ¾a b

ε

Äîâåäåííÿ.
Ìîæëèâi òàêi âèïàäêè:

a) a a a- ¾a b

ε1 ε ε2

;

b) a a-a
b

ε1 ÁÀ

Â¿
?

ε

;

c) a
ÁÀ

Â¿
°

ÁÀ

Â¿

±

a b
ε .

ßêùî ìè ðîçãëÿíåìî ïiäçàäà÷i, ùî âiäïîâiäà¹ ìàòðèöÿì a, ε, b, òî ìè îòðè-
ìà¹ìî âiäïîâiäíî íàñòóïíi ìàòðè÷íi çàäà÷i :

a) A1 A2 A3 ,

b)
j

A1 A2 A3 ,

c)
j¼

A1 A2 A3 .

Âñi öi çàäà÷i ¹ äèêèìè çãiäíî ç [4, 5].
Äîâåäåííÿ òåîðåìè 1. Íàãàäà¹ìî, ùî ïåòëåþ íàçèâà¹òüñÿ ñòðiëêà ïî÷à-

òêîâà i êiíöåâà âåðøèíè ÿêî¨ çáiãàþòüñÿ. Ç ôîðìàëüíèõ ïðè÷èí íàäàëi ïiä ñòðië-
êîþ ìè ðîçóìi¹ìî áóäü ÿêó ñòðiëêó, ùî íå ¹ ïåòëåþ.

Ðîçãëÿíåìî ñïî÷àòêó ãðàôè, ÿêi ñêëàäàþòüñÿ ëèøå ç òî÷îê i íå ìàþòü ïå-
òåëü àáî ñòðiëîê. Çãiäíî ëåìè 1 êiëüêiñòü òî÷îê ìåíøà, àáî ðiâíà ÷îòèðüîì.
Öå âiäïîâiäà¹ ïåðøèì ÷îòèðüîì ïóíêòàì â òåîðåìi. Ïåðøi òðè çàäà÷i áóäóòü
ñêií÷åííîãî òèïó [2], à îñòàííÿ ðó÷íîãî [3] (âîíè ñïiâïàäàþòü ç ìàòðè÷íèìè
çàäà÷àìè, ÿêi ïîâ'ÿçàíi ç çîáðàæåííÿì ÷àñòêîâî-âïîðÿäêîâàíèõ ìíîæèí, ÿêi
ñêëàäàþòüñÿ âiäïîâiäíî ç îäíi¹¨, äâîõ, òðüîõ òà ÷îòèðüîõ íåïîðiâíÿëüíèõ òî-
÷îê).
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Ðîçãëÿíåìî ãðàôè, ÿêi ìàþòü õî÷à á îäíó ïåòëþ àáî ñòðiëêó.
1) Âèïàäîê îäíi¹¨ âåðøèíè.
Â ñèëó ëåìè 2 íàì ïîòðiáíî ðîçãëÿäàòè ëèøå ãðàôè ç îäíi¹þ ïåòëåþ (ãðàô

ïóíêòó 5 ç óìîâè òåîðåìè). Äîâåäåìî, ùî çàäà÷à áóäå äèêîþ, ÿêùî I = 〈a4〉.
Äiéñíî, â öüîìó âèïàäêó çàäà÷à îòðèìà¹ íàñòóïíèé âèãëÿä:

R R Rj

* *

ε a a2 a3 .

Ðîçãëÿíåìî ÷åòâiðêè ìàòðèöü òàêîãî âèãëÿäó:

E

E

E

E

E

E E

0 B C D

T (B,C, D) =
,

â ìàòðèöÿõ íà ïîðîæíiõ ìiñöÿõ ñòîÿòü íóëüîâi ìàòðèöi. Ëåãêî áà÷èòè, ùî T (B,
C, D) i T (B′, C ′, D′) ïåðåâîäÿòüñÿ îäíå â îäíå çà äîïîìîãîþ äîïóñòèìèõ ïåðå-
òâîðåíü òîäi i ëèøå òîäi, êîëè òðiéêè ìàòðèöü B,C, D i B′, C ′, D′ ¹ ïîäiáíèìè â
íàñòóïíié ìàòðè÷íié çàäà÷i:

B C D ,

à öå äèêà çàäà÷à (äèâ. [4, 5]).
Çàäà÷à áóäå äèêîþ i ó âèïàäêó I = 〈al〉, l > 4.
ßêùî ãðàô ìà¹ îäíó âåðøèíó, íàì çàëèøèëîñÿ ðîçãëÿíóòè âèïàäêè, êîëè

l = 2 i l = 3.
Ó ïåðøîìó âèïàäêó ìà¹ìî çàäà÷ó ïðî çîáðàæåííÿ ëiíiéíî âïîðÿäêîâàíî¨

ìíîæèíè ç äâîõ åëåìåíòiâ, äëÿ ÿêèõ îäíî÷àñíèìè ¹ åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðåííÿ
ÿê ðÿäêiâ òàê i ñòîâï÷èêiâ ÿêà ìà¹ ñêií÷åííèé òèï [3]. Ó äðóãîìó âèïàäêó ìà¹ìî
òðè ìàòðèöi A1, A2, A3, äëÿ ÿêèõ îäíî÷àñíèìè ¹ åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðåííÿ ÿê
ðÿäêiâ òàê i ñòîâï÷èêiâ òà îäíî÷àñíi çîâíiøíi äîäàâàííÿ ñòîâï÷èêiâ A1 → A2,
A2 → A3, à òàêîæ äîïóñòèìi äîäàâàííÿ ñòîâï÷èêiâ A1 → A3. Âiäîìî, ùî öå
çàäà÷à ñêií÷åííîãî òèïó (äèâ. [3], ó öüîìó ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ çà äîïîìîãîþ
ìåòîäó ïîñëiäîâíîãî çâåäåííÿ ìàòðèöü).

2) Âèïàäîê äâîõ âåðøèí.
2.1) Ãðàô ìà¹ îäíó ïåòëþ (àëãåáðà Λ7 ç ôîðìóëþâàííÿ òåîðåìè).
ßêùî I = 〈a3〉, ìè îòðèìà¹ìî çàäà÷ó M(Λ) ç ÷îòèðìà ìàòðèöÿìè:

R Rj

ε1 a a2 ε2 .
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Ïðèâåäåìî ñïî÷àòêó ìàòðèöþ ε2:

R Rj

0 E

0 0
.

Òîäi äëÿ ïåðøèõ òðüîõ ìàòðèöü îòðèìà¹ìî çàäà÷ó:

R Rj
IA′ B′ C ′

A B C
.

Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíå ÷àñòêîâå çîáðàæåííÿ:

E

E

E

EE

0 A 0 P 0 B Q C 0

T (A,B, C, P, Q) =
.

â ìàòðèöÿõ íà ïîðîæíiõ ìiñöÿõ ñòîÿòü íóëüîâi ìàòðèöi.
Òîäi äëÿ ìàòðèöü (A,B,C, P,Q) áóäå çàäà÷à ïðî çîáðàæåííÿ íàñòóïíî¨ ÷àñ-

òêîâî âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè ç âiäíîøåííÿì åêâiâàëåíòíîñòi:

c
c
c

s
s

¡
¡

¡
¡
a

b

c

p

q

a ∼ b ∼ c, p ∼ q âiäîìî, ùî öå äèêà çàäà÷à (äèâ. [4, 5]). Îòæå, äëÿ àëãåáðè
Λ7 ¹äèíèì ìîæëèâèì âàðiàíòîì çàëèøà¹òüñÿ I = 〈a2〉 = J2. Ó öüîìó âèïàäêó
îòðèìà¹ìî íàñòóïíó çàäà÷ó:

j

A1 A2 A3 .

Âiäîìî, ùî öå çàäà÷à ñêií÷åííîãî òèïó (äèâ. [3]).
2.2) Ãðàô ìà¹ äâi ïåòëi (àëãåáðà Λ8 ç ôîðìóëþâàííÿ òåîðåìè).
Âðàõîâóþ÷è ðîçãëÿíóòå âèùå äëÿ òîãî, ùîá çàäà÷à ìàëà ðó÷íèé òèï íåîá-

õiäíî, ùîá a2 ∈ I, b2 ∈ I. Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê I = 〈a2, b2〉, ïîìiòèìî, ùî ïðè
öüîìó I = J2. Îòðèìó¹ìî íàñòóïíó çàäà÷ó:

j j

A1 A2 A3 A4 .

Öÿ çàäà÷à iç êëàñó çàäà÷ ïðî çîáðàæåííÿ â'ÿçêè íàïiâëàíöþãiâ i òîìó âîíà ¹
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ðó÷íîþ (äèâ. [6]).
Ó âèïàäêó òðüîõ ïåòåëü çàäà÷à áóäå äèêîþ çà ëåìîþ 2, áî äâi ç íèõ ìàþòü

ñïiëüíó âåðøèíó.
2.3) Ãðàô ìà¹ îäíó ñòðiëêó (àëãåáðà Λ9 ç ôîðìóëþâàííÿ òåîðåìè). Ó öüîìó

âèïàäêó îòðèìà¹ìî íàñòóïíó çàäà÷ó:
j

ε1 a ε2 .

Öÿ çàäà÷à iç êëàñó çàäà÷ ïðî çîáðàæåííÿ â'ÿçêè íàïiâëàíöþãiâ i òîìó âîíà ¹
ðó÷íîþ (äèâ. [6]).

2.4) Ãðàô ìà¹ äâi ñòðiëêè. Çà ëåìîþ 2 ãðàô àëãåáðè Λ10 � ¹äèíèé ìîæëèâèé.
Ïðèïóñòèìî, ùî ab 6∈ I, òîäi ìè îòðèìà¹ìî íàñòóïíó çàäà÷ó:

ª ª ª

ab a bε1 ε2 .

Ìàòðèöi ab, b, ε1 óòâîðþþòü äèêó ïiäçàäà÷ó (ëåìà 2à). Òîìó íåîáõiäíî, ùîá
ab ∈ I. Àíàëîãi÷íî ba ∈ I. Îòæå, I ⊃ 〈ab, ba〉 = J2, òîìó I = 〈ab, ba〉 = J2

ª ª

a bε1 ε2 .

Öÿ çàäà÷à iç êëàñó çàäà÷ ïðî çîáðàæåííÿ â'ÿçêè íàïiâëàíöþãiâ i òîìó âîíà ¹
ðó÷íîþ (äèâ. [6]).

2.5) Ãðàô ìà¹ îäíó ñòðiëêó i îäíó ïåòëþ. Çà ëåìîþ 2 ¹äèíèé ìîæëèâèé ãðàô
ìà¹ âèãëÿä.

&%

'$
c? c-
a

b
ε1 ε2

Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê I = 〈a2, ab〉 = J2:
ª R

a bε1 ε2 .

Öÿ çàäà÷à iç êëàñó ìiñòèòü ïiäçàäà÷ó

a b ε2 ,

à öå äèêà çàäà÷à (äèâ. [4, 5]).
Çãiäíî ç ëåìîþ 2 âèïàäîê, êîëè ñóìà ñòðiëîê i ïåòåëü áiëüøà äâîõ ðîçãëÿäàòè

íå ïîòðiáíî, îòæå âèïàäîê ãðàôà ç äâîìà âåðøèíàìè ïîâíiñòþ ðîçãëÿíóòî.
3) Âèïàäîê òðüîõ âåðøèí.
3.1) Ãðàô ìà¹ îäíó ïåòëþ (àëãåáðà Λ11 ç ôîðìóëþâàííÿ òåîðåìè). Çà äî-
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âåäåíèì äëÿ àëãåáðè Λ7 âèïëèâà¹, ùî a2 ∈ I, òîìó I ⊃ 〈a2〉 = J2 òîìó
I = 〈a2〉 = J2.

Îñü ìàòðè÷íà çàäà÷à, ïîâ'ÿçàíà ç òàêîþ àëãåáðîþ:

ε1 a ε2 ε3

j

.

Öÿ çàäà÷à iç êëàñó çàäà÷ ïðî çîáðàæåííÿ â'ÿçêè íàïiâëàíöþãiâ i òîìó âîíà ¹
ðó÷íîþ (äèâ. [6]).

3.2) Ãðàô ìà¹ äâi ïåòëi (àëãåáðà Λ12 ç ôîðìóëþâàííÿ òåîðåìè). Çà ðîç-
ãëÿíóòèì äëÿ àëãåáðè Λ7, íåîáõiäíî, ùîá {a2, b2} ⊂ I, òîìó J2 ⊂ I òîìó
J2 = 〈a2, b2〉 = I:

R R

ε1 a ε2 b ε3 .

Ïðèâåäåìî ìàòðèöþ ε3 i îòðèìà¹ìî íàñòóïíó ìàòðè÷íó çàäà÷ó:
R R

K
.

Öÿ çàäà÷à iç êëàñó çàäà÷ ïðî çîáðàæåííÿ â'ÿçêè íàïiâëàíöþãiâ i òîìó âîíà ¹
ðó÷íîþ (äèâ. [6]).

3.3) Ãðàô ìà¹ òðè ïåòëi , òîìó (çà ëåìîþ 2) ìà¹ âèãëÿä:

a a a
&%

'$
a

?

&%

'$
b

?

&%

'$
c

?ε1 ε2 ε3 .

Çà ðîçãëÿíóòèì äëÿ âèïàäêó 6: I = 〈a2, b2, c2〉:
R R R

ε1 a ε2 b ε3 c .

ßêùî ðîçãëÿíóòè ÷àñòèííèé âèïàäîê, êîëè ìàòðèöi ε1 òà a ìàþòü íàñòóïíèé
âèãëÿä:

ε1 =

(
E
0

)
, a =

(
0
E

)
, òî äëÿ ìàòðèöü ε2, b, ε3, c îòðèìà¹ìî íàñòóïíó

çàäà÷ó:
R R

K
.

Ðîçãëÿíåìî ÷àñòêîâå çîáðàæåííÿ:

.
0 A B C

E 0 E 0
H(A,B, C) =

Íàóê. âiñíèê Óæãîðîä óí-òó, 2007, âèï. 14�15



ÏÀÐÈ ÀËÃÅÁÐ ÑÊIÍ×ÅÍÍÎÃÎ ÒÈÏÓ 49

Äëÿ ìàòðèöü (A,B, C) áóäå çàäà÷à ç ëåìè 2 ïóíêò à), ÿêà ¹ äèêîþ.
3.4) Âèïàäîê îäíi¹¨ ñòðiëêè. Ãðàô ìà¹ âèãëÿä

c c c-a
ε1 ε2 ε3

Çàäà÷à ìà¹ íàñòóïíèé âèãëÿä:

ε1 a ε2 ε3

j

.

Ìàòðèöi a, ε2, ε3 óòâîðþþòü äèêó çàäà÷ó (äèâ. [4, 5]).
Îòæå, ó âèïàäêó òðüîõ òî÷îê ãðàô íå ìîæå ìàòè ñòðiëîê, à ïåòåëü ìîæå

áóòè íå áiëüøå äâîõ.
4) Âèïàäîê ÷îòèðüîõ òî÷îê. Ãðàô íå ìîæå ìàòè ñòðiëîê, à ïåòåëü ìîæå

áóòè íå áiëüøå äâîõ, çãiäíî ç ðîçãëÿíóòèì âèùå.
Ó âèïàäêó, êîëè íåìà¹ ïåòåëü, çàäà÷à áóäå ðó÷íîþ (öå âæå ðîçãëÿäàëîñÿ).

Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê îäíi¹¨ ïåòëi. Ãðàô ìà¹ âèãëÿä:

a a a a
&%

'$
a

?ε1 ε2 ε3 ε3

Çàäà÷à áóäå çàäà÷åþ ïðî çîáðàæåííÿ ÷àñòêîâî-âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè ç
iíâîëþöi¹þ:

s
s

` ` `

Öå äèêà çàäà÷à (äèâ. [4, 5]).
Îòæå, ó âèïàäêó ÷îòèðüîõ òî÷îê ¹äèíèì ìîæëèâèì ãðàôîì ¹ ãðàô, ó ÿêîãî

íåìà¹ íi ïåòåëü íi ñòðiëîê.
Òâåðäæåííÿ ñòîñîâíî ðó÷íèõ âèïàäêiâ äîâåäåíî â [7]
Òåîðåìà 1 äîâåäåíà.

Íåõàé Λ � àëãåáðà, à Λo � ïðîòèëåæíà àëãåáðà, òîáòî, ÿê ìíîæèíè öi àëãå-
áðè ñïiâïàäàþòü, àëå â ïðîòèëåæíié çàäàíî ìíîæåííÿ ∗ çà ïðàâèëîì a∗b = b ·a,
äå · ìíîæåííÿ â àëãåáði Λ. Ïîìiòèìî, ùî çàäà÷i M(k, Λ) i M(Λo, k) ¹ ðiâíîñèëü-
íèìè � îäíà ç iíøî¨ îòðèìó¹òüñÿ òðàíñïîíóâàííÿì ìàòðèöi.

Òîìó çàäà÷à M(Λ′, k) áóäå ðó÷íîãî òèïó äëÿ àëãåáð Λ′ = Λo
i , 1 ≤ i ≤ 12.

Ïîìiòèìî, ùî
Λo

i = Λi, 1 ≤ i ≤ 8, i = 11, 12,
Λ9 ' Λo

9,
Λ10 ' Λo

10.
Îòæå, ñïðàâåäëèâà íàñòóïíà òåîðåìà.
Òåîðåìà 2. Çàäà÷à M(Λ′, k) ¹ ðó÷íîãî òèïó äëÿ àëãåáð Λ′ = Λi, 1 ≤ i ≤ 12.
Äîâåäåìî, ùî äëÿ ðîçãëÿäó çàäà÷i M(Λ′, Λ) äîñòàòíüî ðîçãëÿäàòè àëãåáðè

Λ′ = Λo
i , Λ = Λi, 1 ≤ i ≤ 12. Äiéñíî, çàäà÷à M(Λ′, Λ) öå çàäà÷à ïðî îïèñ

ëiíiéíèõ âiäîáðàæåíü ç ïðîåêòèâíîãî ìîäóëÿ íàä àëãåáðîþ Λ′ â ïðîåêòèâíèé
ìîäóëü íàä àëãåáðîþ Λ, ÿêi ðîçãëÿäàþòüñÿ, ÿê âiäîáðàæåííÿ âåêòîðíèõ ïðî-
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ñòîðiâ, ïðè öüîìó äîïóñòèìèìè ïåðåòâîðåííÿìè ¹ ãîìîìîðôiçìè âiäïîâiäíèõ
ìîäóëiâ. ßêùî ìè ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó M(k, Λ), òî öå çàäà÷à ïðî k ëiíiéíi âiä-
îáðàæåííÿ ç âåêòîðíîãî ïðîñòîðó â ïðîåêòèâíèé ìîäóëü íàä àëãåáðîþ Λ, àëå
îñêiëüêè ïðîåêòèâíèé ìîäóëü íàä àëãåáðîþ Λ′ ¹ âåêòîðíèì ïðîñòîðîì íàä ïî-
ëåì k, òî ìíîæèíà âiäîáðàæåíü, ÿêó ìè âèâ÷à¹ìî íå çìiíþ¹òüñÿ, à çìiíþþòüñÿ
ëèøå äîïóñòèìi ïåðåòâîðåííÿ � òåïåð çëiâà äîçâîëåíi âñi ëiíiéíi íàä ïîëåì k
içîìîðôiçìè. Òîáòî êëàñiâ åêâiâàëåíòíîñòi ïîâèííî ñòàòè ìåíøå. Îòæå, ÿêùî
çàäà÷à M(k, Λ) äèêà, òî äèêîþ áóäå i çàäà÷à M(Λ′, Λ). Òîìó äîñòàòíüî ðîçãëÿ-
äàòè àëãåáðè Λ = Λi, 1 ≤ i ≤ 12. Àíàëîãi÷íî äîâîäèòüñÿ, ùî íàì äîñòàòíüî
ðîçãëÿäàòè Λ′ = Λo

i , 1 ≤ i ≤ 12.
Ñôîðìóëþ¹ìî òåïåð îñíîâíó òåîðåìó öi¹¨ ñòàòòi.
Òåîðåìà 3. Çàäà÷à M(Λ′, Λ) áóäå ðó÷íîãî, àáî ñêií÷åíîãî òèïó äëÿ íàñòó-

ïíèõ ïàð àëãåáð (Λ′, Λ):
1. (k, Λi) 1 ≤ i ≤ 12.
2. (Λi, k) 1 ≤ i ≤ 12.
3. (Λ2, Λ2), (Λ2, Λ5), (Λ5, Λ2), (Λ5, Λ5).
Äîâåäåííÿ. Ïóíêòè 1 i 2 òiëüêè ùî äîâåäåíi. Ïåðåéäåìî äî äîâåäåííÿ ïóí-

êòó 3.
Áóäåìî ïî ÷åðçi ïåðåáèðàòè àëãåáðè Λ, ïðè ôiêñîâàíié Λ′

1. Λ′ = Λ2

1.1. Λ = Λ2 , çàäà÷à ìà¹ âèãëÿä:

.

Öÿ çàäà÷à iç êëàñó çàäà÷ ïðî çîáðàæåííÿ â'ÿçêè íàïiâëàíöþãiâ i òîìó âîíà ¹
ðó÷íîþ [6].

1.2. Λ = Λ3 , çàäà÷à ìà¹ âèãëÿä:

.

Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíå ÷àñòêîâå çîáðàæåííÿ:

T (A,B, C) =
E E E

A B C
.

Äëÿ ìàòðèöü (A,B, C) áóäå çàäà÷à ç ëåìè 2a), ÿêà ¹ äèêîþ.
Ç ðîçãëÿíóòîãî âèùå çîêðåìà âèïëèâà¹, ùî ðîçãëÿäàòè â ÿêîñòi àëãåáðè Λ

íå ïîòðiáíî ðîçãëÿäàòè àëãåáðè, çàäàíi ãðàôàìè, â ÿêèõ òðè âåðøèíè i áiëüøå
(ïðè öüîìó âèïàäàþòü ç ðîçãëÿäó àëãåáðè Λ = Λi, i = 3, 4, 11, 12).
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1.3. Λ = Λ5 , çàäà÷à ìà¹ âèãëÿä:

*

.

öÿ çàäà÷à iç êëàñó çàäà÷ ïðî çîáðàæåííÿ â'ÿçêè íàïiâëàíöþãiâ i òîìó âîíà ¹
ðó÷íîþ [6].

1.4. Λ = Λ6 , çàäà÷à ìà¹ âèãëÿä:

* **

.

Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíå ÷àñòêîâå çîáðàæåííÿ:

T (A,B, C) =
E 0 0

A B C
;

äëÿ ìàòðèöü (A,B, C) çàäà÷à ìà¹ âèãëÿä

A B C ,

à öå äèêà çàäà÷à (äèâ. [4, 5]).
1.5. Λ = Λ7 , çàäà÷à ìà¹ âèãëÿä:

*

.

Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíå ÷àñòêîâå çîáðàæåííÿ:

*

A

E

B

0

E

E
;

äëÿ ìàòðèöü (A,B) áóäå ñòàíäàðòíà äèêà çàäà÷à � çàäà÷à ïðî ïàðó ìàòðèöü.
Òîìó çàäà÷à áóäå äèêîþ òàêîæ äëÿ àëãåáðè Λ = Λ8.

1.6. Λ = Λ9 , çàäà÷à ìà¹ âèãëÿä:
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*

.

Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíå ÷àñòêîâå çîáðàæåííÿ:

*

0

0

E

E

B

A
;

äëÿ ìàòðèöü (A,B) áóäå ñòàíäàðòíà äèêà çàäà÷à � çàäà÷à ïðî ïàðó ìàòðèöü.
Àíàëîãi÷íî çàäà÷à áóäå äèêîþ äëÿ àëãåáðè Λ = Λ10.

2. Λ′ = Λo
3. Äëÿ Λ = Λ2 çàäà÷à áóäå äèêîþ â ñèëó ðîçãëÿíóòîãî â 1.2.

Òîìó, ñåðåä ïðåòåíäåíòiâ äëÿ Λ íàì ïîòðiáíî ðîçãëÿäàòè ëèøå àëãåáðè, çà-
äàíi ãðàôîì ç îäíi¹þ âåðøèíîþ (ïðè öüîìó âèïàäàþòü ç ðîçãëÿäó àëãåáðè
Λ = Λi, i = 3, 4, 7, 8, 9, 10, 11, 12).

2.1 Λ = Λ5 , çàäà÷à ìà¹ âèãëÿä:

*

.

Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíå ÷àñòêîâå çîáðàæåííÿ:
E

E

E

0

A

B

;

äëÿ ìàòðèöü (A,B) áóäå ñòàíäàðòíà äèêà çàäà÷à � çàäà÷à ïðî ïàðó ìàòðèöü.
Àíàëîãi÷íî áóäå äèêîþ çàäà÷à äëÿ Λ = Λ6.

Ðîçãëÿíóòå âèùå äîçâîëÿ¹ íàì ñòâåðäæóâàòè, ùî ñåðåä ïðåòåíäåíòiâ äëÿ
Λ′ íàì ïîòðiáíî ðîçãëÿäàòè ëèøå àëãåáðè, çàäàíi ãðàôîì ç äâîìà àáî ìåíøå
âåðøèíàìè (ïðè öüîìó âèïàäàþòü ç ðîçãëÿäó àëãåáðè Λ′ = Λi, i = 3, 4, 11, 12).
Â ñèëó ñèìåòðè÷íîñòi ñåðåä ïðåòåíäåíòiâ äëÿ Λ íàì ïîòðiáíî ðîçãëÿäàòè ëèøå
àëãåáðè, çàäàíi ãðàôîì ç äâîìà àáî ìåíøå âåðøèíàìè (ïðè öüîìó âèïàäàþòü ç
ðîçãëÿäó àëãåáðè Λ = Λi, i = 3, 4, 11, 12).

3. Λ′ = Λo
5.

3.1. Λ = Λ2 , çàäà÷à ìà¹ âèãëÿä:

¸
.
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Öÿ çàäà÷à iç êëàñó çàäà÷ ïðî çîáðàæåííÿ â'ÿçêè íàïiâëàíöþãiâ i òîìó âîíà ¹
ðó÷íîþ.

3.2 Λ = Λ5 , çàäà÷à ìà¹ âèãëÿä:

*

¸
.

Öÿ çàäà÷à iç êëàñó çàäà÷ ïðî çîáðàæåííÿ â'ÿçêè íàïiâëàíöþãiâ i òîìó âîíà ¹
ðó÷íîþ.

3.3 Λ = Λ6 , çàäà÷à ìà¹ âèãëÿä:

* **

¸
.

Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíå ÷àñòêîâå çîáðàæåííÿ:

T (A,B, C) =
E 0 0

0 B C
.

Äëÿ ìàòðèöü B,C áóäå çàäà÷à ïðî ïàðó ìàòðèöü, ÿêà ¹ äèêîþ.
3.4 Λ = Λ7 , çàäà÷à ìà¹ âèãëÿä:

*

¸
.

Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíå ÷àñòêîâå çîáðàæåííÿ:

E 0 E 0

0 E 0 E

0 0 A B

0 0 C D

.

Äëÿ ìàòðèöü A,B, C, D çàäà÷à ìàòèìå íàñòóïíèé âèãëÿä:

*

¸
,

öÿ çàäà÷à äèêà.
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Â ñèëó ðîçãëÿíóòîãî äëÿ àëãåáðè Λ = Λ8 çàäà÷à òàêîæ äèêà.
3.5 Λ = Λ9 , çàäà÷à ìà¹ âèãëÿä:

*

¸
.

Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíå ÷àñòêîâå çîáðàæåííÿ:

0 0 A

0 E B

;

äëÿ ìàòðèöü A,B áóäå çàäà÷à ïðî ïàðó ìàòðèöü, ÿêà ¹ äèêîþ.
Â ñèëó ðîçãëÿíóòîãî äëÿ àëãåáðè Λ = Λ10 çàäà÷à òàêîæ äèêà.
4. Λ′ = Λ6

Çãiäíî ç 1.4 çàäà÷à áóäå äèêîþ äëÿ Λ = Λ2 òîìó çàäà÷à òàêîæ áóäå äèêîþ
äëÿ àëãåáð Λ = Λi, i = 3, 4, 7, 8, 9, 10, 11, 12.

Çãiäíî ç 3.3 çàäà÷à áóäå äèêîþ äëÿ Λ = Λ5 òîìó çàäà÷à òàêîæ áóäå äèêîþ
äëÿ àëãåáðè Λ = Λ6.

5. Λ′ = Λ7

Çãiäíî ç 1.5 çàäà÷à áóäå äèêîþ äëÿ Λ = Λ2 òîìó çàäà÷à òàêîæ áóäå äèêîþ
äëÿ àëãåáð Λ = Λi, i = 3, 4, 7, 8, 9, 10, 11, 12.

Çãiäíî ç 3.4 çàäà÷à áóäå äèêîþ äëÿ Λ = Λ5 òîìó çàäà÷à òàêîæ áóäå äèêîþ
äëÿ àëãåáðè Λ = Λ6.

Îòæå, çàäà÷à äèêà i ó âèïàäêàõ (Λ8, Λ)
6. Λ′ = Λ9

Çãiäíî ç 1.6 çàäà÷à áóäå äèêîþ äëÿ Λ = Λ2 òîìó çàäà÷à òàêîæ áóäå äèêîþ
äëÿ àëãåáð Λ = Λi, i = 3, 4, 7, 8, 9, 10, 11, 12.

Çãiäíî ç 3.5 çàäà÷à áóäå äèêîþ äëÿ Λ = Λ5 òîìó çàäà÷à òàêîæ áóäå äèêîþ
äëÿ àëãåáðè Λ = Λ6.

Îòæå, çàäà÷à äèêà i ó âèïàäêàõ (Λ10, Λ)
Òàêèì ÷èíîì, ìè ðîçãëÿíóëè âñi âèïàäêè.
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