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ÌÎÄÅËÞÂÀÍÍß ÊÂÀÄÐÀÒÈ×ÍÎ ÃÀÓÑÑÎÂÈÕ ÏÐÎÖÅÑIÂ
ÊÎÊÑÀ Ó ÂÈÏÀÄÊÓ ÊÎËÈ IÍÒÅÍÑÈÂÍIÑÒÜ ÏÎÐÎÄÆÅÍÀ
ÎÄÍÎÐIÄÍÈÌ ÏÎËÅÌ
In this paper we consider square-gaussian Cox processes with a random intensity generated by a
homogeneous random field. We construct models of such processes which approximate them with
some accuracy and reliability given beforehand.

Ðîçãëÿäàþòüñÿ êâàäðàòè÷íî ãàóññîâi ïðîöåñè Êîêñà êîëè iíòåíñèâíiñòü ïîðîäæó¹òüñÿ âèïàä-
êîâèì îäíîðiäíèì ïîëåì. Áóäóþòüñÿ ìîäåëi ìîäåëi òàêèõ ïðîöåñiâ, ÿêi íàáëèæàþòü ¨õ ç ïåâ-
íîþ òî÷íiñòþ òà íàäiéíiñòþ, çàäàíèìè íàïåðåä.

1. Âñòóï. Â äàíié ðîáîòi ðîçãëÿäàþòüñÿ ïðîöåñè Êîêñà êåðîâàíi âèïàäêîâîþ
iíòåíñèâíiñòþ. Òåîðåòè÷íi âëàñòèâîñòi òàêèõ ïðîöåñiâ, ó âèïàäêó êîëè iíòåí-
ñèâíiñòü ïîðîäæó¹òüñÿ ëîãàðèôìi÷íî ãàóññîâèì ïîëåì, äîáðå âèâ÷åíi â ðîáî-
òàõ [1�3]. Òàêîæ â öèõ ðîáîòàõ îïèñàíèé îäèí iç ìîæëèâèõ ìåòîäiâ ¨õíüîãî
ìîäåëþâàííÿ. Ìåòîþ äàíî¨ ðîáîòè ¹ ðîçãëÿíóòè âèïàäîê êîëè iíòåíñèâíiñòü
ïðîöåñó Êîêñà ïîðîäæó¹òüñÿ êâàäðàòè÷íî ãàóññîâèì ïîëåì òà ïîáóäóâàòè éî-
ãî ìîäåëü. Ïðîïîíó¹òüñÿ âiäìiííèé âiä âèùå çãàäàíîãî ìåòîäó ìîäåëþâàííÿ,
ÿêèé äà¹ ìîæëèâiñòü áóäóâàòè ìîäåëi ïðîöåñiâ Êîêñà ç íàïåðåä çàäàþ òî÷íi-
ñòþ òà íàäiéíiñòþ. Àíàëîãi÷íèé ïiäõiä äî ìîäåëþâàííÿ âæå áóâ ðîçãëÿíóòèé â
ðîáîòàõ [4�6].

Íåõàé {Ω,F,P} � ñòàíäàðòíèé éìîâiðíiñíèé ïðîñòið, B � σ-àëãåáðà áîðå-
ëiâñüêèõ ìíîæèí T, T ⊂ Rn,

{
Y

(
~t
)
, ~t ∈ T

}
� îäíîðiäíå, öåíòðîâàíå, ãàóññîâå,

íåïåðåðâíå â ñåðåäíüîìó êâàäðàòè÷íîìó âèïàäêîâå ïîëå, B
(
~t− ~s

)
=EY

(
~t
)
Y (~s).

Îçíà÷åííÿ 1. Íåõàé Z
(
~t
)
íåâiä'¹ìíå âèïàäêîâå ïîëå. ßêùî óìîâíèé ðîç-

ïîäië {ν (B) , B ∈ B} ïðè áóäü-ÿêié ðåàëiçàöi¨ Z
(
~t
)
¹ Ïóàññîíiâñüêèì ïðîöåñîì

ç ôóíêöi¹þ iíòåíñèâíîñòi µ (B) =
∫

B
Z

(
ω0,~t

)
d~t, òî ν (B) íàçèâà¹òüñÿ âèïàä-

êîâèì ïðîöåñîì Êîêñà êåðîâàíèì ïîëåì Z
(
~t
)
.

ßêùî Z
(
~t
)

= Y 2
(
~t
)
, òî ν (B) áóäåìî íàçèâàòè ïðîöåñîì Êîêñà êåðîâàíèì

êâàäðàòè÷íî ãàóññîâèì ïîëåì Y 2
(
~t
)
, àáî ïðîñòî êâàäðàòè÷íî ãàóññîâèì ïðîöå-

ñîì Êîêñà. Íàäàëi â äàíié ðîáîòi ðîçãëÿäàòèìóòüñÿ òiëüêè êâàäðàòè÷íî ãàóññîâi
ïðîöåñè Êîêñà.

Îñêiëüêè {ν (B) , B ∈ B} öå ïîäâiéíî ñòîõàñòè÷íèé âèïàäêîâèé ïðîöåñ, òî
éîãî ìîäåëü áóäó¹òüñÿ â äâà åòàïè. Ñïî÷àòêó ìîäåëþ¹ìî ãàóññîâå âèïàäêîâå
ïîëå

{
Y

(
~t
)
, ~t ∈ T

}
, äàëi ðîçãëÿäà¹ìî äåÿêå ðîçáèòòÿ DT îáëàñòi T i íà êîæíî-

ìó åëåìåíòi ðîçáèòòÿ DT áóäó¹ìî ìîäåëü ïóàññîíiâñüêî¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ç
âiäïîâiäíèì ñåðåäíiì.

Íåõàé T = [0, T ] × . . . × [0, T ], T ∈ R+, âèáåðåìî ðîçáèòòÿ DT íàñòóïíèì
÷èíîì:

Bi1,...,in =

{[
ti11 , ti1+1

1

)× . . .× [
tinn , tin+1

n

) ∣∣∣∣ timm < tim+1
m ,

tim+1
m − timm = d =

T

k
, k ∈ N, m = 1, n, im = 0, k − 1

}
.
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Ââåäåìî íàñòóïíi ïîçíà÷åííÿ: íåõàé Ỹ
(
~t
)
� ìîäåëü ïîëÿ Y

(
~t
)
, µ̃ (Bi1,...,in) =

=
∫

Bi1,...,in
exp

{
Ỹ

(
~t
)}

d~t, ν̃ (Bi1,...,in) � ìîäåëü ν (Bi1,...,in), òîáòî ìîäåëü ïóàññî-
íiâñüêî¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ç ñåðåäíiì µ̃ (Bi1,...,in) .

Îñêiëüêè ν̃ (Bi1,...,in) öå ÷èñëî òî÷îê ìîäåëi, ùî íàëåæàòü îáëàñòi Bi1,...,in , à
ìè íå çíà¹ìî ¨õíüîãî ñïðàâæíüîãî ðîçòàøóâàííÿ, òî ðîçìiùó¹ìî ¨õ â Bi1,...,in

äîâiëüíî. ßêùî æ ν̃ (Bi1,...,in) = 1, òî òî÷êó ðîçìiùó¹ìî â öåíòði îáëàñòi.
Çðîçóìiëî, ùî ìîäåëü ìîæíà ââàæàòè äîïóñòèìîþ, ÿêùî óìîâíi éìîâiðíîñòi

pkY (Bi1,...,in) = P
{
ν (Bi1,...,in) = k / Y

(
~t
)
,~t ∈ T

}

òà
p̃kY (Bi1,...,in) = P

{
ν̃ (Bi1,...,in) = k / Ỹ

(
~t
)
,~t ∈ T

}

âiäðiçíÿþòüñÿ ìàëî, à òàêîæ éìîâiðíiñòü òîãî, ùî ÷èñëî òî÷îê ν (Bi1,...,in) (âiä-
ïîâiäíî i ν̃ (Bi1,...,in)) áóäå áiëüøå îäèíèöi òàêîæ ìàëà. Îòæå, çàäà÷à ìîäåëþâà-
ííÿ êâàäðàòè÷íî ãàóññîâîãî ïðîöåñó Êîêñà ðîçáèâà¹òüñÿ íà äâi çàäà÷i, à ñàìå
âèáîðó ðîçáèòòÿ îáëàñòi T òà ïîáóäîâó ìîäåëi ïîëÿ Y

(
~t
)
.

2. Çàäà÷à âèáîðó ðîçáèòòÿ îáëàñòi T. Ðîçáèòòÿ îáëàñòi T (òîáòî d àáî
k) âèáèðà¹ìî òàê, ùîá âèêîíóâàëàñü íåðiâíiñòü

P {ν (Bi1,...,in) > 1} < δ, (1)

äå δ ïåâíå íàïåðåä çàäàíå ÷èñëî (íàïðèêëàä, δ = 0.01).
Òåîðåìà 1. Íåõàé {ν (B) , B ∈ B} êâàäðàòè÷íî ãàóññîâèé ïðîöåñ Êîêñà.

Äëÿ òîãî, ùîá âèêîíóâàëàñü íåðiâíiñòü (1) äîñèòü âèáðàòè d = T
k
òàê, ùîá

âèêîíóâàëàñü íåðiâíiñòü

d ≤

 δ exp {2}

8
√

2B2
(
~0
)




1
2n

.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè

P{ν (Bi1,...,in)>1}=E (1−exp{−µ (Bi1,...,in)} −µ (Bi1,...,in) exp{−µ (Bi1,...,in)})

òà ïðè x > 0 1 − exp {−x} (1 + x) ≤ x2

2
, òî äëÿ âèêîíàííÿ (1) äîñèòü ùîá

âèêîíóâàëàñü íåðiâíiñòü
Eµ2 (Bi1,...,in) < 2δ. (2)

Eµ2 (Bi1,...,in) = E




∫

Bi1,...,in

Y 2
(
~t
)
d~t




2

= E

∫

Bi1,...,in

Y 2
(
~t
)
d~t

∫

Bi1,...,in

Y 2 (~s) d~s =

= E

∫∫

Bi1,...,in×Bi1,...,in

Y 2
(
~t
)
Y 2 (~s) d~td~s =

∫∫

Bi1,...,in×Bi1,...,in

EY 2
(
~t
)
Y 2 (~s) d~td~s.

(3)
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Íåõàé u1, u2 òàêi äiéñíi ÷èñëà, ùî 1
u1

+ 1
u2

= 1. Â ñèëó íåðiâíîñòi Ãåëüäåðà
ìàòèìåìî

EY 2
(
~t
)
Y 2 (~s) ≤ (

EY 2u1
(
~t
)) 1

u1
(
EY 2u2 (~s)

) 1
u2 . (4)

Äëÿ ãàóññîâî¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ ñïðàâåäëèâå íàñòóïíå ñïiââiäíîøåííÿ:

E|ξ|p = cp

(
σ2

) p
2 , (5)

ïðè÷îìó
cp ≤

√
2p

p
2 exp

{
−p

2

}
. (6)

Âèêîðèñòîâóþ÷è ùîéíî íàâåäåíèé ôàêò,

EY 2u1
(
~t
)
=c2u1

(
Y 2

(
~t
))u1

= c2u1B
u1

(
~0
)

.

Àíàëîãi÷íî EY 2u2
(
~t
)

= c2u2B
u2

(
~0
)

. Ðîçïèñàâøè c2u1 òà c2u2 çà äîïîìîãîþ (6),
iç (4) ìàòèìåìî

EY 2
(
~t
)
Y 2 (~s) ≤ 4

√
2u1u2 exp {−2}B2

(
~0
)

.

Äàëi, ïîêëàâøè â ùîéíî îòðèìàíié íåðiâíîñòi u1 = u2 = 2 òà âçÿâøè äî óâàãè
(3), òâåðäæåííÿ òåîðåìè âèïëèâà¹ ç (2).

3. Ïîáóäîâà ìîäåëi ïîëÿ Y
(
~t
)
. Íåõàé

{
Rn

+,U , Φ
}
� âèìiðíèé ïðîñòið,

U � áîðåëiâñüêà σ-àëãåáðà ìíîæèí, Φ � ñêií÷åííà ìiðà. Îñêiëüêè ìè ðîçãëÿ-
äà¹ìî öåíòðîâàíi, îäíîðiäíi â øèðîêîìó ðîçóìiííi, íåïåðåðâíi â ñåðåäíüîìó
êâàäðàòè÷íîìó âèïàäêîâi ïîëÿ, òî ÿê âiäîìî, êîâàðiàöiéíà ôóíêöiÿ B (~τ) òàêèõ
ïîëiâ ìîæå áóòè çîáðàæåíà ó âèãëÿäi

B (~τ) =

∫

Rn
+

cos
(
~λ, ~τ

)
dΦ

(
~λ
)

,

äå Φ
(
~λ
)
, ~λ ∈ Rn

+ � ñêií÷åííà ìiðà òàêà, ùî, Φ
(
Rn

+

)
= B(~0) (äèâ., íàïðèêëàä,

[7]). Òîäi, çà òåîðåìîþ Êàðóíåíà, îäíîðiäíå, öåíòðîâàíå ïîëå Y
(
~t
)
ìîæå áóòè

çîáðàæåíå ó âèãëÿäi

Y
(
~t
)

=

∫

Rn
+

cos
(
~λ,~t

)
dZ1

(
~λ
)

+

∫

Rn
+

sin
(
~λ,~t

)
dZ2

(
~λ
)
, (7)

äå Z1 (S) òà Z2 (S), S ∈ U, íåêîðåëüîâàíi âèïàäêîâi ìiðè ïiäïîðÿäêîâàíi ìiði Φ,
òîáòî EZi (S1) Zi (S2) = Φ (S1 ∩ S2) , S1, S2 ∈ U, i = 1, 2. Ìîäåëëþ òàêîãî ïðîöåñó
íàçâåìî ñóìó Ỹ

(
~t
)
âèäó

Ỹ
(
~t
)

=
N−1∑

i1,...,in=0

cos
(
~t, ~λ

(
λi1

1 , . . . , λin
n

))
Z1 (∆ (i1, . . . , in))+

+
N−1∑

i1,...,in=0

sin
(
~t, ~λ

(
λi1

1 , . . . , λin
n

))
Z2 (∆ (i1, . . . , in)), (8)
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äå ~λ
(
λi1

1 , . . . , λin
n

)
òî÷êè ðîçáèòòÿ DΛn :

∆ (i1, . . . , in) =

{[
λi1

1 , λi1+1
1

) × . . .× [
λin

n , λin+1
n

) ∣∣∣∣λim
m < λim+1

m ,

λim+1
m − λim

m =
Λ

N
, Λ ∈ R+, N ∈ N, m = 1, n, im = 1, N − 1

}
.

Çàóâàæåííÿ 1. Îñêiëüêè ïîëå Y
(
~t
)
ãàóññîâå, òî âèïàäêîâi ìiðè Z1 (S) i

Z2 (S) òàêîæ ãàóññîâi, öå âèïëèâà¹ ç òåîðåìè Êàðóíåíà.

4. Íàáëèæåííÿ êâàäðàòè÷íî ãàóññîâîãî ïðîöåñó Êîêñà ç ïåâíîþ
òî÷íiñòþ òà íàäiéíiñòþ. Îñêiëüêè ìîäåëü êâàäðàòè÷íî ãàóññîâîãî ïðîöåñó
Êîêñà {ν (Bi1,...,in) , Bi1,...,in ⊂ B} ïîòðiáíî áóäóâàòè òàê, ùîá óìîâíi éìîâiðíîñòi
pkY (Bi1,...,in) òà p̃kY (Bi1,...,in) ç éìîâiðíiñòþ áëèçüêîþ äî îäèíèöi âiäðiçíÿëèñü
ìàëî, òî ïðèðîäíiì ¹ íàñòóïíå îçíà÷åííÿ.

Îçíà÷åííÿ 2. Ñêàæåìî, ùî ìîäåëü êâàäðàòè÷íî ãàóññîâîãî ïðîöåñó Êîêñà
{ν (Bi1,...,in) , Bi1,...,in ⊂ B} íàáëèæà¹ éîãî ç òî÷íiñòþ α, 0 < α < 1 òà íàäiéíi-
ñòþ 1− γ, 0 < γ < 1, ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

P

{
max

Bi1,...,in∈B
| pkY (Bi1,...,in)− p̃kY (Bi1,...,in) | > α

}
< γ.

Ëåìà 1. Íåõàé Y
(
~t
)
� îäíîðiäíå, öåíòðîâàíå, íåïåðåðâíå â ñåðåäíüîìó

êâàäðàòè÷íîìó âèïàäêîâå ïîëå, òîäi ∀p > 1 ìà¹ ìiñöå îöiíêà

P

{
max

Bi1,...,in∈B
|µ (Bi1,...,in)−µ̃ (Bi1,...,in)| > α

}
≤
√

2kndnp
(
4B

(
~0
)

v1v2

) p
2
J

p
2
Npp exp {−p}

αp
,

äå
JN = 22−2an2a d2aΛ2a

N2a
Φ (Λn) + B

(
~0
)
− Φ (Λn) ,

a ∈ [0, 1] , v1, v2 � òàêi ÷èñëà, ùî 1
v1

+ 1
v2

= 1.

Äîâåäåííÿ.

P

{
max

Bi1,...,in∈B
|µ (Bi1,...,in)− µ̃ (Bi1,...,in)| > α

}
≤

≤
k∑

i1,...,in=0

P {|µ (Bi1,...,in)−µ̃ (Bi1,...,in)| > α} ≤

≤ kn max
Bi1,...,in∈B

P {|µ (Bi1,...,in)−µ̃ (Bi1,...,in)| > α} .

Âèêîðèñòîâóþ÷è íåðiâíiñòü ×åáèøåâà, ìàòèìåìî

P {|µ (Bi1,...,in)− µ̃ (Bi1,...,in) | > α} ≤ E |µ (Bi1,...,in)− µ̃ (Bi1,...,in)|p
αp

.
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Â ñèëó óçàãàëüíåíî¨ íåðiâíîñòi Ìiíêîâñüêîãî

(E |µ (Bi1,...,in)− µ̃ (Bi1,...,in)|p) 1
p ≤

≤


E




∫

Bi1,...,in

∣∣∣Y 2
(
~t
)− Ỹ 2

(
~t
)∣∣∣ d~t




p


1
p

≤
∫

Bi1,...,in

(
E

∣∣∣Y 2
(
~t
)− Ỹ 2

(
~t
)∣∣∣

p) 1
p

d~t.

Òàêèì ÷èíîì, iç îñòàííiõ òðüîõ íåðiâíîñòåé âèïëèâà¹ íàñòóïíà:

P

{
max

Bi1,...,in∈B
|µ (Bi1,...,in)− µ̃ (Bi1,...,in)| > α

}
≤

≤
kn

(
∫

Bi1,...,in

(
E

∣∣∣Y 2
(
~t
)− Ỹ 2

(
~t
)∣∣∣

p) 1
p

d~t

)p

αp
.

(9)

Äàëi, ïðè v1 i v2 òàêèõ, ùî 1
v1

+ 1
v2

= 1, ñêîðèñòàâøèñü íåðiâíiñòþ Ãåëüäåðà,

E
∣∣∣Y 2

(
~t
)− Ỹ 2

(
~t
)∣∣∣

p

≤
(
E

∣∣∣Y
(
~t
)− Ỹ

(
~t
)∣∣∣

pv1
) 1

v1
(
E

∣∣∣Y
(
~t
)

+ Ỹ
(
~t
)∣∣∣

pv2
) 1

v2
. (10)

Áåðó÷è äî óâàãè ñïiââiäíîøåííÿ (5),

E
∣∣∣Y

(
~t
)− Ỹ

(
~t
)∣∣∣

pv1

= cpv1

(
E

∣∣∣Y
(
~t
)− Ỹ

(
~t
)∣∣∣

2
)pv1

2

.

Îñêiëüêè äëÿ ãàóññîâèõ, îäíîðiäíèõ, öåíòðîâàíèõ âèïàäêîâèõ ïîëiâ ìàþòü ìiñ-
öå ðiâíîñòi E

(
Y

(
~t
))2

= B
(
~0
)
, E

(
Ỹ

(
~t
))2

= Φ (Λn), òî

E
∣∣∣ Y

(
~t
)− Ỹ

(
~t
)∣∣∣

2

= B
(
~0
)

+ Φ (Λn)− 2EY
(
~t
)
Ỹ

(
~t
)
.

Ñêîðèñòàâøèñü çîáðàæåííÿìè (7), (8) ïîëÿ òà éîãî ìîäåëi âiäïîâiäíî,

EY
(
~t
)
Ỹ

(
~t
)

=

= E




N−1∑
i1,...,in=0

∫

∆(i1,...,in)

cos
(
~t, ~λ

)
dZ1

(
~λ
)

+
N−1∑

i1,...,in=0

∫

∆(i1,...,in)

sin
(
~t, ~λ

)
dZ2

(
~λ
)

+

+

∫

Rn\Λn

cos
(
~t, ~λ

)
dZ1

(
~λ
)

+

∫

Rn\Λn

sin
(
~t, ~λ

)
dZ2

(
~λ
)

×

×




N−1∑
i1,...,in=0

∫

∆(i1,...,in)

cos
(
~t, ~λ

(
λi1

1 , . . . , λin
n

))
dZ1

(
~λ
)

+
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+
N−1∑

i1,...,in=0

∫

∆(i1,...,in)

sin
(
~t, ~λ

(
λi1

1 , . . . , λin
n

))
dZ2

(
~λ
)

 =

=
N−1∑

i1,...,in=0

∫

∆(i1,...,in)

cos
(
~t, ~λ

)
cos

(
~t, ~λ

(
λi1

1 , . . . , λin
n

))
dΦ

(
~λ
)

+

+
N−1∑

i1,...,in=0

∫

∆(i1,...,in)

sin
(
~t, ~λ

)
sin

(
~t, ~λ

(
λi1

1 , . . . , λin
n

))
dΦ

(
~λ
)

=

=
N−1∑

i1,...,in=0

∫

∆(i1,...,in)

cos
(
~t, ~λ− ~λ

(
λi1

1 , . . . , λin
n

))
dΦ

(
~λ
)

.

Òàêèì ÷èíîì, áåðó÷è äî óâàãè ùîéíî îòðèìàíå ñïiââiäíîøåííÿ

E
∣∣∣Y

(
~t
)− Ỹ

(
~t
)∣∣∣

2

= 2 Φ (Λn)− 2EY
(
~t
)
Ỹ

(
~t
)

+ B
(
~0
)
− Φ (Λn) =

= 2
N−1∑

i1,...,in=0

∫

∆(i1,...,in)

(
1−cos

(
~t, ~λ−~λ

(
λi1

1 , . . . , λin
n

)))
dΦ

(
~λ
)

+B
(
~0
)
−Φ (Λn) =

= 4
N−1∑

i1,...,in=0

∫

∆(i1,...,in)

sin2

(
~t, ~λ− ~λ

(
λi1

1 , . . . , λin
n

))

2
dΦ

(
~λ
)

+ B
(
~0
)
− Φ (Λn) ≤

≤ 4
N−1∑

i1,...,in=0

∫

∆(i1,...,in)

(
~t, ~λ− ~λ

(
λi1

1 , . . . , λin
n

)

2

)2a

dΦ
(
~λ
)

+ B
(
~0
)
− Φ (Λn) ,

a ∈ [0, 1]. Âèêîðèñòîâóþ÷è íåðiâíiñòü
(
~e, ~f

)
≤

(
n∑

i=1

e2
i

) 1
2
(

n∑
i=1

f 2
i

) 1
2

à òàêîæ

âðàõóâàâøè, ùî λm − λim
m ≤ λim+1

m − λim
m = Λ

N
,

E
∣∣∣Y

(
~t
)− Ỹ

(
~t
)∣∣∣

2

≤

≤4
N−1∑

i1,...,in=0

∫

∆(i1,...,in)

(
n∑

m=1

t2m

)a( n∑
m=1

(λm − λim
m )

2

)a

22a
dΦ

(
~λ
)

+ B
(
~0
)
− Φ (Λn) ≤

≤ 22−2a

N−1∑
i1,...,in=0

∫

∆(i1,...,in)

(
nd2

)a
(

n
Λ2

N2

)a

dΦ
(
~λ
)

+ B
(
~0
)
− Φ (Λn) =

= 22−2an2a d2aΛ2a

N2a
Φ (Λn) + B

(
~0
)
− Φ (Λn) .

Îòæå,

E
∣∣∣ Y

(
~t
)− Ỹ

(
~t
)∣∣∣

pv1 ≤ cpv1J
pv1
2

N ,

JN = 22−2an2a d2aΛ2a

N2a
Φ (Λn) + B

(
~0
)
− Φ (Λn)

(11)
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a ∈ [0, 1] . Ïðîâiâøè ìiðêóâàííÿ àíàëîãi÷íi äî òèõ, ÿêi áóëè çàñòîñîâàíi äëÿ
îòðèìàííÿ îñòàííüî¨ íåðiâíîñòi, íå âàæêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî

E
∣∣∣ Y

(
~t
)

+ Ỹ
(
~t
)∣∣∣

pv2 ≤ cpv2

(
4B

(
~0
))pv2

2
. (12)

Âðàõîâóþ÷è (11) òà (12) à òàêîæ îöiíêó (6) äëÿ cpv1 i cpv2 ïiñëÿ åëåìåíòàðíèõ
ïåðåòâîðåíü iç (10) âèïëèâà¹, ùî

E
∣∣∣Y 2

(
~t
)− Ỹ 2

(
~t
)∣∣∣

p

≤
√

2
(
4B

(
~0
)

v1v2

) p
2
pp exp {−p} J

p
2
N .

Âçÿâøè äî óâàãè ùîéíî îòðèìàíå ñïiââiäíîøåííÿ, òâåðäæåííÿ ëåìè âèïëèâà¹
iç (9).

Ëåìà 2. Íåõàé Y
(
~t
)
� îäíîðiäíå, öåíòðîâàíå, íåïåðåðâíå â ñåðåäíüîìó

êâàäðàòè÷íîìó âèïàäêîâå ïîëå, òîäi ÿêùî α > 2dn
(
B

(
~0
)

JN

) 1
2
, òî ìà¹ ìiñöå

îöiíêà

P

{
max

Bi1,...,in∈B
| pkY (Bi1,...,in)− p̃kY (Bi1,...,in) | > α

}
≤

≤
√

2kn exp




− α

2dn
(
B

(
~0
)

JN

) 1
2





,

äå JN âèçíà÷åíî â óìîâi ëåìè 1.
Äîâåäåííÿ. Îöiíèìî ðiçíèöþ | pkY (B)− p̃kY (B) |, B ∈ B, çàñòîñóâàâøè

ôîðìóëó Ëàãðàíæà ñêií÷åííèõ ïðèðîñòiâ. Íåõàé k 6= 0,

| pkY (B)− p̃kY (B) | =
∣∣∣∣∣
exp {−µ (B)} (µ (B))k

k!
− exp {−µ̃ (B)} (µ̃ (B))k

k!

∣∣∣∣∣ =

= |µ (B)− µ̃ (B)| 1

k!
exp {−µ̂ (B)} (µ̂ (B))k−1 |k − µ̂ (B)| =

=




|µ(B)−µ̃(B)| 1

(k−1)!
exp{−µ̂(B)} (µ̂(B))k−1≤|µ(B)−µ̃(B)| , k ≥ µ̂ (B) ;

|µ (B)−µ̃ (B)| 1

k!
exp{−µ̂ (B)} (µ̂ (B))k ≤ |µ (B)−µ̃ (B)| , k < µ̂ (B) .

Ïðè k = 0

|p 0Y (B)− p̃ 0Y (B)| = |exp {−µ (B)} − exp {−µ̃ (B)}| =
= |µ (B)− µ̃ (B)| exp {−µ̂ (B)} ≤ |µ (B)− µ̃ (B)| .

Òàêèì ÷èíîì îöiíêà | pkY (B)−p̃kY (B) | çâîäèòüñÿ äî îöiíêè |µ (B)−µ̃ (B)| i âè-
êîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

P

{
max

Bi1,...,in∈B
|pkY (Bi1,...,in)−p̃kY (Bi1,...,in)| > α

}

≤ P

{
max

Bi1,...,in∈B
|µ (Bi1,...,in)−µ̃ (Bi1,...,in)| > α

}
.
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Äàëi, ìiíiìiçóâàâøè ôóíêöiþ
√

2kndnp(4B(~0)v1v2)
p
2 J

p
2

N pp exp{−p}
αp ïî çìiííié p òà ïî-

êëàâøè v1 = v2 = 2, ëåãêî áà÷èòè, ùî äàíà ëåìà ¹ íàñëiäêîì ëåìè 1.
Òåîðåìà 2. Íåõàé Y

(
~t
)
� îäíîðiäíå, öåíòðîâàíå, íåïåðåðâíå â ñåðåäíüîìó

êâàäðàòè÷íîìó âèïàäêîâå ïîëå, òîäi ìîäåëü êâàäðàòè÷íî ãàóññîâîãî ïðîöåñó
Êîêñà {ν (Bi1,...,in) , Bi1,...,in ⊂ B} íàáëèæà¹ éîãî ç òî÷íiñòþ α òà íàäiéíiñòþ
1− γ, ÿêùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè:

α > 2dn
(
B

(
~0
)

JN

) 1
2
,

√
2kn exp




− α

2dn
(
B

(
~0
)

JN

) 1
2





< γ,

äå
JN = 22−2an2a d2aΛ2a

N2a
Φ (Λn) + B

(
~0
)
− Φ (Λn) ,

a ∈ [0, 1] .

Äîâåäåííÿ. Î÷åâèäíî, ùî äàíà òåîðåìà ¹ ïðÿìèì íàñëiäêîì îçíà÷åííÿ 2
òà ëåìè 2.

5. Âèñíîâêè. Â äàíié ðîáîòi îïèñàíèé îäèí ç ìåòîäiâ ìîäåëþâàííÿ âèïàä-
êîâèõ ïðîöåñiâ Êîêñà. À ñàìå, ïîáóäîâàíà ìîäåëü ïðîöåñó Êîêñà êåðîâàíîãî
êâàäðàòè÷íî ãàóññîâèì âèïàäêîâèì ïîëåì. Çíàéäåíi äîñòàòíi óìîâè íàáëèæåí-
íÿ ïîáóäîâàíîþ ìîäåëëþ ïðîöåñó ç íàïåðåä çàäàíèìè òî÷íiñòþ òà íàäiéíiñòþ.
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