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ÏÐÎ ÑÊIÍ×ÅÍÍIÑÒÜ ÇÎÁÐÀÆÓÂÀËÜÍÎÃÎ ÒÈÏÓ
ÍÀÏIÂÃÐÓÏ, ÏÎÐÎÄÆÅÍÈÕ IÄÅÌÏÎÒÅÍÒÀÌÈ Ç
×ÀÑÒÊÎÂÈÌ ÍÓËÜÎÂÈÌ ÌÍÎÆÅÍÍßÌ
In this paper we study a finiteness of (representation) type of order for a natural class of semigroups
generated by idempotents.

Ó ñòàòòi âèâ÷à¹òüñÿ ñêií÷åííiñòü (çîáðàæóâàëüíîãî) òèïó äëÿ îäíîãî ïðèðîäíîãî êëàñó íà-
ïiâãðóï, ïîðîäæåíèõ iäåìïîòåíòàìè.

1. Ôîðìóëþâàííÿ îñíîâíîãî ðåçóëüòàòó.
Ìè ðîçãëÿäà¹ìî íàïiâãðóïè ç íóëåì, ÿêi ïîðîäæåíi åëåìåíòàìè ei i çàäàþ-

òüñÿ âèçíà÷àëüíèìè ñïiââiäíîøåííÿìè e2
i = ei äëÿ âñiõ i òà äåÿêèìè ñïiââiäíî-

øåííÿìè âèäó eiej = 0.
Äàìî òî÷íi âèçíà÷åííÿ.
Íåõàé I � ñêií÷åííà ìíîæèíà, ÿêà íå ìiñòèòü åëåìåíòà 0, i J � ïiäìíîæèíà

â I × I áåç äiàãîíàëüíèõ åëåìåíòiâ (òîáòî áåç åëåìåíòiâ âèäó (i, i)). Ïîçíà÷èìî
÷åðåç S(I, J) íàïiâãðóïó ç òâiðíèìè åëåìåíòàìè ei, äå i ∈ I ∪ 0, i íàñòóïíèìè
âèçíà÷àëüíèìè ñïiââiäíîøåííÿìè:

1) e0 = 0;
2) e2

i = ei äëÿ äîâiëüíîãî i ∈ I;
3) eiej = 0 äëÿ äîâiëüíî¨ ïàðè (i, j) ∈ J .
Ìíîæèíó âñiõ òàêèõ íàïiâãðóï ïîçíà÷èìî ÷åðåç I.
Â öié ñòàòòi ìè âèâ÷à¹ìî ñêií÷åííîìiðíi çîáðàæåííÿ íàïiâãðóï ç I íàä äî-

âiëüíèì ïîëåì k.
Êàæóòü, ùî íàïiâãðóïà ìà¹ ñêií÷åííèé (çîáðàæóâàëüíèé) òèï íàä k, ÿêùî

÷èñëî ¨¨ íåðîçêëàäíèõ çîáðàæåíü íàä k ñêií÷åííå (ç òî÷íiñòþ äî åêâiâàëåíòíî-
ñòi); â iíøîìó âèïàäêó ãîâîðÿòü, ùî S ìà¹ íåñêií÷åííèé òèï íàä k.

Êîæíié íàïiâãðóïi S = S(I, J) (àáî, ùî òå æ ñàìå, ïàði (I, J)) ïîñòàâèìî ó
âiäïîâiäíiñòü íàñòóïíèé çîði¹íòîâàíèé ãðàô Λ = (Λ0, Λ1) ç ìíîæèíîþ âåðøèí
Λ0 i ìíîæèíîþ ñòðiëîê Λ1: Λ0 = I, à Λ1 ñêëàäà¹òüñÿ çi ñòðiëîê i → j, äå (i, j)
ïðîáiãà¹ ìíîæèíó J . Ïîçíà÷èìî öåé ãðàô ÷åðåç Λ(I, J) = Λ(S).

Îäíàê, â ïîäàëüøîìó âàæëèâiøó ðîëü áóäå ãðàòè çîði¹íòîâàíèé ãðàô Λ =
= Λ(I, J)= Λ(S) ç ìíîæèíîþ âåðøèí Λ0 òà ìíîæèíîþ ñòðiëîê Λ1, ÿêèé âèçíà-
÷à¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì: Λ0 = Λ0, à i → j íàëåæèòü Λ1 òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè
i → j íå íàëåæèòü Λ1 i ïðè öüîìó i 6= j.

Îñêiëüêè îáèäâà ãðàôà íå ìiñòÿòü êðàòíèõ ñòðiëîê, òî ñòðiëêó i → j áóäåìî
òàêîæ ïîçíà÷àòè ÷åðåç (i, j); çàóâàæèìî ùå, ùî öi ãðàôè íå ìiñòÿòü ïåòåëü.

Î÷åâèäíî, ùî íàïiâãðóïà S îäíîçíà÷íî âiäòâîðþ¹òüñÿ ïî êîæíîìó iç ââåäå-
íèõ çîði¹íîâàíèõ ãðàôiâ.

Îñíîâíèì ðåçóëüòàòîì ñòàòòi ¹ íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 1. Íåõàé S = S(I, J) ∈ I i ïðè öüîìó ãðàô Λ(S) íå ìiñòèòü îði¹í-
òîâàíèõ öèêëiâ. Â öüîìó âèïàäêó S ìà¹ ñêií÷åííèé òèï íàä äîâiëüíèì ïîëåì
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k òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè íåçîði¹íòîâàíèé ãðàô, ùî âiäïîâiäà¹ ãðàôó Λ(S), ¹
íåçâ'ÿçíèì îá'¹äíàííÿì äiàãðàì Äèíêiíà

An : • • • • · · · • (n ≥ 1)

•

Dn : • • • • · · · • (n ≥ 4)

•

E6 : • • • • •
•

E7 : • • • • • •
•

E8 : • • • • • • •

2. Äåÿêi ïðèêëàäè.
Ðîçãëÿíåìî ïàðó ïðèêëàäiâ çàäà÷ ïðî îïèñ çîáðàæåíü íàïiâãðóïè S(I, J)

äëÿ êîíêðåòíèõ ìíîæèí I òà J .
Ïðèêëàä 1. Ðîçãëÿíåìî íàïiâãðóïó S = S(I, J) = 〈e1 | e2

1 = e1〉 (òîáòî
I = {1}, a J = ∅) i îïèøåìî çîáðàæåííÿ öi¹¨ íàïiâãðóïè.

Îñêiëüêè íåìà¹ ñïiââiäíîøåíü âèãëÿäó eiej = 0 äëÿ i 6= j, òî ãðàô Λ(S) =
= Λ(S) ñêëàäà¹òüñÿ ëèøå ç îäíi¹¨ âåðøèíè, òîáòî Λ0 = {1}, à Λ1 = ∅.

Îòæå, ìàòðè÷íå çîáðàæåííÿ M íàïiâãðóïè S(I, J) ñêëàäà¹òüñÿ ç îäíi¹¨ ìà-
òðèöi: M = {A1}, ïðè öüîìó âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ A2

1 = A1. Îñêiëüêè
õàðàêòåðèñòè÷íèé ïîëiíîì f(x) = x2 − x = x(x− 1), ùî âiäïîâiäà¹ öüîìó ñïiâ-
âiäíîøåííþ, íå ìà¹ êðàòíèõ êîðåíiâ, òî åëåìåíòàðíèìè ïåðåòâîðåííÿìè ðÿäêiâ
i ñòîâïöiâ ìàòðèöþ A1 ìîæíà ïðèâåñòè äî äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó

A0 =

(
E 0
0 0

)
, (1)

äå E � îäèíè÷íà ìàòðèöÿ. Îòæå, çîáðàæåííÿ M íàïiâãðóïè S(I, J) åêâiâàëåí-
òíå çîáðàæåííþ M1 = {A0} i ìà¹ ñêií÷åííèé òèï.

Ïðèêëàä 2. Ðîçãëÿíåìî òåïåð íàïiâãðóïó S = S(I, J) = 〈0, e1, e2 | e2
1 =

= e1, e2
2 = e2; e2e1 = 0〉 (òîáòî I = {1, 2}, a J = {(2, 1)}) i îïèøåìî çîáðàæåííÿ

öi¹¨ íàïiâãðóïè.
Îñêiëüêè ïàðà (1, 2) íå íàëåæèòü ìíîæèíi J , òî çîði¹íòîâàíèé ãðàô Λ(S)

áóäå ìàòè âèãëÿä
◦ // ◦
1 2

(òîáòî Λ0 = {1, 2}, à Λ1 = {1 → 2}). Ïîêàæåìî, ùî çîáðàæåííÿ íàïiâãðóïè
S(I, J) ìà¹ ñêií÷åííèé òèï.
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Íåõàé M = {A1, A2 | A2
1 = A1, A2

2 = A2, A2A1 = 0} � äîâiëüíå ôiêñî-
âàíå ìàòðè÷íå çîáðàæåííÿ íàïiâãðóïè S(I, J). Ïîêëàäåìî A = A1, B = A2.
Îñêiëüêè A2

1 = A1, òî åëåìåíòàðíèìè ïåðåòâîðåííÿìè ðÿäêiâ i ñòîâïöiâ ìàòðè-
öi A ïðèâåäåìî ¨¨ äî âèãëÿäó (1). Òîäi çîáðàæåííÿ M åêâiâàëåíòíå çîáðàæåííþ
M1 = {A0, C}, äå A0 ìà¹ âèãëÿä (1) i

C =

(
C1 C2

C3 C4

)

(ãîðèçîíòàëüíèé i âåðòèêàëüíèé ïîäiëè ìàòðèöü A0 i C óçãîäæåíi).
Âèêîðèñòîâóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ CA0 = 0 (öå âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî A2A1 = 0),

ìà¹ìî C1 = C3 = 0. Òîäi C ìà¹ âèãëÿä

C =

(
0 C2

0 C4

)
.

Îñêiëüêè C2 = C (áî A2
2 = A2), òî òàêîæ âèêîíó¹òüñÿ C2

4 = C4. Îòæå, åëåìåí-
òàðíèìè ïåðåòâîðåííÿìè ðÿäêiâ i ñòîâïöiâ ìàòðèöi C4 ïðèâåäåìî ¨¨ äî âèãëÿäó
(1) i, ó âiäïîâiäíîñòi ç ¨¨ ðîçáèòòÿì, ïðîâåäåìî äîäàòêîâèé ïîäië ìàòðèöü A0 i
C (íà ãîðèçîíòàëüíi i âåðòèêàëüíi ñìóãè). Ó ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî çîáðàæåííÿ
M2 = {A0, D} åêâiâàëåíòíå çîáðàæåííþ M1, äå

A0 =




E 0 0
0 0 0
0 0 0


 , D =




0 D1 D2

0 E 0
0 0 0


 .

Òåïåð âèêîðèñòà¹ìî ñïiââiäíîøåííÿ D2 = D (ÿêå âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî A2
2 =

= A2) i îòðèìa¹ìî D2 = 0.
Îòæå, îñòàòî÷íî ìè îäåðæó¹ìî çîáðàæåííÿ M0 = {A0, B0} (ÿêå åêâiâàëåíòíå

çàäàíîìó):

A0 =




E 0 0
0 0 0
0 0 0


 , D =




0 D1 0
0 E 0
0 0 0


 .

Î÷åâèäíî, ùî ç ðÿäêàìè i ñòîâïöÿìè ìàòðèöi D1 ìîæíà ðîáèòè íåçàëåæíî
äîâiëüíi åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðåííÿ. À òàêà ìàòðèöÿ, ÿê âiäîìî, ¹ ìàòðè÷íèì
çîáðàæåííÿì êîë÷àíó

Γ : ◦ D1 // ◦ .

Çàóâàæèìî, ùî êîë÷àí Γ ñïiâïàäà¹ iç îði¹íòîâàíèì ãðàôîì Λ(S). Îòæå, ìè
çâåëè âèõiäíó çàäà÷ó äî çàäà÷i ïðî îïèñ çîáðàæåíü êîë÷àíà. A çà òåîðåìîþ
Ãàáðiåëÿ [1] êîë÷àí ìà¹ ñêií÷åííèé òèï òîäi i ëèøå òîäi, êîëè âiäïîâiäíèé éîìó
íåçîði¹íòîâàíèé ãðàô ¹ íåçâ'ÿçíèì îá'¹äíàííÿì äiàãðàì Äèíêiíà.

Â íàøîìó âèïàäêó êîë÷àíó Γ âiäïîâiäà¹ äiàãðàìà Äèíêiíà A2, i òîìó çîáðà-
æåííÿ íàïiâãðóïè S(I, J) = 〈0, e1, e2 | e2

1 = e1, e2
2 = e2; e2e1 = 0〉 ìà¹ ñêií÷åííèé

òèï.

3. Äîâåäåííÿ òåîðåìè 1.
Çà óìîâîþ òåîðåìè ãðàô Λ(S) íå ìiñòèòü îði¹íòîâàíèõ öèêëiâ. Ïîêàæåìî,

ùî â òàêîìó âèïàäêó çàäà÷ó ïðî îïèñ çîáðàæåíü íàïiâãóïè S(I, J) ìîæíà çâåñòè
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äî çàäà÷i ïðî îïèñ çîáðàæåíü êîë÷àíà, ÿêèé ñïiâïàäà¹ ç îði¹íòîâàíèì ãðàôîì
Λ(S) (ÿê ìè ïîêàçàëè öå â ïðèêëàäi 2 äëÿ êîíêðåòíî¨ íàïiâãðóïè S).

À çà òåîðåìîþ Ãàáðiåëÿ êîë÷àí ìà¹ ñêií÷åííèé òèï òîäi i ëèøå òîäi, êîëè íå-
çîði¹íòîâàíèé ãðàô, ùî âiäïîâiäà¹ êîë÷àíó, ¹ íåçâ'ÿçíèì îá'¹äíàííÿì äiàãðàì
Äèíêiíà.

Îñêiëüêè ìíîæèíà I ñêií÷åííà, òî ââàæà¹ìî íàäàëi, ùî I = {1, . . . , n}. Îò-
æå, íåõàé M = {Ai | A2

i = Ai, i = 1, n; AiAj = 0, i 6= j, (i, j) ∈ J} � ìàòðè÷íå
çîáðàæåííÿ íàïiâãðóïè S(I, J). Äëÿ çðó÷íîñòi ïåðåíóìåðó¹ìî âåðøèíè i = 1, n
òàê, â ÿêîìó ïîðÿäêó áóäåìî çâîäèòè ìàòðèöi Ai. Âïîðÿäêó¹ìî âñi âåðøèíè,
ðîçäiëèâøè ¨õ íà ðiâíi.

Ñïî÷àòêó âèäiëèìî 1-é ðiâåíü � öå âåðøèíè, â ÿêi íå âõîäÿòü ñòðiëêè (â
ãðàôi Λ(S)); 2-é ðiâåíü � öå âåðøèíè, â ÿêi íå âõîäÿòü ñòðiëêè, çà âèêëþ÷åííÿì
ñòðiëîê, ùî âèõîäÿòü iç âåðøèí 1-ãî ðiâíÿ, i ò.ä. Îñêiëüêè â êîæíîìó òàêîìó
ðiâíi âåðøèíè íåïîðiâíÿëüíi (òîáòî âåðøèíè ç îäíîãî ðiâíÿ íå ìîæóòü áóòè
ñïîëó÷åíi ñòðiëêîþ), òî ïîðÿäîê âåðøèí âñåðåäèíi êîæíîãî ðiâíÿ íåñóòò¹âèé.

Îòæå, âñi òî÷êè ìîæíà çàíóìåðóâàòè òàê a1, . . . , an, ùî âñi ñòðiëêè ìiæ âåð-
øèíàìè áóäóòü íàïðàâëåíi â îäíó ñòîðîíó (çëiâà íà ïðàâî). Iíøèìè ñëîâàìè,
ÿêøî ¹ ñòðiëêà ai → aj, òî i < j. Ïîçíà÷èìî òàêèé ïîðÿäîê âåðøèí íàñòóïíèì
÷èíîì: a1, .., an−−−−−→.

Äàëi ìè ïîêàæåìî, ùî ÿêùî çâîäèòè ìàòðèöi Ai (i = 1, n) â ìàòðè÷íîìó çî-
áðàæåííi M ó âèùå çàçíà÷åíîìó ïîðÿäêó a1, .., an−−−−−→, òî ìè îòðèìà¹ìî çîáðàæåííÿ
êîë÷àíó (ÿêèé, ÿê ìè ïiçíiøå ïîáà÷èìî, áóäå ñïiâïàäàòè ç ãðàôîì Λ(S)).

Çàóâàæèìî, ùî ïðè çâåäåííi ìàòðèöü ìè íå áóäåìî ïðèâîäèòè íåäiàãîíàëüíi
êëiòèíè (¨õ ìè áóäåìî ïîçíà÷àòè çà äîïîìîãîþ ? ), îñêiëüêè ìè ïðàãíåìî çâåñòè
çàäà÷ó äî çîáðàæåíü êîë÷àíà i çàñòîñóâàòè òåîðåìó Ãàáðiåëÿ, à íå çíàõîäèòè
ÿâíèé âèãëÿä çîáðàæåííÿ íàïiâãðóïè S(I, J).

Ñôîðìóëþ¹ìî i äîâåäåìî äîïîìiæíó ëåìó.

Ëåìà 1. Íåõàé çàäàíà íàïiâãðóïà, ïîðîäæåíà iäåìïîòåíòàìè ç ÷àñòêîâèì
íóëüîâèì ìíîæåííÿì S = S(I, J) ∈ I. Òîäi äîâiëüíå ôiêñîâàíå çîáðàæåííÿ
M äàíî¨ íàïiâãðóïè (ïðè çâåäåííi ìàòðèöü ó ïîðÿäêó a1, .., an−−−−−→) åêâiâàëåíòíå
çîáðàæåííþ M0 = {Aa1 , . . . Aan}, ÿêå ìà¹ íàñòóïíèé âèãëÿä:

1) çîáðàæåííÿ M0 ñêëàäà¹òüñÿ ç n ìàòðèöü, ÿêi ðîçïîëîñîâàíi íà (n+)1-ó
ãîðèçîíòàëüíó òà âåðòèêàëüíó ñìóãó;

2) â êîæíié ìàòðèöi Aai
íà ìiñöi (i, i) ñòî¨òü E, äå E � öå îäèíè÷íà

ìàòðèöÿ;
3) êîæíié ñòðiëöi ai → aj â ãðàôi Λ(S) âiäïîâiäà¹ ?, ÿêà ñòî¨òü â ìàòðèöi

Aaj
íà ìiñöi (i, j);

4) ðåøòà áëîêiâ â ìàòðèöÿõ Aai
(i = 1, n) � íóëüîâi.

Äîâåäåííÿ ïðîâåäåìî çà iíäóêöi¹þ ïî n, òîáòî ïî êiëüêîñòi ìàòðèöü.
Áàçà iíäóêöi¨ : ÿêùî n = 1 (òîáòî ãðàô Λ(S) ñêëàäà¹òüñÿ ëèøå ç îäíi¹¨ âåð-

øèíè), òîäi (äèâ. ïðèêëàä 1) M åêâiâàëåíòíå çîáðàæåííþ M0 = {Aa1}, äå

Aa1 =

(
E 0
0 0

)
.

I, îòæå, òâåðäæåííÿ ëåìè âèêîíó¹òüñÿ.
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Ïðèïóùåííÿ iíäóêöi¨ : íåõàé äëÿ äîâiëüíèõ (n − 1)-¨ ìàòðèöi ëåìa âèêîíó¹-
òüñÿ, òîáòî âîíè ïðèâîäÿòüñÿ äî îïèñàíîãî â 1) � 4) âèãëÿäó.

Êðîê iíäóêöi¨ : äîâåäåìî, ùî äëÿ n ìàòðèöü ëåìà òàêîæ âèêîíó¹òüñÿ. Ðîç-
ãëÿíåìî äåÿêå ôiêñîâàíå çîáðàæåííÿ M = {A1, . . . , An} íàïiâãðóïè Λ(S) ∈ I,
ïîðîäæåíî¨ n iäåìïîòåíòàìè ç ÷àñòêîâèì íóëüîâèì ìíîæåííÿì. Íåõàé a1, . . . , an

� íîâèé ïîðÿäîê âåðøèí (ïî ðiâíÿõ), â ÿêîìó ìè áóäåìî ïðèâîäèòè âiäïîâiäíi
ìàòðèöi.

Ðîçãëÿíåìî a1-ó ìàòðèöþ. Oñêiëüêè A2
a1

= Aa1 , òî åëåìåíòàðíèìè ïåðåòâî-
ðåííÿìè ðÿäêiâ i ñòîâïöiâ ìàòðèöi Aa1 ïðèâåäåìî ¨¨ äî âèãëÿäó (1). Òîäi çîáðà-
æåííÿ M áóäå åêâiâàëåíòíå çîáðàæåííþ M1 = {Aa1 , . . . Aan}, äå

Aa1 =

(
E 0
0 0

)
, Aa2 =

( )
, . . . , Aan =

( )

(ãîðèçîíòàëüíèé i âåðòèêàëüíèé ïîäiëè âñiõ ìàòðèöü óçãîäæåíi).
Òåïåð âèêîðèñòà¹ìî òîé ôàêò, ùî, çãiäíî iç âïîðÿäêóâàííÿì âåðøèí, ó âåð-

øèíó a1 íå âõîäÿòü ñòðiëêè. Öå îçíà÷à¹, ùî Aai
Aa1 = 0 äëÿ âñiõ i = 2, n, òîáòî

ïåðøi âåðòèêàëüíi ñìóãè â ìàòðèöÿõ Aa2 , . . . , Aan áóäóòü íóëüîâèìè. Îòæå, çî-
áðàæåííÿ M1 íàáóäå âèãëÿäó:

Aa1 =

(
E 0
0 0

)
, Aa2 =

(
0
0

)
, . . . , Aan =

(
0
0

)
.

Òåïåð, óìîâíî âiäêèíóâøè a1-ó âåðøèíó ðàçîì ç óñiìà ñòðiëêàìè, ÿêi ç íå¨
âèõîäÿòü, ðîçãëÿíåìî (n−1)-ó ìàòðèöþ Aa2 , . . . , Aan áåç ïåðøèõ ãîðèçîíòàëüíèõ
òà âåðòèêàëüíèõ ñìóã (áî âèêèíóëè a1-ó âåðøèíó).

Çà ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨ öi ìàòðèöi ìàþòü âèãëÿä, îïèñàíèé â ïóíêòàõ 1)�4)
òâåðäæåííÿ ëåìè, à ñàìå:

1 2 · · · i · · · n+1

Aai
=

1
2
...
i
...

n+1




0 · · · · · ·
0 0 · · · (?) · · · 0
... ... . . . (?) · · · ...
0 0 · · · E · · · 0
... ... · · · ... . . . ...
0 0 · · · 0 · · · 0




, ∀i = 2, n,

äå (?) îçíà÷à¹, ùî ? ñòî¨òü íà ìiñöi (l, i) ëèøå â òîìó âèïàäêó, ÿêùî â ãðàôi
Λ(S) ¹ ñòðiëêà al → ai (⇒ l < i ). Òîáòî, ÿê áà÷èìî, ? ìîæóòü áóòè ðîçòàøîâàíi
ëèøå ó âåðòèêàëüíié ñìóçi, â ÿêié ñòî¨òü E, i ëèøå âèùå E.

Îòæå, íåäîçàïîâíåíèìè çàëèøèëèñü ëèøå ïåðøi ãîðèçîíòàëüíi ñìóãè â ìà-
òðèöÿõ Aa2 , . . . , Aan , îñêiëüêè ìè ùå íå âèêîðèñòàëè íàÿâíiñòü òà âiäñóòíiñòü
ñòðiëîê, ÿêi âèõîäÿòü ç âåðøèíè a1.

ßêùî â ãðàôi Λ(S) ç âåðøèíè a1 ó äåÿêó âåðøèíó ak (k = 2, n) íåìà¹ ñòðiëêè,
òî öå îçíà÷à¹, ùî âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ Aa1Aak

= 0. À çâiäñè âèïëèâà¹,
ùî â ìàòðèöi Aak

ïåðøà ãîðèçîíòàëüíà ñìóãà íóëüîâà.
Íàðåøòi, çàëèøèëèñü "íåâèêîðèñòàíèìè" ëèøå ñòðiëêè, ùî âåäóòü ç a1 â

äåÿêi iíøi âåðøèíè. Íåõàé, íàïðèêëàä, â ãðàôi Λ(S) ¹ ñòðiëêà a1 → aj (j =
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= 2, n); ïîäèâèìîñü, ÿêèé âèãëÿä áóäå ìàòè ìàòðèöÿ Aaj
. Îñêiëüêè âèêîíó¹òüñÿ

ñïiââiäíîøåííÿ A2
aj

= Aaj
, òî ìàòðèöÿ Aaj

áóäå ìàòè âèãëÿä

1 2 · · · j · · · n+1

Aaj
=

1
2
...
j
...

n+1




0 0 · · · ? · · · 0
0 0 · · · (?) · · · 0
... ... . . . (?) · · · ...
0 0 · · · E · · · 0
... ... · · · ... . . . ...
0 0 · · · 0 · · · 0




.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî äëÿ n ìàòðèöü òâåðäæåííÿ ëåìè òàêîæ âèêîíó¹òüñÿ,
ùî äîâîäèòü êðîê iíäóêöi¨.

Îòæå, çãiäíî ç ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ ëåìà 1 äîâåäåíà.

Ïðîäîâæó¹ìî äîâåäåííÿ òåîðåìè 1.
Ìè çâåëè íàøó çàäà÷ó ïðî îïèñ çîáðàæåíü íàïiâãðóïè S(I, J), ïîðîäæåíî¨

iäåìïîòåíòàìè ç ÷àñòêîâèì íóëüîâèì ìíîæåííÿì äî îïèñó çîáðàæåíü (òi ìà-
òðèöi, ÿêi ìè ïîçíà÷àëè ? ) äåÿêîãî êîë÷àíó Γ.

Òåïåð ïîêàæåìî, ùî Γ ñïiâïàäà¹ ç ãðàôîì Λ(S).
Ïî-ïåðøå, âiäìiòèìî, ùî êîæíié ìàòðèöi ? â çîáðàæåííi íàïiâãðóïè S(I, J)

âiäïîâiäà¹ ñòðiëêà â êîë÷àíi Γ (ïðè÷îìó ðÿäêè öi¹¨ ìàòðèöi âiäïîâiäàþòü çà
ïî÷àòîê ñòðiëêè, à ñòîâïöi ? � çà êiíåöü). Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî êiëüêiñòü ñòðiëîê
â êîë÷àíi Γ ñïiâïàäà¹ ç êiëüêiñòþ ñòðiëîê ó ãðàôi Λ(S).

Òåïåð ðîçãëÿíåìî ìîæëèâi âèïàäêè âçà¹ìíîãî ðîçòàøóâàííÿ ñòðiëîê â ãðà-
ôi Λ(S) i ïîäèâèìîñü, ÿê öå âiäîáðàæà¹òüñÿ íà êîë÷àíi Γ. Î÷åâèäíî, ùî äî-
ñèòü ïîäèâèòèñÿ íà äâîõ ñòðiëêàõ, à íà âåñü ãðàô ïðàâèëî ðîçïîâñþäæó¹òüñÿ
àíàëîãi÷íî. Îòæå, ðîçãëÿíåìî òàêi âèïàäêè (íå çàáóâà¹ìî, ùî ìè ðîçãëÿäà¹ìî
âèïàäîê, êîëè ãðàô Λ(S) íå ìà¹ îði¹íòîâíèõ öèêëiâ):

1) ßêùî â ãðàôi Λ(S) ¹ äâi ïîñëiäîâíi ñòðiëêè ai → aj òà aj → ak (⇒ i <
< j < k), òîäi çà ëåìîþ 1 â çîáðàæåííi âiäïîâiäíî¨ íàïiâãðóïè S(I, J) ç'ÿâëÿòüñÿ
íàñòóïíi ìàòðèöi:

i j k i j k

Aaj
=

i
j
k




?1

E


 , Aak

=
i
j
k


 ?2

E




(äå ?1 âiäïîâiäà¹ ñòðiëöi ai → aj, à ?2 � ñòðiëöi aj → ak; íåçàïîâíåíi áëîêè �
íóëüîâi).

Ïîäèâèìîñü, ÿê ïîâ'ÿçàíi ìàòðèöi ?1 òà ?2. Î÷åâèäíî, ùî ç ðÿäêàìè ?1 ìîæíà
ðîáèòè äîâiëüíi íåçàëåæíi åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðåííÿ, òàê ñàìî ÿê i çi ñòîâïöÿ-
ìè ìàòðèöi ?2. À ÿêùî çðîáèòè åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðåííÿ ñòîâïöiâ ìàòðèöi ?1,
òî (ùîá íå çiïñóâàòè îäèíè÷íó ìàòðèöþ â Aaj

) ïîòðiáíî çðîáèòè îáåðíåíå åëå-
ìåíòàðíå ïåðåòâîðåííÿ â j-é ãîðèçîíòàëüíié ñìóçi ìàòðèöi Aaj

. Çðîáèâøè öi
æ ïåðåòâîðåííÿ â ìàòðèöi Aak

, îòðèìà¹ìî, ùî ñòîâïöi ìàòðèöi ?1 çâ'ÿçàíi ç
ðÿäêàìè ìàòðèöi ?2. À öå îçíà÷à¹, ùî â êîë÷àíi Γ öèì äâîì ìàòðèöÿì áóäóòü
âiäïîâiäàòè ñòðiëêè i

?1 // j òà j
?2 // k (ÿê áà÷èìî ñòðiëêè òàêi æ, ÿê i â ãðàôi

Λ(S)).
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2) ßêùî â ãðàôi Λ(S) ¹ äâi ñòðiëêè, ÿêi âèõîäÿòü ç îäíi¹¨ âåðøèíè, òîáòî
ai → aj òà ai → ak (⇒ i < j; i < k), òîäi çà ëåìîþ 1 â çîáðàæåííi âiäïîâiäíî¨
íàïiâãðóïè S(I, J) ç'ÿâëÿòüñÿ íàñòóïíi ìàòðèöi:

i j k i j k

Aaj
=

i
j
k




?1

E


 , Aak

=
i
j
k




?2

E




(äå ?1 âiäïîâiäà¹ ñòðiëöi ai → aj, à ?2 � ñòðiëöi ai → ak; íåçàïîâíåíi áëîêè �
íóëüîâi).

Ïîäèâèìîñü, ÿê â öüîìó âèïàäêó ïîâ'ÿçàíi ìàòðèöi ?1 òà ?2. Î÷åâèäíî, ùî
çi ñòîâïöÿìè ?1 ìîæíà ðîáèòè äîâiëüíi íåçàëåæíi åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðåííÿ,
òàê ñàìî ÿê i çi ñòîâïöÿìè ìàòðèöi ?2. À çðîáèâøè åëåìåíòàðíå ïåðåòâîðåííÿ
ç ðÿäêàìè ?1, òðåáà çðîáèòè òàêå æ åëåìåíòàðíå ïåðåòâîðåííÿ ç ðÿäêàìè ?2.
Çâiäêè âèïëèâà¹, ùî ðÿäêè ìàòðèöi ?1 çâ'ÿçàíi ç ðÿäêàìè ìàòðèöi ?2. À öå
îçíà÷à¹, ùî â êîë÷àíi Γ öèì äâîì ìàòðèöÿì áóäóòü âiäïîâiäàòè ñòðiëêè, ÿêi
âèõîäÿòü ç îäíi¹¨ âåðøèíè, òîáòî i

?1 // j òà i
?2 // k (îòæå, ñòðiëêè â êîë÷àíi

Γ çíîâó ñïiâïàëè çi ñòðiëêàìè â ãðàôi Λ(S)).
3) Íàðåøòi, ðîçãëÿíåìî îñòàííié âèïàäîê, êîëè â ãðàôi Λ(S) ¹ äâi ñòðiëêè,

ÿêi âõîäÿòü â îäíó âåðøèíó, òîáòî ai → ak òà aj → ak (⇒ i < k; j < k), òîäi
çà ëåìîþ 1 â çîáðàæåííi âiäïîâiäíî¨ íàïiâãðóïè S(I, J) ç'ÿâëÿ¹òüñÿ ìàòðèöÿ
âèãëÿäó: i j k

Aak
=

i
j
k




?1

?2

E




(äå ?1 âiäïîâiäà¹ ñòðiëöi ai → ak, à ?2 � ñòðiëöi aj → ak; íåçàïîâíåíi áëîêè �
íóëüîâi).

Î÷åâèäíî, ùî â öüîìó âèïàäêó ñòîâïöi ìàòðèöü ?1 òà ?2 çâ'ÿçàíi; à ç ðÿä-
êàìè ?1 òà ?2 ìîæíà ðîáèòè äîâiëüíi íåçàëåæíi åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðåííÿ. Öå
îçíà÷à¹, ùî â êîë÷àíi Γ öèì äâîì ìàòðèöÿì áóäóòü âiäïîâiäàòè ñòðiëêè, ÿêi
âõîäÿòü â îäíó âåðøèíó, òîáòî i

?1 // k òà j
?2 // k (îòæå, ñòðiëêè â Γ çíîâó

òàêi ñàìi, ùî é â ãðàôi Λ(S)).
Çàóâàæèìî, ùî ÿêùî â ãðàôi Λ(S) ¹ içîëüîâàíi âåðøèíè, òî â êîë÷àíi Γ

¨õ íå áóäå, îñêiëüêè ìàòðèöi, ÿêi âiäïîâiäàþòü öèì âåðøèíàì, â çîáðàæåííi
íàïiâãðóïè ïðèâîäÿòüñÿ ïîâíiñòþ (òîáòî â öèõ ìàòðèöÿõ íåìà¹ ?).

Îòæå, ç ùîéíî îïèñàíèõ âèïàäêiâ 1) � 3) âèïëèâà¹, ùî êîë÷àí Γ ìà¹ òàêèé
ñàìèé âèãëÿä, ùî é çîði¹íòîâàíèé ãðàô Λ(S) (áåç içîëüîâàíèõ âåðøèí). Òåïåð
äî êîë÷àíó Γ ìè ìîæåìî çàñòîñóâàòè òåðåìó Ãàáðiåëÿ, çãiäíî ÿêî¨ êîë÷àí ìà¹
ñêií÷åííèé òèï òîäi i ëèøå òîäi, êîëè âiäïîâiäíèé éîìó íåçîði¹íòîâàíèé ãðàô
¹ íåçâ'ÿçíèì îá'¹äíàííÿì äiàãðàì Äèíêiíà.

Ïiäñóìîâóþ÷è âñå âèùå ñêàçàíå, ìè ìîæåìî çðîáèòè íàñòóïíèé âèñíîâîê:
ÿêùî ãðàô Λ(S) íå ìiñòèòü îði¹íòîâàíèõ öèêëiâ, òî òâåðäæåííÿ òåîðåìè 1 âè-
êîíó¹òüñÿ. Îòæå, òåîðåìà 1 äîâåäåíà.
1. Gabriel P. Unzerlegbare Darstellungen, I // Manuscripts Math. � 1972. � 6, �1. � P. 71�103.
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