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I. Â. Øàïî÷êà (Óæãîðîäñüêèé íàö. óí-ò)

ÏÐÎ ×ÅÐÍIÊÎÂÑÜÊI p-ÃÐÓÏÈ, ÔÀÊÒÎÐ-ÃÐÓÏÀ ßÊÈÕ ÇÀ
ÌÀÊÑÈÌÀËÜÍÎÞ ÏÎÂÍÎÞ ÀÁÅËÅÂÎÞ ÏIÄÃÐÓÏÎÞ �
ÀÁÅËÅÂÎÞ ÃÐÓÏÎÞ ÒÈÏÓ (p, p)

Let H be the abelian p-group of the type (p, p) and Zp be the ring of p-adic integers. Let V be the
set of all indecomposable matrix Zp-representations of the group H with no more two irreducible
components. The extensions of an arbitrary divisible abelian p-group M with minimality conditions
by the group H, which are determined by representations from the set V, have been classified up
to isomorphism.

Êëàñèôiêóþòüñÿ ç òî÷íiñòþ äî içîìîðôiçìó âñi ÷åðíiêîâñüêi p-ãðóïè, ôàêòîð-ãðóïà H ÿêèõ çà
ìàêñèìàëüíîþ ïîâíîþ àáåëåâîþ ïiäãðóïîþ ¹ àáåëåâîþ ãðóïîþ òèïó (p, p) i ÿêi âèçíà÷àþòüñÿ
íåðîçêëàäíèì ìàòðè÷íèìè Zp-çîáðàæåííÿìè ãðóïè H, ùî ìiñòÿòü íå áiëüøå äâîõ íåçâiäíèõ
êîìïîíåíò.

Íåõàé M � ïîâíà àáåëåâà p-ãðóïà ç óìîâîþ ìiíiìàëüíîñòi. Â [1, 2] çà äîïî-
ìîãîþ òåîði¨ öiëî÷èñëîâèõ p-àäè÷íèõ çîáðàæåíü ñêií÷åííèõ ãðóï âèâ÷àþòüñÿ
÷åðíiêîâñüêi p-ãðóïè G(M, H, Γ), ÿêi ¹ ðîçøèðåííÿìè ãðóïè M çà äîïîìîãîþ
ñêií÷åííî¨ p-ãðóïè H i ÿêi âèçíà÷àþòüñÿ ìàòðè÷íèìè çîáðàæåííÿìè Γ ãðóïè
H íàä êiëüöåì Zp öiëèõ p-àäè÷íèõ ÷èñåë. Çîêðåìà ç òî÷íiñòþ äî içîìîðôiçìó
êëàñèôiêîâàíi âñi òàêi ðîçøèðåííÿ, êîëè H � öèêëi÷íà p-ãðóïà ïîðÿäêó ps, à Γ
ïðîáiãà¹ ìíîæèíó âñiõ ìàòðè÷íèõ Zp-çîáðàæåíü ãðóïè H, ùî ìiñòÿòü íå áiëüøå
k (k ≤ 3) íåçâiäíèõ êîìïîíåíò ∆1, . . . , ∆k, ïðè÷îìó ó âèïàäêó k = 3 çîáðà-
æåííÿ ∆1 ¹ îäèíè÷íèì. Ïîêàçàíî òàêîæ, ùî çàäà÷à êëàñèôiêàöi¨ âñiõ íåiçî-
ìîðôíèõ ÷åðíiêîâñüêèõ p-ãðóï âèãëÿäó G(M, H, Γ), äå Γ ïðîáiãà¹ ìíîæèíó âñiõ
ìàòðè÷íèõ Zp-çîáðàæåíü p-ãðóïè H, ùî ìiñòÿòü k íååêâiâàëåíòíèõ íåçâiäíèõ
êîìïîíåíò, ¹ äèêîþ (òîáòî âêëþ÷à¹ çàäà÷ó îïèñàííÿ ç òî÷íiñòþ äî ïîäiáíîñòi
ïàð n × n-ìàòðèöü íàä äåÿêèì ïîëåì äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî n), ÿêùî
âèêîíó¹òüñÿ îäíà iç íàñòóïíèõ óìîâ:

1) H � öèêëi÷íà p-ãðóïà ïîðÿäêó ps, s > 3, k > 4;
2) H � öèêëi÷íà p-ãðóïà ïîðÿäêó ps, s > 2, k = 3, p > 3 i ñòåïiíü çîáðàæåííÿ

∆i áiëüøå 1 (i = 1, 2, 3);
3) H � öèêëi÷íà p-ãðóïà ïîðÿäêó ps, s > 2, k > 3, p > 2;
4) H � íåöèêëi÷íà p-ãðóïà, k > 4.
Âiäçíà÷èìî, ùî â [3] îïèñàíi âñi íåiçîìîðôíi ÷åðíiêîâñüêi p-ãðóïè âèãëÿäó

G(M,H, Γ), äå Γ ïðîáiãà¹ ìíîæèíó âñiõ öiëêîì çâiäíèõ ìàòðè÷íèõ Zp-çîáðàæåíü
öèêëi÷íî¨ p-ãðóï H. À â [4] êëàñèôiêîâàíi ç òî÷íiñòþ äî içîìîðôiçìó âñi ÷åð-
íiêîâñüêi p-ãðóïè âèãëÿäó G(M,H, Γ), äå Γ ïðîáiãà¹ ìíîæèíó ìàòðè÷íèõ Zp-
çîáðàæåíü öèêëi÷íî¨ p-ãðóïè H, ÿêi ¹ ñóìîþ íåðîçêëàäíèõ ìàòðè÷íèõ çîáðà-
æåíü ãðóïè H, ùî ìiñòÿòü íå áiëüøå äâîõ íåçâiäíèõ êîìïîíåíò.

Â öié ñòàòòi çà äîïîìîãîþ òåîði¨ öiëî÷èñëîâèõ p-àäè÷íèõ çîáðàæåíü ñêií-
÷åííèõ ãðóï äà¹òüñÿ îïèñàííÿ âñiõ íåiçîìîðôíèõ ÷åðíiêîâñüêèõ p-ãðóï, ôàêòîð-
ãðóïà H ÿêèõ çà ìàêñèìàëüíîþ ïîâíîþ àáåëåâîþ ïiäãðóïîþ ¹ àáåëåâîþ ãðóïîþ
òèïó (p, p) i ÿêi âèçíà÷àþòüñÿ íåðîçêëàäíèìè ìàòðè÷íèìè Zp-çîáðàæåííÿìè
ãðóïè H, ùî ìiñòÿòü íå áiëüøå äâîõ íåçâiäíèõ êîìïîíåíò.
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Íåõàé íàäàëi M (n) � çîâíiøíÿ ïðÿìà ñóìà n åêçåìïëÿðiâ êâàçiöèêëi÷íî¨
p-ãðóïè Cp∞ , òîáòî

M (n) = Cp∞ +̇ Cp∞ +̇ · · · +̇ Cp∞ , (1)
Äîáðå âiäîìî [5], ùî ãðóïà àâòîìîðôiçìiâ ãðóïè M (n) içîìîðôíà ïîâíié ëiíiéíié
ãðóïi GL(n,Zp). Çâiäñè i òåîði¨ ðîçøèðåíü ãðóï [5] âèïëèâà¹, ùî âñÿêà ÷åðíiêîâ-
ñüêà ãðóïà G, ùî ¹ ðîçøèðåííÿì ãðóïè M (n) çà äîïîìîãîþ ñêií÷åííî¨ ãðóïè H
âèçíà÷à¹òüñÿ äåÿêèì ìàòðè÷íèì Zp-çîáðàæåííÿì Γ : h → Γh (h ∈ H) òà äåÿêîþ
ñèñòåìîþ ôàêòîðiâ {µu,v ∈ M (n) | u, v ∈ H}. Òàêó ÷åðíiêîâñüêó ãðóïó G áóäåìî
ïîçíà÷àòè ÷åðåç G(M (n), H, Γ, {µu,v}).

Âiäîìî (äèâ. íàïðèêëàä [6]), ùî ÿêùî H ¹ öèêëi÷íîþ ãðóïîþ ç òâiðíèì åëå-
ìåíòîì a ïîðÿäêó s, òî ðîçøèðåííÿ G(M (n), H, Γ, {µu,v}) åêâiâàëåíòíå (îòæå,
içîìîðôíå) ðîçøèðåííþ G(M (n), H, Γ, {νu,v}) ç áiëüø ïðîñòiøîþ ñèñòåìîþ ôà-
êòîðiâ {νu,v} òàêîþ, ùî

νia, ja =

{
0, ÿêùî i + j < s;
m0, ÿêùî i + j ≥ s

(i, j = 0, 1, . . . , s− 1),

äå m0 � äåÿêèé åëåìåíò ãðóïè M (n) òàêèé, ùî Γa(m0) = m0 (äèâ. ïîçíà÷. (2)).
Öå äà¹ çìîãó äàòè áiëüø ïðîñòó õàðàêòåðèñòèêó içîìîðôiçìó òàêèõ ðîçøèðåíü,
çîêðåìà ÿê öå çðîáëåíî â [1].

Ðîçãëÿíåìî àíàëîãi÷íå ïèòàííÿ içîìîðôiçìó ðîçøèðåíü âèãëÿäó G(M (n), H,
Γ, {µu,v}), ó âèïàäêó êîëè H ¹ àáåëåâîþ p-ãðóïîþ òèïó (p, p). Âiäçíà÷èìî, ùî
çàäà÷à êëàñèôiêàöiÿ íåiçîìîðôíèõ ðîçøèðåíü ãðóï ó çàãàëüíîìó âèïàäêó âè-
â÷àëàñü â [7].

Íåõàé íàäàëi {cr | r = 0, 1, . . .} � òâiðíi åëåìåíòè ãðóïè Cp∞ , ïðè÷îìó pc0 =0,
pcr = cr−1 (r ∈ N). ßêùî A = ‖αij‖ ∈ GL(n,Zp) i m = (m1, . . . , mn) ∈ M (n), äå

αij = x
(0)
ij + x

(1)
ij p + x

(2)
ij p2 + · · · ∈ Zp, (0 ≤ x

(r)
ij < p),

mj = y
(j)
0 c0 + y

(j)
1 c1 + · · ·+ y

(j)
kj

ckj
∈ Cp∞ (0 ≤ y

(s)
i < p),

òî
A(m) = (m′

1, . . . , m
′
n), (2)

äå, ó ñâîþ ÷åðãó,

m′
i =

n∑
j=1

αij(mj) =
n∑

j=1

kj∑
r=0

kj∑
s=0

x
(r)
ij y(j)

s prcs (i = 1, 2, . . . , n).

Íåõàé H = 〈a〉 ⊕ 〈b〉 � àáåëåâà ãðóïà òèïó (p, p) i

Γ : ia + jb → Γi
aΓ

j
b (i, j = 0, 1, . . . , p− 1)

� äåÿêå ìàòðè÷íå Zp-çîáðàæåííÿ ãðóïè H ñòåïåíÿ n. Âåäåìî íàñòóïíi ïîçíà-
÷åííÿ:

Λq,r = (E + Γa + · · ·+ Γq−1
a )(E + Γb + · · ·+ Γr−1

b ),

äå E � îäèíè÷íà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n, à q i r � äåÿêi íàòóðàëüíi ÷èñëà (äîäà-
òêîâî, çà äîìîâëåíiñòþ, ââàæàòèìåìî Λ0,r = Λq,0 = E); äëÿ äîâiëüíîãî öiëîãî
÷èñëà k ÷åðåç k′ òà k̄ áóäåìî ïîçíà÷àòè âiäïîâiäíî ÷àñòêó òà çàëèøîê ïðè äi-
ëåííi ÷èñëà k íà p.
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Ëåìà 1. Íåõàé M (n) � ãðóïà âèãëÿäó (1), H = 〈a〉 ⊕ 〈b〉 � àáåëåâà ãðóïà
òèïó (p, p) òà Γ : ia + jb → Γi

aΓ
j
b � äåÿêå ìàòðè÷íå Zp-çîáðàæåííÿ ãðóïè H.

ßêùî åëåìåíòè α, β, γ ãðóïè M (n) çàäîâîëüíÿþòüñÿ ðiâíîñòÿì

Γa(α) = α, Γb(α) = α− Λp,1(γ), (3)

Γb(β) = β, Γa(β) = β + Λ1,p(γ), (4)
òî {νia+jb,ka+lb | i, j, k, l ∈ {0, 1, . . . , p− 1}}, äå

νia+jb,ka+lb = (i + k)′α + (j + l)′β + (−(i + k)′Λp, j+l + Λk, jΓ
l
b)(γ), (5)

¹ ñèñòåìîþ ôàêòîðiâ äåÿêîãî ðîçøèðåííÿ ãðóïè M (n) çà äîïîìîãîþ ãðóïè H,
ùî âèçíà÷à¹òüñÿ çîáðàæåííÿì Γ ãðóïè H.

Äîâåäåííÿ. Íåñêëàäíî ïîêàçàòè, ùî ÿêùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè ëåìè, òî äëÿ
äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ u, v, w ãðóïè H ñïðàâåäëèâà ðiâíiñòü

νu+v,w + Γw(νu,v) = νu,v+w + νv,w.

Öå îçíà÷à¹, ùî {νu,v | u, v ∈ H}, äå νu,v âèçíà÷åíî ðiâíiñòþ (5), ¹ ñèñòåìîþ ôà-
êòîðiâ äåÿêîãî ðîçøèðåííÿ ãðóïè M (n) çà äîïîìîãîþ ãðóïè H, ùî âèçíà÷à¹òüñÿ
çîáðàæåííÿì Γ ãðóïè H.

Ëåìà 2. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè ëåìè 1. Òîäi äîâiëüíå ðîçøèðåííÿ ãðó-
ïè M (n) çà äîïîìîãîþ ãðóïè H, ùî âèçíà÷à¹òüñÿ çîáðàæåííÿì Γ ãðóïè H,
åêâiâàëåíòíå ðîçøèðåííþ G(M (n), H, Γ, {νu,v}), äå {νu,v} � ñèñòåìà ôàêòîðiâ
âèãëÿäó (5).

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî G ¹ äåÿêèì ðîçøèðåííÿì ãðóïè M (n) çà äî-
ïîìîãîþ ãðóïè H = 〈a〉 ⊕ 〈b〉, ùî âèçíà÷à¹òüñÿ ìàòðè÷íèì çîáðàæåííÿì Γ :
ia + jb → Γi

aΓ
j
b ãðóïè H. Íåõàé ā i b̄ � ïðåäñòàâíèêè ñóìiæíèõ êëàñiâ ãðóïè G

çà ïiäãðóïîþ M (n), ùî âiäïîâiäàþòü òâiðíèì åëåìåíòàì a i b ãðóïè H. Òîäi äëÿ
äîâiëüíîãî åëåìåíòà m iç M (n)

Γa(m) = −ā + m + ā, Γb(m) = −b̄ + m + b̄.

Ïîêëàäåìî α = pā, β = pb̄, γ = −b̄− ā + b̄ + ā. Îñêiëüêè

p
(
ā + M (n)

)
= M (n), p

(
b̄ + M (n)

)
= M (n),

(
ā + M (n)

)
+

(
b̄ + M (n)

)
=

(
b̄ + M (n)

)
+

(
ā + M (n)

)
,

òî α, β, γ ¹ åëåìåíòàìè ïiäãðóïè M (n) ãðóïè G.
Îá÷èñëèìî

Γa(α) = −ā + α + ā = −ā + pā + ā = pā = α,

Γb(α) = −b̄ + pā + b̄ = p(−b̄ + ā + b̄) = p(ā− γ) =

= pā− Γp−1
a (γ)− · · · − Γ2

a(γ)− Γa(γ)− γ = α− Λp,1(γ).

Àíàëîãi÷íî äîâîäèòüñÿ, ùî

Γb(β) = β, Γa(β) = β + Λ1,p(γ).
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Îòæå, òðiéêà åëåìåíòiâ α, β, γ ãðóïè M (n) çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíîñòÿì (3), (4).
Äàëi, ðîçãëÿíåìî ïðåäñòàâíèêè iā+jb̄ ñóìiæíèõ êëàñiâ ãðóïè G çà ïiäãðóïîþ

M (n), ùî âiäïîâiäàþòü åëåìåíòàì ia + jb ãðóïè H (i, j = 0, 1, . . . , p − 1). Âèáið
öèõ ïðåäñòàâíèêiâ çàäà¹ ñèñòåìó ôàêòîðiâ {νia+jb,ka+lb} òàêó, øî

(iā + jb̄) + (kā + lb̄) = i + k · ā + j + l · b̄ + νia+jb, ka+lb

(i, j, k, l = 0, 1, . . . , p− 1). Íåñêëàäíî ïîêàçàòè, ùî öÿ ñèñòåìà ôàêòîðiâ ¹ ñèñòå-
ìîþ ôàêòîðiâ âèãëÿäó (5). Ëåìà äîâåäåíà.

Iç ëåì 1 òà 2 âèïëèâà¹, ùî äîâiëüíå ðîçøèðåííÿ ãðóïè M (n) çà äîïîìîãîþ
àáåëåâî¨ ãðóïè H òèïó (p, p) ìîæå áóòè çàäàíå Zp-çîáðàæåííÿì Γ ñòåïåíÿ n ãðó-
ïè H òà òðiéêîþ åëåìåíòiâ α, β, γ iç M (n), ÿêi çàäîâîëüíÿþòü ðiâíîñòÿì (3), (4).
Òîìó íàäàëi òàêå ðîçøèðåííÿ áóäåìî ïîçíà÷àòè ïðîñòî ÷åðåç G(Γ, α, β, γ) i ââà-
æàòèìåìî, ùî ñèñòåìà ôàêòîðiâ öüîãî ðîçøèðåííÿ ¹ ñèñòåìîþ ôàêòîðiâ âèãëÿ-
äó (5). Iç òåîði¨ ðîçøèðåíü ãðóï (äèâ. [5,6]) ñëiäó¹, ùî ðîçøèðåííÿ G(Γ, α, β, γ)
òà G(Γ, α̂, β̂, γ̂) åêâiâàëåíòíi òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè çíàéäóòüñÿ òàêi åëåìåíòè
m1 i m2 ãðóïè M (n), ùî

α̂ = α + Λp,1(m1), β̂ = β + Λ1,p(m1), γ̂ = γ + (E − Γb)(m1) + (Γa − E)(m2).

Äëÿ äîâiëüíîãî Zp-çîáðàæåííÿ Γ : h → Γh ñòåïåíÿ n àáåëåâî¨ ãðóïè H =
= 〈a〉 ⊕ 〈b〉 òèïó (p, p) ðîçãëÿíåìî ïiäãðóïè A(M (n), H, Γ), B(M (n), H, Γ) ãðóïè
M (3n) âèãëÿäó

A(M (n), H, Γ) = {(α, β, γ) ∈ M (3n) | Γa(α) = α, Γb(α) = α− Λp,1(γ),

Γb(β) = β, Γa(β) = β + Λ1,p(γ)}, (6)

B(M (n), H, Γ) = {(Λp,1(m1), Λ1,p(m2), (E − Γb)(m1) + (Γa − E)(m2)) |
m1,m2 ∈ M (n)}. (7)

Íåâàæêî áà÷èòè, ùî B(M (n), H, Γ) ¹ ïiäãðóïîþ ãðóïè A(M (n), H, Γ).
Ïiäñóìóâàâøè âñå âèùå ñêàçàíå òà âèêîðèñòàâøè ïîçíà÷åííÿ (6) i (7), ìî-

æíà ñòâåðäæóâàòè, ùî áóäü-ÿêå ðîçøèðåííÿ ãðóïè M (n) çà äîïîìîãîþ àáåëåâî¨
ãðóïè H òèïó (p, p) ìîæå áóòè çàäàíå ìàòðè÷íèì Zp-çîáðàæåííÿì Γ ñòåïåíÿ
n ãðóïè H òà åëåìåíòîì (α, β, γ) ãðóïè A(M (n), H, Γ). Ïðè÷îìó ðîçøèðåííÿ
G(Γ, α, β, γ) òà G(Γ, α̂, β̂, γ̂) åêâiâàëåíòíi òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

(α̂, β̂, γ̂)− (α, β, γ) ∈ B(M (n), H, Γ).

Ëåìà 3. Íåõàé G1 = G(Γ, α1, β1, γ1) òà G2 = G(Γ, α2, β2, γ2) � ðîçøèðåí-
íÿ ãðóïè M (n) çà äîïîìîãîþ àáåëåâî¨ ãðóïè H = 〈a〉 ⊕ 〈b〉 òèïó (p, p), çàäàíi
ìàòðè÷íèì Zp-çîáðàæåííÿì Γ ñòåïåíÿ n ãðóïè H òà âiäïîâiäíî åëåìåíòàìè
(α1, β1, γ1) òà (α2, β2, γ2) ãðóïè A(M (n), H, Γ). Ãðóïè G1 òà G2 içîìîðôíi òîäi
i òiëüêè òîäi, êîëè çíàéäåòüñÿ òàêà ìàòðèöÿ C ∈ GL(n,Zp) i àâòîìîðôiçì
ϕ ∈ Aut H (ϕ : a → ia + jb, b → ka + lb), ùî CΓh = Γϕ(h)C äëÿ äîâiëüíîãî h ∈ H
i

(α1, β1, γ1)− (α̃2, β̃2, γ̃2) ∈ B(M (n), H, Γ), (8)
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äå

α̃2 = C−1

(
iα2 + jβ2 +

(
p−1∑
r=1

Λri, jΓ
rj
b

)
(γ2)

)
,

β̃2 = C−1

(
kα2 + lβ2 +

(
p−1∑
r=1

Λrk, lΓ
rl
b

)
(γ2)

)
,

γ̃2 = C−1
(
Λi, lΓ

j
b − Λk, jΓ

l
b

)
(γ2).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ãðóïè G1 = G(Γ, α1, β1, γ1) òà G2 = G(Γ, α2, β2, γ2) içî-
ìîðôíi i ψ � içîìîðôíå âiäîáðàæåííÿ ãðóïè G1 íà G2. Òîäi ç [2] (äèâ. ëå-
ìó 1) âèïëèâà¹, ùî iñíóþòü ìàòðèöÿ C ∈ GL(n,Zp) òà àâòîìîðôiçì ϕ ãðóïè H
(ϕ : a → ia + jb, b → ka + lb), ùî CΓh = Γϕ(h)C äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà h ∈ H.

Íåõàé ā i b̄ � ïðåäñòàâíèêè ñóìiæíèõ êëàñiâ ãðóïè G2 çà ïiäãðóïîþ M (n),
ùî âiäïîâiäàþòü òâiðíèì åëåìåíòàì a i b ãðóïè H Ðîçãëÿíåìî åëåìåíòè iā+ jb̄,
kā + lb̄ ãðóïè G2. Îá÷èñëèìî

α̃2 = p(iā + jb̄) = iα2 + jβ2 +

(
p−1∑
r=1

Λri, jΓ
rj
b

)
(γ2),

β̃2 = p(kā + lb̄) = kα2 + lβ2 +

(
p−1∑
r=1

Λrk, lΓ
rl
b

)
(γ2),

γ̃2 = −(kā + lb̄)− (iā + jb̄) + (kā + lb̄) + iā + jb̄ =
(
Λi, lΓ

j
b − Λk, jΓ

l
b

)
(γ2).

Îñêiëüêè ia + jb, ka + lb ¹ òâiðíèìè åëåìåíòàìè ãðóïè H, òî ãðóïó G2 ìîæíà
çàïèñàòè ó âèãëÿäi G(Γ′, α̃2, β̃2, γ̃2), äå Γ′ : h → Γϕ(h) (h ∈ H). Îòæå, ãðóïà
G1 = G(Γ, α1, β1, γ1) içîìîðôíà ãðóïi G2 = G(Γ′, α̃2, β̃2, γ̃2), ïðè÷îìó içîìîðôiçì
ψ ïåðåâîäèòü îäèí â îäíîãî ñóìiæíi êëàñè ãðóï G1 òà G2 çà ïiäãðóïîþ M (n), ùî
âiäïîâiäàþòü îäíîìó i òîìó æ åëåìåíòó ãðóïè H. Îñêiëüêè C−1Γ′h = ΓhC

−1 äëÿ
äîâiëüíîãî åëåìåíòà h ∈ H, òî ç [2] (äèâ. ëåìó 2) âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ içîìîðôiçì
ãðóï

G2 = G(Γ′, α̃2, β̃2, γ̃2) ∼= G(Γ, C−1(α̃2), C
−1(β̃2), C

−1(γ̃2)) = G3

òàêèé, ùî çíîâó ïåðåâîäèòü îäèí â îäíîãî ñóìiæíi êëàñè ãðóï G2 òà G3 çà
ïiäãðóïîþ M (n), ùî âiäïîâiäàþòü îäíîìó i òîìó æ åëåìåíòó ãðóïè H. Îòæå,
ðîçøèðåííÿ G(Γ, α1, β1, γ1) òà G(Γ, C−1(α̃2), C

−1(β̃2), C
−1(γ̃2)) åêâiâàëåíòíi. Òîá-

òî
(α1, β1, γ1)− (C−1(α̃2), C

−1(β̃2), C
−1(γ̃2)) ∈ B(M (n), H, Γ).

Íåîáõiäíiñòü äîâåäåíà.
Íàâïàêè, íåõàé iñíóþòü îáîðîòíà ìàòðèöÿ C i àâòîìîðôiçì ϕ ãðóïè H (ϕ :

a → ia+ jb, b → ka+ lb), ùî CΓh = Γϕ(h)C äëÿ äîâiëüíîãî h ∈ H i äëÿ åëåìåíòiâ
(α1, β1, γ1), (α2, β2, γ2) ∈ A(M (n), H, Γ) âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (8). Ïðèïóñòèìî, ùî ā

i b̄ (¯̄a i ¯̄b) ¹ ïðåäñòàâíèêàìè ñóìiæíèõ êëàñiâ ãðóïè G1 = G(Γ, α1, β1, γ1) (G2 =
= G(Γ, α2, β2, γ2)) çà ïiäãðóïîþ M (n), ùî âiäïîâiäàþòü åëåìåíòàì a i b ãðóïè
H. Òîäi íåñêëàäíî ïîêàçàòè, ùî âiäîáðàæåííÿ ψ : G1 → G2, çàäàíå íàñòóïíèì
÷èíîì

ψ(qā + rb̄ + m) = (qi + rk)¯̄a + (qj + rl)¯̄b + C(m),

äå q, r ∈ {0, 1, . . . , p − 1}, m ∈ M (n), ¹ içîìîðôiçìîì ãðóï G1 òà G2. Ëåìà
äîâåäåíà.
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Äî êiíöÿ ðîáîòè ââåäåìî íàñòóïíi ïîçíà÷åííÿ: E � îäèíè÷íà ìàòðèöÿ ïî-
ðÿäêó p− 1; ε̃ òà 〈1〉 � âiäïîâiäíî ìàòðèöÿ ïîðÿäêó p− 1 òà (p− 1)× 2-ìàòðèöÿ
âèãëÿäó

ε̃ =




0 0 . . . 0 −1
1 0 . . . 0 −1
0 1 . . . 0 −1
... ... . . . ... ...
0 0 . . . 1 −1




, 〈1〉 =




0 1
0 0
0 0
... ...
0 0




;

Γ1, Γ2, Γ3, Γ4 � ìàòðè÷íi Zp-çîáðàæåííÿ àáåëåâî¨ ãðóïè H = 〈a〉⊕〈b〉 òèïó (p, p)
âèãëÿäó

Γ1 : a → 1, b → 1; (9)
Γ2 : a → ε̃, b → E; (10)

Γ3 : a →
(

ε̃ 〈1〉
0 1

)
, b →

(
E 0
0 1

)
; (11)

Γ4 : a →
(

ε̃ 0
0 ε̃

)
, b →

(
ε̃ E
0 E

)
. (12)

Òåîðåìà 1. Ìíîæèíà âñiõ íåiçîìîðôíèõ ÷åðíiêîâñüêèõ p-ãðóï, ùî ¹ íå-
ðîçùåïëþâàíèìè ðîçøèðåííÿìè ïðÿìî¨ ñóìè ñêií÷åííîãî ÷èñëà åêçåìïëÿðiâ
êâàçiöèêëi÷íî¨ p-ãðóïè Cp∞ = 〈c0, c1, . . .〉 çà äîïîìîãîþ àáåëåâî¨ ãðóïè H =
= 〈a〉 ⊕ 〈b〉 òèïó (p, p) i ÿêi âèçíà÷àþòüñÿ íåðîçêëàäíèìè Zp-çîáðàæåííÿìè
ãðóïè H, øî ìiñòÿòü íå áiëüøå äâîõ íåçâiäíèõ êîìïîíåíò, âè÷åðïó¹òüñÿ íà-
ñòóïíèìè ãðóïàìè: G1 = G(Γ1, 0, 0, c0), G2 = G(Γ2, 0, 0, υ), G3 = G(Γ2, ω, 0, 0),
G4 = G(Γ4, ω

′, 0, 0), G5 = G(Γ4, 0, ω
′, 0), äå υ = (c0, 0, 0 . . . , 0), ω = (c0, 2c0,

3c0, . . . , (p− 1)c0) � åëåìåíòè ãðóïè M (p−1); ω′ = (c0, 2c0, . . . , (p− 1)c0, 0, . . . , 0)
� åëåìåíò ãðóïè M2(p−1).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé G � ÷åðíiêîâñüêà p-ãðóïà, ùî ¹ ðîçøèðåííÿì ãðóïè
M (n) âèãëÿäó (1) çà äîïîìîãîþ àáåëåâî¨ ãðóïè H = 〈a〉 ⊕ 〈b〉 òèïó (p, p) i ÿêà
âèçíà÷à¹òüñÿ íåðîçêëàäíèì ìàòðè÷íèì Zp-çîáðàæåííÿì Γ ãðóïè H, øî ìiñòèòü
íå áiëüøå äâîõ íåçâiäíèõ êîìïîíåíò. Òîäi ãðóïó G ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi
G = G(Γ, α, β, γ), äå (α, β, γ) � äåÿêèé åëåìåíò ãðóïè A(M (n), H, Γ).

Iç [8] ñëiäó¹, ùî çîáðàæåííÿ Γ ãðóïè H óçàãàëüíåíî åêâiâàëåíòíå (äèâ. [2]
îçíà÷åííÿ 1) îäíîìó iç çîáðàæåíü (9)�(12). Òîäi iç [2] (ëåìà 2) âèïëèâà¹, ùî
ãðóïà G = G(Γ, α, β, γ) içîìîðôíà ãðóïi âèãëÿäó G(Γ′, α′, β′, γ′), äå Γ′ ∈ {Γ1, Γ2,
Γ3, Γ4}, ïðè÷îìó, ÿêùî Γ′′ ∈ {Γ1, Γ2, Γ3, Γ4} i Γ′ 6= Γ′′, òî ãðóïè G(Γ′, α′, β′, γ′)
òà G(Γ′′, α′′, β′′, γ′′) � íå içîìîðôíi.

Äàëi, ðîçãëÿíåìî îêðåìî ìîæëèâi âèïàäêè äëÿ çîáðàæåííÿ Γ′.
Íåõàé Γ′ = Γ1. Íåâàæêî áà÷èòè,

A(M (1), H, Γ1)/B(M (1), H, Γ1) = 〈(0, 0, c0) + B(M (1), H, Γ1)〉.

Çâiäñè i ëåìè 3 îäðàçó îäåðæó¹ìî, ùî äîâiëüíå íåðîçùåïëþâàíå ðîçøèðåííÿ
êâàçiöèêëi÷íî¨ p-ãðóïè M (1) = Cp∞ çà äîïîìîãîþ ãðóïè H, ùî âèçíà÷à¹òüñÿ
çîáðàæåííÿì Γ1 ãðóïè H, içîìîðôíå ãðóïi G(Γ1, 0, 0, c0).
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Íåõàé òåïåð Γ′ = Γ2. Íåñêëàäíî îá÷èñëèòè, ùî

A(M (p−1), H, Γ2) =
{
kω, pm, (ε− E)m + m′) | m,m′ ∈ M (p−1),

k ∈ {0, 1, . . . , p− 1}, pm′ = 0} ,

B(M (p−1), H, Γ2) =
{
0, pm, (ε− E)m) | m ∈ M (p−1)

}
.

Òîìó

A(M (p−1), H, Γ2)/B(M (p−1), H, Γ2) =

= 〈(0, 0, υ) + B(M (p−1), H, Γ2)〉 ⊕ 〈(ω, 0, 0) + B(M (p−1), H, Γ2)〉.

Òîäi çíîâó òàêè æ çà ëåìîþ 3 íåðîçùåïëþâàíå ðîçøèðåííÿ âèãëÿäó G(Γ2, α
′, β′,

γ′) içîìîðôíå îäíié iç ãðóï G(Γ2, ω, 0, 0) àáî G(Γ2, kω, 0, υ), äå k ∈ {0, 1, . . . , p−1}.
Ðîçãëÿíåìî àâòîìîðôiçì ϕ : a → a+kb, b → b ãðóïè H. Îñêiëüêè (Γ2)h = (Γ2)ϕ(h)

äëÿ äîâiëüíî h ∈ H i kω =
∑p−1

r=1 Λr, k(Γ2)
rk
b (υ), òî çà ëåìîþ 3 îäåðæèìî, ùî äëÿ

äîâiëüíîãî l ∈ {1, . . . , p − 1} ãðóïà G(Γ2, lω, 0, υ) içîìîðôíà ãðóïi G(Γ2, 0, 0, υ).
Íåâàæêî áà÷èòè, ùî ãðóïà G(Γ2, ω, 0, 0) íå içîìîðôíà ãðóïi G(Γ2, 0, 0, υ).

Ó âèïàäêó, êîëè Γ′ = Γ3, îá÷èñëþþ÷è ãðóïè A(M (p), H, Γ3) òà B(M (p), H, Γ3),
îäåðæèìî, ùî

A(M (p), H, Γ3) = B(M (p), H, Γ3).

Öå îçíà÷à¹, ùî äîâiëüíå ðîçøèðåííÿ ãðóïè M (p) çà äîïîìîãîþ ãðóïè H, ÿêå
âèçíà÷à¹òüñÿ çîáðàæåííÿì Γ3 ãðóïè H, ¹ ðîçùåïëþâàíèì.

Íàðåøòi ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè Γ′ = Γ4. Íåâàæêî áà÷èòè, ùî

A(M2(p−1), H, Γ4)/B(M2(p−1), H, Γ4) =

= 〈(ω′, 0, 0) + B(M2(p−1), H, Γ4)〉 ⊕ 〈(0, ω′, 0) + B(M2(p−1), H, Γ4)〉.

Òîäi àíàëîãi÷íî ÿê ó ïîïåðåäíüîìó âèïàäêó îäåðæèìî, ùî íåðîçùåïëþâàíå
ðîçøèðåííÿ âèãëÿäó G(Γ4, α

′, β′, γ′) içîìîðôíå îäíié iç ãðóï G(Γ4, ω
′, 0, 0) àáî

G(Γ2, kω′, ω′, 0), äå k ∈ {0, 1, . . . , p− 1}.
Ðîçãëÿíåìî àâòîìîðôiçì ϕ : a → a, b → a + (p− 1)b ãðóïè H òà ìàòðèöþ

C =

(
E 0

E − ε̃ −E

)
.

Îñêiëüêè C(Γ4)h = (Γ4)ϕ(h)C äëÿ äîâiëüíî h ∈ H i C−1(ω′) = ω′, òî çà ëåìîþ 3
ãðóïà G(Γ4, ω

′, ω′, 0) içîìîðôíà ãðóïi G(Γ4, ω
′, 0, 0).

Äàëi, íåõàé k ∈ {2, 3, . . . , p− 1}. Ïîêëàäåìî

i ≡ (1− k)−1 (mod p), j ≡ 1− i (mod p), ϕ : a → ia + jb, b → b,

ξ̃j = E + ε̃ + ε̃2 + · · ·+ ε̃j−1, C =

(
E S
0 E + (E − ε̃)S

)
,

äå S � îáîðîòíà Zp-ìàòðèöÿ ïîðÿäêó p− 1, ùî çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíîñòi

ε̃iS + ε̃iξ̃j = Sε̃.
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Iñíóâàííÿ ìàòðèöi S âèïëèâà¹ ç [9]. Îñêiëüêè ϕ ¹ àâòîìîðôiçìîì ãðóïè H,
C(Γ4)h = (Γ4)ϕ(h)C äëÿ äîâiëüíî h ∈ H i C−1(ikω′ + jω′) = 0, C−1(ω′) = ω′, òî
çà ëåìîþ 3 ãðóïà G(Γ4, kω′, ω′, 0) içîìîðôíà ãðóïi G(Γ4, 0, ω

′, 0).
Íà çàâåðøåííÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè, íåñêëàäíî ïåðåêîíàòèñÿ ó òîìó, ùî ãðó-

ïè G(Γ4, ω′, 0, 0) òà G(Γ4, 0, ω
′, 0) íå içîìîðôíi.

Çàóâàæåííÿ 1. Äëÿ òîãî, ùîá îäåðæàòè ïîâíèé ñïèñîê íåiçîìîðôíèõ ÷åð-
íiêîâñüêèõ p-ãðóï, ôàêòîð-ãðóïà H ÿêèõ çà ìàêñèìàëüíîþ ïîâíîþ àáåëåâîþ
ïiäãðóïîþ ¹ àáåëåâîþ ãðóïîþ òèïó (p, p) i ÿêi âèçíà÷àþòüñÿ íåðîçêëàäíèì ìà-
òðè÷íèìè Zp-çîáðàæåííÿìè ãðóïè H, ùî ìiñòÿòü íå áiëüøå äâîõ íåçâiäíèõ
êîìïîíåíò, ïîòðiáíî äî ïåðåëiêó ãðóï, âêàçàíîìó ó òåîðåìi 1, äîäàòè ãðóïè
âèãëÿäó G(Γ1, 0, 0, 0), G(Γ2, 0, 0, 0), G(Γ3, 0, 0, 0), G(Γ4, 0, 0, 0).
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