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1 Поняття нечiткостi
При математичному моделюваннi реальних процесiв ми часто стикає-
мося з неможливiстю чiтко вiднести той чи iнший об’єкт до заданого
класу. До прикладу, чи можна вважати, що 10 належить класу чисел
якi є “значно бiльшими, нiж 1”? Або чи можемо уявити клас “лисих чо-
ловiкiв”? Тут постає необхiднiть вказати не тiльки на належнiсть певного
елемента заданому класу, а i на ступiнь цiєї належностi.

Для адекватного опису класiв “високих чоловiкiв”, “гарних жiнок”,
“чисел, що є досить близькими до 𝑥” апарату звичайної теорiї множин
виявляється недостатньо. Тож у статтi “Нечiткi множини” [15] американ-
ський математик азербайджанського походження Лотфi А. Заде запро-
понував концепцiю нечiтких множин – множин, якi мiстять iнформацiю
не тiльки про елементи, що їм належать, але i про ступiнь належностi
даних елементiв.

1.1 Означення нечiткої множини

Розглянемо деяку (чiтку) множину 𝑋 = {𝑥}, яку будемо називати унi-
версальною множиною.

Нечiтка множина 𝐴 в 𝑋 задається за допомогою характеристи-
ної функцiї (функцiї належностi) 𝜇𝐴(𝑥), яка кожному елементу 𝑥 ∈ 𝑋
ставить у вiдповiднiсть деяке дiйсне число з iнтервалу [0, 1]. Позначають
𝐴 = {(𝑥, 𝜇𝐴(𝑥)) | 𝑥 ∈ 𝑋}. При цьому значення 𝜇𝐴(𝑥) в точцi 𝑥 ∈ 𝑋
показує ступiнь належностi елемента 𝑥 нечiткiй множинi 𝐴.

Слiд заначити, що чiткi (звичайнi) множини є частковим випадком
нечiтких множин. Це є множини з функцiєю належностi

𝜒𝐴(𝑥) =

{︃
1, 𝑥 ∈ 𝐴;

0, 𝑥 ̸∈ 𝐴.

Носiєм нечiткої множини 𝐴 називається (чiтка) множина

𝑆(𝐴) = {𝑥 ∈ 𝑋 | 𝜇𝐴(𝑥) > 0}.

Позначають також supp(𝐴).
Ядром нечiткої множини 𝐴 називається (чiтка) множина

𝐶(𝐴) = {𝑥 ∈ 𝑋 | 𝜇𝐴(𝑥) = 1}.

Використовують також позначення core(𝐴).
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Нечiтка множина 𝐴 називається унiмодальною, якщо її ядро скла-
дається тiльки з одного елемента, тобто |𝐶(𝐴)| = 1.

Висотою нечiткої множини 𝐴 називається число sup
𝑥∈𝑋

(𝜇𝐴(𝑥)).

Нечiтка множина 𝐴 називається нормальною, якщо її висота рiвна
1 i субнормальною у протилежному випадку. Довiльну субнормаль-
ну нечiтку множину 𝐴 можна привести до нормального вигляду 𝐴𝑛𝑜𝑟𝑚

шляхом нормування її функцiї належностi:

𝜇𝐴𝑛𝑜𝑟𝑚
=

𝜇𝐴

sup𝑥∈𝑋(𝜇𝐴(𝑥))
.

Приклад 1. Нехай 𝑋 = R. Можемо задати множину 𝐴 чисел, зна-
чно бiльших за один, зокрема, такою функцiєю належностi: 𝜇𝐴(0) = 0,
𝜇1(0) = 0, 𝜇𝐴(5) = 0, 01, 𝜇𝐴(100) = 0, 95, 𝜇𝐴(500) = 1.

Приклад 2. Розглянемо наступний приклад [13]. Нехай 𝑋 = R+ – мно-
жина додатних цiлих чисел. Вважатимемо, що цi числа означають вiк
людини. Тодi нечiтка множина 𝐴 “молодих” людей матиме вигляд:

𝜇𝐴(𝑥) =

⎧⎪⎨⎪⎩
1, 𝑥 < 25;
40−𝑥
15

, 25 ≤ 𝑥 < 40;

0, 40 ≤ 𝑥.

.

Графiк даної функцiї матиме вигляд:

Рис. 1.1: Функцiя належностi молодих людей.

Носiєм даної нечiткої множини буде iнтервал (0, 40), ядром – iн-
тервал (0, 25). Висота даної нечiткої множини рiвна 1.

𝛼-перерiзом нечiткої множини 𝐴 називається (чiтка) множина еле-
ментiв, ступiнь належностi яких не менший 𝛼:

𝐴𝛼 = {𝑥 ∈ 𝑋 | 𝜇𝐴(𝑥) ≥ 𝛼}.
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Множина 𝐴
′
𝛼 = {𝑥 ∈ 𝑋 | 𝜇𝐴(𝑥) > 𝛼} називається сильним 𝛼-перерiзом.

Приклад 3. Розглянемо приклад [17].
Рiєлтор хоче оцiнити будинок, який вiн пропонує своїм клiєнтам.

Один iз показникiв комфорту будинку є кiлькiсть спальних кiмнат.
Нехай 𝑋 = {1, 2, . . . , 10} є унiверсальною множиною, значення з якої
вказують на кiлькiсть спальних кiмнат у будинку. Тодi нечiтка мно-
жина “будинок, комфортний для проживання сiм’ї з чотирьох чоловiк”,
може бути описана наступним чином:

𝐴 = {(1; 0, 2), (2; 0, 5), (3; 0, 8), (4; 1), (5; 0, 7), (6; 0, 3)}.

Носiєм даної нечiткої множини є 𝑆(𝐴) = {1, 2, . . . , 6}. Можливi такi
𝛼-перерiзи:

𝐴0,2 = {1, 2, 3, 4, 5, 6};
𝐴0,5 = {2, 3, 4, 5};
𝐴0,8 = {3, 4};
𝐴1 = {4}.

Нечiтка множина 𝐴 називається опуклою, якщо

𝜇𝐴(𝜆𝑥1 + (1− 𝜆)𝑥2) ≥ min{𝜇𝐴(𝑥1), 𝜇𝐴(𝑥2)},∀𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝑋,𝜆 ∈ [0, 1].

1.2 Основнi операцiї над нечiткими множинами

Введемо деякi означення та операцiї для нечiтких множин, що є приро-
днiм розширенням вiдповiдних понять для звичайних (ччiтких) множин.

Нечiтка множина 𝐴 є порожньою, тодi i тiльки тодi, коли 𝜇𝐴(𝑥) = 0,
∀𝑥 ∈ 𝑋.

Нечiткi множини 𝐴 та 𝐵̃ є рiвними, тодi i тiльки тодi, коли 𝜇𝐴(𝑥) =
𝜇𝐵̃(𝑥), ∀𝑥 ∈ 𝑋.

Для чiтких множин операцiї об’єднання, перетину та доповнення ви-
значаються наступним чином:

𝐴 ∪𝐵 = {𝑥 | 𝑥 ∈ 𝐴∨ ∈ 𝐵};
𝐴 ∩𝐵 = {𝑥 | 𝑥 ∈ 𝐴∧ ∈ 𝐵};
𝐴 ∖𝐵 = {𝑥 | 𝑥 ∈ 𝐴 ∧ 𝑥 ̸∈ 𝐵};

𝐴 = {𝑥 ∈ 𝑈 | 𝑥 ̸∈ 𝐴}.
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Записавши данi рiвностi мовою характеристичних функцiй, отрима-
ємо:

𝜒𝐴∪𝐵(𝑥) = max{𝜒𝐴(𝑥), 𝜒𝐵(𝑥), } = 𝜒𝐴(𝑥) ∨ 𝜒𝐵(𝑥)};
𝜒𝐴∩𝐵 = min{𝜒𝐴(𝑥), 𝜒𝐵(𝑥), } = 𝜒𝐴(𝑥) ∧ 𝜒𝐵(𝑥)};
𝜒𝐴∖𝐵 = min{𝜒𝐴(𝑥), 1− 𝜒𝐵(𝑥), } = 𝜒𝐴(𝑥) ∧ 𝜒𝐵(𝑥)};
𝜒𝐴 = 1− 𝜒𝐴.

Отже, ми можемо записати вiдповiднi операцiї над нечiткими множи-
нами:

𝜇𝐴∪𝐵̃(𝑥) = max{𝜇𝐴(𝑥), 𝜇𝐵̃(𝑥), } = 𝜇𝐴(𝑥) ∨ 𝜇𝐵̃(𝑥)};
𝜇𝐴∩𝐵̃ = min{𝜇𝐴(𝑥), 𝜇𝐵̃(𝑥), } = 𝜇𝐴(𝑥) ∧ 𝜇𝐵̃(𝑥)};
𝜇𝐴∖𝐵̃ = min{𝜇𝐴(𝑥), 1− 𝜇𝐵̃(𝑥), } = 𝜇𝐴(𝑥) ∧ 𝜇

𝐵̃
(𝑥)};

𝜇
𝐴
= 1− 𝜇𝐴.

Приклад 4. На унiверсальнiй множинi 𝑈 = {1, 2, 3, 4, 5} задано нечiткi
множини 𝐴 та 𝐵̃. Знайти 𝐴 ∪ 𝐵̃, 𝐴 ∩ 𝐵̃, 𝐵̃, 𝐴 ∖ 𝐵̃, якщо

𝐴 = {(1; 0), (2; 0, 2), (3; 0, 8), (4; 1), (5; 0, 6)},
𝐵̃ = {(1; 0, 3), (2; 0), (3; 1), (4; 0, 9), (5; 0, 3)}.

Маємо:

𝐴 ∪ 𝐵̃ = {(1; 0, 3), (2; 0, 2), (3; 1), (4; 1), (5; 0, 6)};
𝐴 ∩ 𝐵̃ = {(1; 0), (2; 0), (3; 0, 8), (4; 0, 9), (5; 0, 3)};

𝐵̃ = {(1; 0, 7), (2; 1), (3; 0), (4; 0, 1), (5; 0, 7)};
𝐴 ∖ 𝐵̃ = {(1; 0), (2; 0, 2), (3; 0), (4; 0, 1), (5; 0, 3)}.

Для неперервних функцiй належностi графiки вiдповiдних операцiй
забражено на рис. ??.

1.3 Нечiткi бiнарнi вiдношення

Розглянемо спершу чiткi бiнарнi вiдношення.
Вiдношенням 𝑅, заданим на множинах 𝐴 та 𝐵 називається пiдмно-

жина 𝑅 ⊆ 𝐴×𝐵 декартового добутку цих множин.
Оскiльки 𝑅 зв’язує пари елементiв з 𝐴, то таке вiдношення називає-

ться бiнарним. Якщо 𝑅 ⊆ 𝐴1 × · · ·𝐴𝑛, то таке вiдношення називається
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Рис. 1.2: Операцiї над нечiткими множинами.

𝑛-арним. Якщо при цьому 𝐴1 = · · · = 𝐴𝑛 = 𝐴, то таке вiдношення нази-
вається 𝑛-арним в 𝐴.

Те, що елементи 𝑥 ∈ 𝐴 та 𝑦 ∈ 𝐵 зв’язанi бiнарним вiдношенням
𝑅 позначають через 𝑥𝑅𝑦 ((𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅). У протилежному випадку, коли
(𝑥, 𝑦) ̸∈ 𝑅, записують 𝑥𝑅𝑦 (тобто 𝑥 не знаходиться з 𝑦 у вiдношеннi 𝑅).
Бiнарне вiдношення 𝑅 можна задати такою характеристичною функцi-
єю:

𝜒𝑅(𝑥, 𝑦) =

{︃
1, (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅;

0, (𝑥, 𝑦) ̸∈ 𝑅.

Для бiнарних вiдношень так само визначаються звичайнi теоретико-
множиннi операцiї, такi як об’єднання, перетин тощо.

Нехай 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐴. Вiдношення 𝑅 ∈ 𝐴× 𝐴 називається
1. рефлексивним, якщо ∀𝑥 ∈ 𝐴: 𝑥𝑅𝑥.
2. антирефлексивним, якщо ∀𝑥 ∈ 𝐴: 𝑥𝑅𝑥.
3. симетричним, якщо ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴 з того, що 𝑥𝑅𝑦, випливає, що 𝑦𝑅𝑥.
4. асиметричним, якщо ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴 з того, що 𝑥𝑅𝑦, випливає, що 𝑦𝑅𝑥.
5. антисиметричним, якщо ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴 з того, що 𝑥𝑅𝑦 i 𝑦𝑅𝑥, випливає,

що 𝑥 = 𝑦.
6. транзитивним, якщо ∀𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐴 з того, що 𝑥𝑅𝑦 i 𝑦𝑅𝑧, випливає,
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що 𝑥𝑅𝑧.
Вiдношення 𝑅 називається вiдношенням еквiвалентностi, якщо

воно є рефлексивним, симетричним та транзитивним.
Вiдношення 𝑅 називається вiдношенням часткого порядку, якщо

воно є рефлексивним, антисиметричним та транзитивним.
Вiдношення 𝑅 називається вiдношенням повного порядку, якщо

воно є вiдношенням часткового порядку, i для ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴 має мiсце або
𝑥𝑅𝑦, або 𝑦𝑅𝑥.

Нехай 𝐴 i 𝐵 – деякi непорожнi чiткi множини. Нечiтке вiдношення
𝑅 є нечiткою пiдмножиною декартового добутку 𝐴×𝐵. Якщо при цьому
𝐴 = 𝐵, то таке вiдношення називається бiнарним.

Приклад 5. Розглянемо приклад [8].
Нехай 𝑋 = {1, 2, 3}. Задамо вiдношення 𝑅 як “приблизно дорiвнює”:

𝜇𝑅(1, 1) = 𝜇𝑅(2, 2) = 𝜇𝑅(3, 3) = 1;

𝜇𝑅(1, 2) = 𝜇𝑅(2, 1) = 𝜇𝑅(2, 3) = 𝜇𝑅(3, 2) = 0, 8;

𝜇𝑅(1, 3) = 𝜇𝑅(3, 1) = 0, 3.

У виглядi матрицi це бiнарне вiдношення можна записати таким чи-
ном:

𝑅 =

⎛⎝ 1 0, 8 0, 3
0, 8 1 0, 8
0, 3 0, 8 1

⎞⎠
Як ми вже зазначали, над нечiткими вiдношеннями можливi звичайнi

теоретико-множиннi операцiї. Розглянемо приклад.

Приклад 6. Розглянемо два бiнарнi вiдношення: 𝑅 = “𝑥 значно менше,
нiж 𝑦” та 𝐺 = “𝑥 дуже близький до 𝑦”. В даному прикладi ми опу-
стимо визначення унiверсальної множини. Матрично данi вiдношення
задаються так:

𝑅 =

⎛⎜⎜⎝
𝑦1 𝑦2 𝑦3 𝑦4

𝑥1 0, 5 0, 1 0, 1 0, 7
𝑥2 0 0, 8 0 0
𝑥3 0, 9 1 0, 8 0, 8

⎞⎟⎟⎠ ; 𝐺 =

⎛⎜⎜⎝
𝑦1 𝑦2 𝑦3 𝑦4

𝑥1 0, 4 0 0, 9 0, 6
𝑥2 0, 9 0, 4 0, 5 0, 7
𝑥3 0, 3 0 0, 8 0, 5

⎞⎟⎟⎠ .

Перетин 𝑅 та 𝐺 означає, що “𝑥 є значно меншим 𝑦” i “𝑥 є дуже близь-
ким до 𝑦”.

𝑅 ∩𝐺 =

⎛⎜⎜⎝
𝑦1 𝑦2 𝑦3 𝑦4

𝑥1 0, 4 0 0, 1 0, 6
𝑥2 0 0, 4 0 0
𝑥3 0, 3 0 0, 7 0, 5

⎞⎟⎟⎠ .
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Об’єднанням 𝑅 та 𝐺 є множина “𝑥 є значно меншим 𝑦” або “𝑥 є дуже
близьким до 𝑦”.

𝑅 ∪𝐺 =

⎛⎜⎜⎝
𝑦1 𝑦2 𝑦3 𝑦4

𝑥1 0, 5 0, 1 0, 9 0, 7
𝑥2 0, 9 0, 8 0, 5 0, 7
𝑥3 0, 9 1 0, 8 0, 8

⎞⎟⎟⎠ .
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Лабораторна робота №1
Задано унiверсальну множину 𝑋 = {𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛} i двi нечiткi пiдмно-
жини: 𝐴 = {𝑥, 𝜇𝐴(𝑥)}, 𝐵̃ = {𝑥, 𝜇𝐵̃(𝑥)}, 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋.

Виконайте наступнi завдання:
1. Зобразiть 𝐴, 𝐵̃ графiчно.
2. Знайдiть ядра та носiї даних нечiтких чисел, а також 𝛼-перерiзи

для 𝛼 = 0.3, 𝛼 = 0, 5, 𝛼 = 0, 8.
3. Знайдiть та зобразити графiчно множини 𝐴, 𝐵̃, , 𝐴∪𝐵̃, 𝐴∩𝐵̃, 𝐴∖𝐵̃,

𝐵̃ ∖ 𝐴.

Варiанти завдань

Варiант 1.

𝑎1 𝑎2 𝑎3 𝑎4 𝑎5 𝑎6 𝑎7 𝑎8
𝜇𝐴(𝑥) 1 0.6 0.3 0 0 0.5 0.5 0.9
𝜇𝐵̃(𝑥) 0.7 0.4 0 0.5 0.8 1 1 0.6

Варiант 2.

𝑎1 𝑎2 𝑎3 𝑎4 𝑎5 𝑎6 𝑎7 𝑎8
𝜇𝐴(𝑥) 0.2 0.8 0.5 1 0 0.9 0.3 0.4
𝜇𝐵̃(𝑥) 0.7 0 0 0.6 0.4 1 0 0.4

Варiант 3.

𝑎1 𝑎2 𝑎3 𝑎4 𝑎5 𝑎6 𝑎7 𝑎8
𝜇𝐴(𝑥) 0.5 0.3 0 1 0.9 0.3 0.4 0.2
𝜇𝐵̃(𝑥) 0.5 1 1 0.8 0.7 0.2 0 0.1

Варiант 4.

𝑎1 𝑎2 𝑎3 𝑎4 𝑎5 𝑎6 𝑎7 𝑎8
𝜇𝐴(𝑥) 1 1 0.5 0.8 0.1 0.8 0.4 0.2
𝜇𝐵̃(𝑥) 0.5 0.6 0.6 0.8 0.5 1 0.6 0.1
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Варiант 5.

𝑎1 𝑎2 𝑎3 𝑎4 𝑎5 𝑎6 𝑎7 𝑎8
𝜇𝐴(𝑥) 0.4 0.1 0 1 1 0.3 0.7 0.2
𝜇𝐵̃(𝑥) 0.5 0.7 0.5 0 1 0.8 0 0.1

Варiант 6.

𝑎1 𝑎2 𝑎3 𝑎4 𝑎5 𝑎6 𝑎7 𝑎8
𝜇𝐴(𝑥) 1 0.3 0.7 0.8 0.9 0.4 0.7 0.2
𝜇𝐵̃(𝑥) 0.5 0.7 0.3 0.5 0.9 1 0 0.1

Варiант 7.

𝑎1 𝑎2 𝑎3 𝑎4 𝑎5 𝑎6 𝑎7 𝑎8
𝜇𝐴(𝑥) 0.6 1 0.7 0.8 0 0.4 0.7 0.2
𝜇𝐵̃(𝑥) 0.6 0.7 1 0.5 0.9 0 0 0.1

Варiант 8.

𝑎1 𝑎2 𝑎3 𝑎4 𝑎5 𝑎6 𝑎7 𝑎8
𝜇𝐴(𝑥) 0.1 0.3 0.4 0.5 1 0.4 0.7 0.2
𝜇𝐵̃(𝑥) 0.5 0.8 0.3 0.4 0.9 0 0 1

Варiант 9.

𝑎1 𝑎2 𝑎3 𝑎4 𝑎5 𝑎6 𝑎7 𝑎8
𝜇𝐴(𝑥) 0.1 0.3 1 1 0.6 0.4 0.7 0.2
𝜇𝐵̃(𝑥) 0 0.7 0.4 0.7 0.8 1 0 0.1

Варiант 10.

𝑎1 𝑎2 𝑎3 𝑎4 𝑎5 𝑎6 𝑎7 𝑎8
𝜇𝐴(𝑥) 0.9 0.3 0.7 1 1 0.2 0.4 0.2
𝜇𝐵̃(𝑥) 1 0 0.3 0.6 0.9 0 0.6 0.1
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2 Нечiтка арифметика

2.1 Принцип узагальнення

Нехай 𝐴1, . . . , 𝐴𝑛 є нечiткими пiдмножинами унiверсальних множин 𝑋1,
. . ., 𝑋𝑛. Декартовим добутком нечiтких множин 𝐴1, . . . , 𝐴𝑛 є нечiтка
пiдмножина 𝑋1 × · · ·𝑋𝑛 з функцiєю належностi

𝜇(𝐴1×···×𝐴𝑛)(𝑥) = min
𝑖
{𝜇𝐴𝑖

(𝑥𝑖) | 𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), 𝑥𝑖 ∈ 𝑋𝑖}.

Нехай 𝑋 = 𝑋1×· · ·×𝑋𝑛 i 𝐴1, . . . 𝐴𝑛 є нечiткими пiдмножинами 𝑋1,. . .,
𝑋𝑛 вiдповiдно; на 𝑋 задано функцiю 𝑓 : 𝑋 ↦→ 𝑌 , 𝑦 = 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛).
Принип узагальнення, запропонований Л. Заде [16], дозволяє визначити
нечiтку пiдмножину 𝐵̃ в 𝑌 наступним чином:

𝐵̃ = {(𝑦, 𝜇𝐵̃(𝑦) | 𝑦 = 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ 𝑋},

де

𝜇𝐵̃(𝑦) =

⎧⎨⎩ sup
(𝑥1,...,𝑥𝑛)∈𝑓−1(𝑦)

min{𝜇𝐴1
(𝑥1), . . . , 𝜇𝐴𝑛

(𝑥𝑛)}, 𝑓−1(𝑦) ̸= ∅;

0, 𝑓−1(𝑦) = ∅.

Тут 𝑓−1 позначає обернену функцiю до 𝑓 .
Для 𝑛 = 1 принцип узагальнення зводиться до

𝐵̃ = 𝑓(𝐴) = {(𝑦, 𝜇𝐵̃(𝑦) | 𝑦 = 𝑓(𝑥), 𝑥 ∈ 𝑋},

де

𝜇𝐵̃(𝑦) =

⎧⎨⎩ sup
𝑥∈𝑓−1(𝑦)

𝜇𝐴(𝑥), 𝑓−1(𝑦) ̸= ∅;

0, 𝑓−1(𝑦) = ∅.

Приклад 7. Нехай 𝐴 = {(−1; 0, 5), (0; 0, 8), (1; 1), (2; 0, 4)}, 𝑓(𝑥) = 𝑥2. За
допомогою принципу узагальнення, отримуємо:

𝐵̃ = 𝑓(𝐴) = {(0; 0, 8), (1; 1), (4; 0, 4)}.

2.2 Поняття нечiткого числа

Нечiтка пiдмножина 𝑃 множини дiйсних чисел R називається нечiтким
числом 𝑝, якщо вона задовольняє наступним умовам [9]:

1. 𝑃 є нормальною (тобто висота 𝑃 рiвна 1);
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2. 𝑃 є опуклою;
3. Iснує єдине 𝑥 ∈ R таке, що 𝜇𝑃 = 1 (тобто core𝑃 = 𝑥);
4. Функцiя належностi 𝜇𝑃 , 𝑥 ∈ R є хоча б кусково-неперервною (або

неперервною).
Якщо хоч одна iз цих умов порушується, то дана нечiтка множина не

може називатися нечiтким числом. Втiм, якщо виконуються усi умови,
крiм четвертої (тобто core(𝑃 )) = [𝑎, 𝑏], 𝑎, 𝑏 ∈ R, 𝑎 < 𝑏) то така нечiтка
множина називається нечiтким iнтервалом.

Значення 𝑥 = core(𝑝), на якому досягається найбiльший сутпiнь нале-
жностi, називається модальним значенням нечiткого числа 𝑝. Серед
альтернативних назв можна зустрiти “пiкове значення”, “центральне зна-
чення” або “середнє значення”, причому останнi два термiни застосову-
ються переважно до симетричних нечiтких чисел. Саме ж нечiтке число
можна iнтерпретувати як лiнгвiстичний терм “приблизно 𝑥”.

Множину усiх можливих нечiтких чисел 𝑝 позначатимемо P̃
′
(R).

Нечiтке число 𝑝 ∈ P̃
′
(R) називається симетричним, якщо його фун-

кцiя належностi задовольняє умовi:

𝜇𝑝(𝑥+ 𝑥) = 𝜇𝑝(𝑥− 𝑥), ∀𝑥 ∈ R.

Нечiтке число 𝑝 ∈ P̃
′
(R) називається (строго) додатним, що по-

значається як 𝑝 > 0 або sign(𝑝) = +1, якщо supp(𝑝) ⊆ (0;+∞).
Нечiтке число 𝑝 ∈ P̃

′
(R) називається (строго) вiд’ємним, що по-

значається як 𝑝 < 0 або sign(𝑝) = −1, якщо supp(𝑝) ⊆ (−∞; 0).
Нечiтке число 𝑝 ∈ P̃

′
(R) називається нечiтким нулем, що познача-

ється sign(𝑝) = 0, якщо 0 ∈ supp(𝑝).
Розглянемо деякi особливi види нечiтких чисел.
Трикутним нечiтким числом називається нечiтке число 𝑝 ∈ P̃

′
(R)

з функцiєю належностi

𝜇𝑝 =

⎧⎪⎨⎪⎩
1 + 𝑥−𝑥

𝛼𝑙
, 𝑥− 𝛼1 < 𝑥 < 𝑥;

1− 𝑥−𝑥
𝛼𝑟

, 𝑥 < 𝑥 < 𝑥+ 𝛼𝑟;

0, в iншому випадку.

Параметр 𝑥 позначає модальне значення нечiткого числа, 𝛼𝑙 та 𝛼𝑟, вiд-
повiдно, – лiве та праве вiдхилення. Iнтервал

𝑊 = [𝑤𝑙, 𝑤𝑟] = [𝑥− 𝛼𝑙;𝑥+ 𝛼𝑟] = supp 𝑝 ∪ {𝑥− 𝛼𝑙;𝑥+ 𝛼𝑟}

називається iнтервалом нечiткостi. Для простоти нечiткi числа три-
кутного вигляду записують у виглядi трiйки 𝑝 = tfn(𝑥;𝛼𝑙;𝛼𝑟). Називати-
мемо такий спосiб запису нечiтких чисел трикутного вигляду записом
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через вiдхилення. Альтернативним способом запису є запис через
крайнi точки, тобто шляхом задання трiйки (𝑥 − 𝛼𝑙;𝑥;𝑥 + 𝛼𝑟). Оби-
двi форми запису нечiтких чисел трикутного вигляду доволi поширенi у
лiтературi.

Рис. 2.3: Нечiтке число трикутного вигляду.

Ще одним важливим типом нечiтких чисел є Гаусiвськi нечiткi чи-
сла, функцiя належностi яких характеризується нормальною та, у за-
гальному випадку, асиметрично параметризованою Гаусiвською функцi-
єю. Позначатимемо 𝑝 = gfn(𝑥, 𝜎𝑙, 𝑠𝑖𝑔𝑚𝑎𝑟). Функцiя належностi у цьому
випадку матиме наступний вигляд:

𝜇𝑝 =

⎧⎨⎩𝑒
− (𝑥−𝑥)2

2𝜎2
𝑙 , 𝑥 < 𝑥;

𝑒
− (𝑥−𝑥)2

2𝜎2
𝑟 , 𝑥 ≥ 𝑥.

Модальне значення даного нечiткого числа рiвне 𝑥, а 𝜎1 та 𝜎2 познача-
ють лiве та праве вiдхилення, що вiдповiдають стандартним вiдхиленням
Гаусiвського розподiлу (див. рис. ??).
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Рис. 2.4: Гаусiвське нечiтке число.

Визначають також квазi-Гаусiвськi нечiткi числа, якi є Гаусiв-
ськими нечiткими числами, обрiзаними для 𝑥 < 𝑥 − 3𝜎𝑙 та 𝑥 > 𝑥 + 3𝜎𝑟.
Тобто степенi належностi 𝜇𝑝(𝑥) нечiткого числа 𝑝 для усiх 𝑥, для яких
|𝑥 − 𝑥| є бiльшими за, вiдповiдно, 3𝜎𝑙 та 3𝜎𝑟 є рiвними нулю. Введен-
ня таких обмежень вмотивоване тим, що для таких значень 𝑥 степiнь
належностi не перевищує 0, 01. Введемо позначення: 𝑝 = gfn*(𝑥, 𝜎𝑙, 𝜎𝑟).
Функцiя належностi у цьому випадку визначається виразом:

𝜇𝑝 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0, 𝑥 ≤ 𝑥− 3𝜎𝑙;

𝑒
− (𝑥−𝑥)2

2𝜎2
𝑙 , 𝑥− 3𝜎𝑙 < 𝑥 < 𝑥;

𝑒
− (𝑥−𝑥)2

2𝜎2
𝑟 , 𝑥 ≤ 𝑥 < 𝑥+ 3𝜎𝑟;

0, 𝑥 ≥ 𝑥+ 3𝜎𝑟.

Iнтервалом нечiткостi даного нечiткого числа є

𝑊 = [𝑤𝑙, 𝑤𝑟] = [𝑥− 3𝜎𝑙;𝑥+ 3𝜎𝑟] = supp(𝑝) ∪ {𝑥− 3𝜎𝑙;𝑥+ 3𝜎𝑟}.

Розглядають також квадратичнi нечiткi числа, якi позначають
𝑝 = qfn(𝑥, 𝛽𝑙, 𝛽𝑟). Функцiя належностi квадратичного нечiткого числа
має вигляд:

𝜇𝑝 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
0, 𝑥 ≤ 𝑥− 𝛽𝑙;

1− (𝑥−𝑥)2

𝛽2
𝑙

, 𝑥− 𝛽𝑙 < 𝑥 < 𝑥;

1− (𝑥−𝑥)2

𝛽2
𝑟

, 𝑥 ≤ 𝑥 < 𝑥+ 𝛽𝑟;

0, 𝑥 ≥ 𝑥+ 3𝜎𝑟.
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Iнтервал нечiткостi визначається наступним чином:

𝑊 = [𝑤𝑙, 𝑤𝑟] = [𝑥− 𝛽𝑙, 𝑥+ 𝛽𝑟] = supp(𝑝) ∪ {𝑥− 𝛽𝑙, 𝑥+ 𝛽𝑟}.

Рис. 2.5: Квадратичне нечiтке число.

Експоненцiйне нечiтке число, 𝑝 = efn(𝑥, 𝜏𝑙, 𝜏𝑟) визначається фун-
кцiєю належностi

𝜇𝑝 =

⎧⎨⎩𝑒
− (𝑥−𝑥)

𝜏𝑙 , 𝑥 < 𝑥;

𝑒
− (𝑥−𝑥)

𝜏2𝑟 , 𝑥 ≥ 𝑥.

Рис. 2.6: Експоненцiйне нечiтке число.
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Аналогiчно до випадку квазi-Гаусiвських чисел, є змiст визначити
квазi-експоненцiйнi нечiткi числа. У цьому випадку функцiя нале-
жностi квадратичного нечiткого числа прирiвнюється до нуля для усiх
𝑥 ∈ R, таких, що 𝑥 < 𝑥 − 4, 5𝜏𝑙 або 𝑥 > 𝑥 + 4, 5𝜏𝑟. Можемо позначити
𝑝 = efn*(𝑥, 𝜏𝑙, 𝜏𝑟). При цьому

𝜇𝑝 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
0, 𝑥 ≤ 𝑥− 4, 5𝜎𝑙;

𝑒
− (𝑥−𝑥)

𝜏𝑙 , 𝑥− 4, 5𝜎𝑙 < 𝑥 < 𝑥;

𝑒−
(𝑥−𝑥)

𝜏𝑟 , 𝑥 ≤ 𝑥 < 𝑥+ 4, 5𝜎𝑟;

0, 𝑥 ≥ 𝑥+ 4, 5𝜎𝑟.

Iнтервалом нечiткостi буде

𝑊 = [𝑤𝑙, 𝑤𝑟] = [𝑥− 4, 5𝜏𝑙, 𝑥+ 4, 5𝜏𝑟] = supp(𝑝) ∪ {𝑥− 4, 5𝜏𝑙, 𝑥+ 4, 5𝜏𝑟}.

Слiд вiдмiтити, що, як i у випадку iз нечiткими множинами, нечiткi
числа є узагальненням поняття “чiткого” числа. Функцiя належностi у
цьому випадку матиме вигляд

𝜇𝑝(𝑥) =

⎧⎪⎨⎪⎩
0, 𝑥 < 𝑥;

1, 𝑥 = 𝑥;

0, 𝑥 > 𝑥.

2.3 Арифметичнi операцiї над нечiткими числами

Так само, як i для нечiтких множин є визначеними узагальненi теоретико-
множиннi операцiї, для нечiтких чисел також iснують узагальненi ари-
фметичнi операцiї: додавання, вiднiмання, множення та дiлення. Фо-
мальним пiдходом для означення цих операцiй є застосування принципу
узагальнення Заде (див. роздiл 2.1). Нехай ∘ позначає одну iз чотирьох
стандартних арифметичних дiй. Тодi функцiя належностi нечiткого чи-
сла 𝑞 = 𝑝1 ∘ 𝑝2 визначається наступниим спiввiдношенням:

𝜇𝑞 = sup
𝑧=𝑥1∘𝑥2

min{𝜇𝑝1(𝑥1), 𝜇𝑝2(𝑥2)}, ∀𝑥1, 𝑥2 ∈ R.

Втiм, оскiльки для визначення результуючої функцiї налжностi нам по-
трiбно шукати 𝑧 = 𝑥1 ∘ 𝑥2 для всеможливих 𝑥1, 𝑥2, на практицi ця фор-
мула є досить важкою для застосування. Бiльш придатним для проблем
практики є пiдхiд, що базується на iнтервальнiй арифметицi, запропо-
нованiй Рамоном Муром [12]. Вiдносно нечiтких чисел даний пiдхiд був
розвинутий А. Кауфманом та М. Гуптою [10].
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Зазначимо, що будь-яку нечiтку множину 𝐴 можна представити у
виглядi композицiї її 𝛼-перерiзiв:

𝜇𝐴(𝑥) = sup
𝛼∈[0,1]

𝛼𝜇𝑐𝑢𝑡𝛼(𝐴)(𝑥),

де 𝜇𝑐𝑢𝑡𝛼(𝐴
є характеристичною функцiєю звичайної множини 𝑐𝑢𝑡𝛼(𝐴).

Для знаходження 𝛼-перерiзу, який представляє задане нечiтке число
𝑝 з функцiєю належностi 𝜇𝑝(𝑥), iнтервалом нечiткостi 𝑊 = [𝑤𝑙, 𝑤𝑟] та
модальним значенням 𝑥, слiд виконати наступнi дiї:

1. Лiву частину 𝛼-перерiзу знаходимо виразивши 𝑥 з рiвняння 𝜇𝑝(𝑥) =
𝛼, 𝑤𝑙 ≤ 𝑥 ≤ 𝑥;

2. Праву частину 𝛼-перерiзу знаходимо виразивши 𝑥 з рiвняння 𝜇𝑝(𝑥) =
𝛼, 𝑥 ≤ 𝑥 ≤ 𝑤𝑟.

Для знаходження нечiткого числа по заданому 𝛼 перерiзу слiд вико-
нати зворотнi дiї. Розглянемо приклад.

Приклад 8. Нехай задано нечiтке число трикутного вигляду 𝑝 = (4; 3; 2).
Функцiя належностi даного нечiткого числа має вигляд:

𝜇𝑝(𝑥) =

⎧⎪⎨⎪⎩
1 + 𝑥−4

3
, 1 < 𝑥 < 4;

1− 𝑥−4
2
, 4 < 𝑥 < 6;

0, в iншому випадку.

Знайдемо лiвий кiнець iнтервала:

1 +
𝑥− 4

3
= 𝛼,

3 + 𝑥− 4 = 3𝛼,

𝑥 = 1 + 3𝛼.

Аналогiчно знаходимо правий кiнець iнтервалу:

1− 𝑥− 4

2
= 𝛼,

2− 𝑥+ 4 = 2𝛼,

𝑥 = 6− 2𝛼.

Отже, 𝑝 = [1 + 3𝛼; 6 − 2𝛼]. Вiдмiтимо, що при 𝛼 = 0 ми отримуємо
iнтервал [1, 6] = 𝑊𝑝, а при 𝛼 = 1 отримуємо точку 4 = 𝑥.

З iншого боку, виразивши 𝛼 з рiвностей 𝑥 = 1 + 3𝛼 та 𝑥 = 6 − 2𝛼,
знаходимо функцiю 𝜇𝑝(𝑥).
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В загальному випадку для нечiткого числа трикутного вигляду 𝑝 =
(𝑥;𝛼𝑙;𝛼𝑟) 𝛼-перерiз визначається як [𝑥− 𝛼𝑙 + 𝛼𝑙𝛼;𝑥+ 𝛼𝑟 − 𝛼𝑟𝛼].

Нехай задано два нечiткi числа 𝑝 та 𝑞 з 𝛼-перерiзами [𝑝𝑙(𝛼); 𝑝𝑟(𝛼)] та
[𝑞𝑙(𝛼); 𝑞𝑟(𝛼)] вiдновiдно. Тодi арифметичнi операцiї над даними нечiтки-
ми числами визначаються наступним чином:

• Додавання:

[𝑝𝑙(𝛼); 𝑝𝑟(𝛼)]⊕ [𝑞𝑙(𝛼); 𝑞𝑟(𝛼)] = [𝑝𝑙(𝛼) + 𝑞𝑙(𝛼); 𝑝𝑟(𝛼) + 𝑞𝑟(𝛼)];

• Вiднiмання:

[𝑝𝑙(𝛼); 𝑝𝑟(𝛼)]⊖ [𝑞𝑙(𝛼); 𝑞𝑟(𝛼)] = [𝑝𝑙(𝛼)− 𝑞𝑟(𝛼); 𝑝𝑟(𝛼)− 𝑞𝑙(𝛼)];

• Множення:

[𝑝𝑙(𝛼); 𝑝𝑟(𝛼)]⊗ [𝑞𝑙(𝛼); 𝑞𝑟(𝛼)] = [min(𝑀𝛼),max(𝑀𝛼)],

𝑀𝛼 = {𝑝𝑙(𝛼)𝑞𝑙(𝛼), 𝑝𝑙(𝛼)𝑞𝑟(𝛼), 𝑝𝑟(𝛼)𝑞𝑙(𝛼), 𝑝𝑟(𝛼)𝑞𝑟(𝛼)};

• Дiлення:

[𝑝𝑙(𝛼); 𝑝𝑟(𝛼)]⊘ [𝑞𝑙(𝛼); 𝑞𝑟(𝛼)] = [min(𝐷𝛼),max(𝐷𝛼)],

𝐷𝛼 = {𝑝𝑙(𝛼)
𝑞𝑙(𝛼)

,
𝑝𝑙(𝛼)

𝑞𝑟(𝛼)
,
𝑝𝑟(𝛼)

𝑞𝑙(𝛼)
,
𝑝𝑟(𝛼)

𝑞𝑟(𝛼)
}.

Приклад 9. Нехай задано два нечiткi числа трикутного вигляду: 𝑝 =
(10; 3; 2), 𝑝 = (5; 1; 3).

𝛼-перерiзи даних чисел будуть рiвними, вiдповiдно, [7 + 3𝛼; 12− 2𝛼],
[4 + 𝛼; 8− 3𝛼].

Знайдемо суму:

[7 + 3𝛼; 12− 2𝛼]⊕ [4 + 𝛼; 8− 3𝛼] = [11 + 4𝛼; 20− 5𝛼].

Лiва частина функцiї належностi:

𝑥 = 11 + 4𝛼;

𝛼 =
𝑥− 11

4
= 1 +

𝑥− 15

4
.

Аналогiчно, для правої частини маємо: 𝛼 = 1− 𝑥−15
5

.
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Отже, результатом додавання буде нечiтке число трикутного ви-
гляду (15; 4; 5) з функцiєю належностi

𝜇⊕(𝑥) =

⎧⎪⎨⎪⎩
1 + 𝑥−15

4
, 11 ≤ 𝑥 ≤ 15;

1− 𝑥−15
5

, 15 < 𝑥 ≤ 20;

0, в iншому випадку.

Для рiзницi маємо:

[7 + 3𝛼; 12− 2𝛼]⊖ [4 + 𝛼; 8− 3𝛼] = [−1 + 6𝛼; 8− 3𝛼].

Результатом буде нечiтке число трикутного вигляду (5; 6; 3) з функцi-
єю належностi

𝜇⊖(𝑥) =

⎧⎪⎨⎪⎩
1 + 𝑥−5

6
, −1 ≤ 𝑥 ≤ 5;

1− 𝑥−5
3
, 5 < 𝑥 ≤ 8;

0, в iншому випадку.

Випадок множення та дiлення є важчим, оскiльки в результатi ми
не отримаємо нечiткi числа трикутного вигляду. Так, для множення
𝛼-перерiз матиме вигляд:

[7 + 3𝛼; 12− 2𝛼]⊗ [4 + 𝛼; 8− 3𝛼] =

= [(7 + 3𝛼)(4 + 𝛼); (12− 2𝛼)(8− 3𝛼)]

= [3𝛼2 + 19𝛼 + 28; 6𝛼2 − 52𝛼 + 96].

Знайдемо лiву частину функцiї належностi (𝑥 ∈ [28; 50]).

3𝛼2 + 19𝛼 + 28− 𝑥 = 0;

𝐷 = 192 − 4 · 3 · (28− 𝑥) = 25 + 12𝑥.

Отримаємо два коренi:

𝛼1 =
−19 +

√
25 + 12𝑥

6
; 𝛼2 =

−19−
√
25 + 12𝑥

6
;

У випадку 𝛼2 функцiя належностi буде вiд’ємною для всiх 𝑥 ∈ [28; 50],
тож це стороннiй корiнь.

Для правої частини маємо рiвняння (𝑥 ∈ [50; 96]):

6𝛼2 − 52𝛼 + 96− 𝑥 = 0;

𝐷 = (−52)2 − 4 · 6 · (96− 𝑥) = 400 + 24𝑥.
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Коренями рiвняння будуть

𝛼1 =
52 +

√
400 + 24𝑥

12
; 𝛼2 =

52−
√
400 + 24𝑥

12
;

У цьому випадку стороннiм коренем буде 𝛼1, так як для довiльного 𝑥 ∈
[50; 96] результат буде бiльшим за 1 (а це є протирiччям, так як 1
є максимально можливим значенням функцiї належностi нечiткого
числа).

Отже, результатом множення буде нечiтке число з функцiєю на-
лежностi

𝜇⊗(𝑥) =

⎧⎪⎨⎪⎩
−19+

√
25+12𝑥
6

, 28 ≤ 𝑥 ≤ 50;
52−

√
400+24𝑥
12

, 50 < 𝑥 ≤ 96;

0, в iншому випадку.

Насамкiнець розглянемо операцiю дiлення. 𝛼-перерiзом буде

[7 + 3𝛼; 12− 2𝛼]⊘ [4 + 𝛼; 8− 3𝛼] =

= [
7 + 3𝛼

8− 3𝛼
;
12− 2𝛼

4 + 𝛼
].

Для лiвої частини маємо рiвняння (𝑥 ∈ [7
8
; 2]):

𝑥 =
7 + 3𝛼

8− 3𝛼
;

8𝑥− 3𝛼𝑥 = 7 + 3𝛼;

𝛼 =
8𝑥− 7

3𝑥+ 3
.

Аналогiчно, для правої частини (𝑥 ∈ [2; 3]), отримуємо:

𝑥 =
12− 2𝛼

4 + 𝛼
;

4𝑥+ 𝛼𝑥 = 12− 2𝛼;

𝛼 =
12− 4𝑥

𝑥+ 2
.

Отже, результатом дiлення буде нечiтке число з функцiєю належно-
стi

𝜇⊗(𝑥) =

⎧⎪⎨⎪⎩
8𝑥−7
3𝑥+3

, 7
8
≤ 𝑥 ≤ 2;

12−4𝑥
𝑥+2

, 2 < 𝑥 ≤ 3;

0, в iншому випадку.

Основними мiнусами нечiткої арифметики є такi:
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1. Вiдсутнiсть протилежного елемента. Тобто якщо за нейтральний
елемент прийняти чiтке число 0, то 𝑝⊖ 𝑝 ̸= 0.

2. Ввiдсутнiсть оберненого елемента при множеннi.
3. Залежнiсть результату вiд порядку виконання операцiй.

Для iлюстрацiї останнього пункту розглянемо три вирази [9]

𝑓1(𝑝) = 𝑝3 − 2𝑝2 − 21𝑝− 18;

𝑓2(𝑝) =
[︁
(𝑝− 2)𝑝− 21

]︁
𝑝− 18;

𝑓3(𝑝) = (𝑝+ 3)(𝑝+ 1)(𝑝− 6).

Нехай 𝑝 = tfn(1, 5; 1, 5; 1, 5). Тодi

𝑓1(𝑝) = tfn(−50, 625; 39, 375; 59, 625);

𝑓2(𝑝) = tfn(−50, 625; 39, 375; 32, 625);

𝑓3(𝑝) = tfn(−50, 625; 93, 375; 41, 625).

В лiтературi даний ефект називається завищенням.

Нечiтке число 𝑝 типу 𝐿−𝑅 задається функцiєю належностi [6]

𝜇𝑝(𝑥) =

⎧⎨⎩𝐿
(︁

𝑥−𝑥
𝛼𝑙

)︁
, для𝑥 ≤ 𝑥;

𝑅
(︁

𝑥−𝑥
𝛼𝑟

)︁
, для𝑥 ≤ 𝑥.

При цьому функцiя 𝐿 задовiльняє насутпним умовам:
1. 𝐿(𝑥) = 𝐿(−𝑥);
2. 𝐿(0) = 1, 𝐿(1) = 0;
3. 𝐿(𝑥) є незростаючою на [0, inf).

Аналогiчнi умови накладаються i на 𝑅. Параметр 𝑥 позначає модальне
значення нечiткого числа, 𝛼𝑙 та 𝛼𝑟, вiдповiдно, – лiве та праве вiдхилення.
Нечiтке число 𝑝 типу 𝐿− 𝑃 прийнято позначати як (𝑥, 𝛼𝑙, 𝛼𝑟)𝐿𝑅

Очевидно, що нечiтке число 𝑝 = (𝑥, 𝛼𝑙, 𝛼𝑟)𝐿𝑅 є додатним тодi i тiльки
тодi, коли 𝑥− 𝛼𝑙 > 0 (вiдмiтимо, що 𝐿(1) = 0).

Як приклад функцiї 𝐿 можна навести, зокрема такi:

• 𝐿(𝑥) = max(0, 1− |𝑥|𝑃 ), 𝑃 > 0;

• 𝐿(𝑥) = 𝑒−|𝑥|𝑃 ,𝑃 > 0;

• 𝐿(𝑥) = 1
1+|𝑥|𝑃 , 𝑃 > 0.
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Якщо 𝐿(𝑥) i 𝑅(𝑥) є лiнiйними, то вiдповiдне нечiтке число типу 𝐿−𝑅
є трикутним нечiтким числом.

Нехай задано два нечiткi числа типу 𝐿−𝑅:

𝑝 = (𝑥, 𝛼𝑙, 𝛼𝑟), 𝑞 = (𝑦, 𝛽𝑙, 𝛽𝑟).

Тодi
1. (𝑥, 𝛼𝑙, 𝛼𝑟)𝐿𝑅 ⊕ (𝑦, 𝛽𝑙, 𝛽𝑟)𝐿𝑅 = (𝑥+ 𝑦, 𝛼𝑙 + 𝛽𝑙, 𝛼𝑟 + 𝛽𝑟)𝐿𝑅;
2. (𝑥, 𝛼𝑙, 𝛼𝑟)𝐿𝑅 ⊖ (𝑦, 𝛽𝑙, 𝛽𝑟)𝐿𝑅 = (𝑥− 𝑦, 𝛼𝑙 + 𝛽𝑟, 𝛼𝑟 + 𝛽𝑙)𝐿𝑅.
Множення визначається наступним чином:
1. 𝑝 > 0, 𝑞 > 0:

(𝑥, 𝛼𝑙, 𝛼𝑟)𝐿𝑅 ⊗ (𝑦, 𝛽𝑙, 𝛽𝑟)𝐿𝑅 = (𝑥𝑦, 𝑥𝛽𝑙 + 𝑦𝛼𝑙, 𝑥𝛽𝑟 + 𝑦𝛼𝑟)𝐿𝑅;

2. 𝑝 < 0, 𝑞 > 0:

(𝑥, 𝛼𝑙, 𝛼𝑟)𝐿𝑅 ⊗ (𝑦, 𝛽𝑙, 𝛽𝑟)𝐿𝑅 = (𝑥𝑦, 𝑦𝛼𝑙 − 𝑥𝛽𝑟, 𝑦𝛼𝑟 + 𝑥𝛽𝑙)𝐿𝑅;

3. 𝑝 < 0, 𝑞 < 0:

(𝑥, 𝛼𝑙, 𝛼𝑟)𝐿𝑅 ⊗ (𝑦, 𝛽𝑙, 𝛽𝑟)𝐿𝑅 = (𝑥𝑦,−𝑦𝛼𝑟 − 𝑦𝛽𝑟, 𝑦𝛼𝑙 + 𝑥𝛽𝑙)𝐿𝑅;

Нечiтке число, обернене до додатного нечiткого числа (𝑥, 𝛼𝑙, 𝛼𝑟)𝐿𝑅
наближено визначаєтсья як

(𝑥, 𝛼𝑙, 𝛼𝑟)
−1
𝐿𝑅 ≃ (𝑥−1, 𝛼𝑟𝑥

−2, 𝛼𝑙𝑥
−2)𝑅𝐿.

Схожа формула має мiсце i для вiд’ємних нечiтких чисел, оскiльки −(𝑝−1) =
(−𝑝−1).

Дiлення нечiтких чисел визначається шляхом знаходження оберне-
ного нечiткого числа для дiльника i застосування формул для нечiткого
множення.

Розглянемо частковий випадок вищенаведених форумл для нечiтких
чисел трикутного вигляду.

Нехай задано трикутне нечiтке число 𝑝 = (𝑥;𝛼𝑙;𝛼𝑟). Поставимо йо-
му у вiдповiднiсть трiйку (𝑝1, 𝑝2, 𝑝3) = (𝑥 − 𝛼𝑙, 𝑥, 𝑥 + 𝛼𝑟). Аналогiчним
чином трикутному нечiткому числу 𝑞 поставимо у вiдповiднiсть трiйку
(𝑞1, 𝑞2, 𝑞3). Припустимо, що данi нечiткi числа є невiд’ємними. Тодi мають
мiсце наступнi спiввiдношення:

1. (𝑝1, 𝑝2, 𝑝3)⊕ (𝑞1, 𝑞2, 𝑞3) = (𝑝1 + 𝑞1, 𝑝2 + 𝑞2, 𝑝3 + 𝑞3);
2. (𝑝1, 𝑝2, 𝑝3)⊖ (𝑞1, 𝑞2, 𝑞3) = (𝑝1 − 𝑞3, 𝑝2 − 𝑞2, 𝑝3 − 𝑞1);
3. (𝑝1, 𝑝2, 𝑝3)⊗ (𝑞1, 𝑞2, 𝑞3) ≃ (𝑝1 · 𝑞1, 𝑝2 · 𝑞2, 𝑝3 · 𝑞3);
4. (𝑝1, 𝑝2, 𝑝3)⊘ (𝑞1, 𝑞2, 𝑞3) ≃ (𝑝1/𝑞3, 𝑝2/𝑞2, 𝑝3/𝑞1).

У якостi самостiйної вправи читачевi пропонується виконати попереднiй
приклад, використовуючи вищенаведенi арифметичнi операцiї.
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Лабораторна робота №2
Нехай 𝑝 та 𝑞 – два нечiткi числа трикутного вигляду.

Завдання:

1. Зобразити 𝑝 та 𝑞 графiчно.

2. Знайти та зобразити графiчно 𝑝⊖ 𝑞, 𝑝⊗ 𝑞, 𝑝⊘ 𝑞.

Варiанти завдань

Варiант 1. 𝑝 = (10; 2; 1), 𝑞 = (5, 2, 3).
Варiант 2. 𝑝 = (15; 2; 2), 𝑞 = (3, 2, 3).
Варiант 3. 𝑝 = (8; 2; 1), 𝑞 = (4, 1, 1).
Варiант 4. 𝑝 = (12; 1; 2), 𝑞 = (3, 1, 1).
Варiант 5. 𝑝 = (14; 2; 1), 𝑞 = (2, 1, 2).
Варiант 6. 𝑝 = (9; 1; 1), 𝑞 = (3, 1, 2).
Варiант 7. 𝑝 = (16; 2; 3), 𝑞 = (4, 2, 1).
Варiант 8. 𝑝 = (10; 1; 3), 𝑞 = (2, 1, 1).
Варiант 9. 𝑝 = (18; 2; 1), 𝑞 = (9, 2, 3).
Варiант 10. 𝑝 = (6; 2; 1), 𝑞 = (2, 1, 2).
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3 Нечiткi лiнiйнi рiвняння та нечiткi системи
лiнiйних рiвнянь

3.1 Нечiткi лiнiйнi рiвняння

Однiєю iз базових задач лiнiйної алгебри є розв’язок звичайного лiнiй-
ного рiвняння 𝑎𝑥 + 𝑏 = 𝑐 для заданих 𝑎, 𝑏, 𝑐, де 𝑎 ̸= 0. Розв’язком цього
рiвняння є 𝑥 = (𝑐 − 𝑏)/𝑎. Для отримання даного розв’язку слiд вiдняти
𝑏 вiд обох частин рiвняння, а потiм помножити рiвняння на 1

𝑎
.

Розглянемо нечiтке рiвняння

𝑎̃ · 𝑥̃+ 𝑏̃ = 𝑐,

вiдносно 𝑥̃, де 𝑎̃, 𝑏̃, 𝑐 є трикутними нечiткими числами. При цьому, ми
припускаємо, що нуль не належить носiєвi 𝑎̃: 0 ̸∈ supp 𝑎̃.

Нехай коефiцiенти рiвняння представлено наступними трiйками: 𝑎̃ =
(𝑎1, 𝑎2, 𝑎3), 𝑏̃ = (𝑏1, 𝑏2, 𝑏3), 𝑐 = (𝑐1, 𝑐2, 𝑐3). Нехай 𝑥̃ ≃ (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3).

Виконаємо необхiднi перетворення:

(𝑎̃)−1(𝑎̃⊗ 𝑥̃⊕ 𝑏̃⊖ 𝑏̃) = (𝑐⊖ 𝑏̃)⊘ 𝑎̃.

Оскiльки 𝑏̃⊖ 𝑏̃ ̸= 0 i 𝑎̃⊘ 𝑎̃ ̸= 1, тож лiва частина рiвняння не дорiвнює
𝑥̃.

Класичним пiдходом до розв’язання лiнiйних рiвнянь з трикутними
нечiткими числами є 𝛼-перерiзiв (прирiвнюємо вiдповiднi перерiзи лiвої
та правої частини) [3]:

[𝑎𝑙(𝛼), 𝑎𝑟(𝛼)][𝑥𝑙(𝛼), 𝑥𝑟(𝛼)] + [𝑏𝑙(𝛼), 𝑏𝑟(𝛼)] = [𝑐𝑙(𝛼), 𝑐𝑟(𝛼)].

[𝑥𝑙(𝛼), 𝑥𝑟(𝛼)] буде розв’язком даного рiвняння, якщо виконуються на-
ступнi умови:

• 𝑥𝑙(𝛼) є монотонно зростаючою функцiєю 𝛼, 0 ≤ 𝛼 ≤ 1;

• 𝑥𝑟(𝛼) є монотонно спадною функцiєю 𝛼, 0 ≤ 𝛼 ≤ 1;

• 𝑥𝑙(1) ≤ 𝑥𝑟(1).

Приклад 10. Нехай коефiцiенти представленi наступними трiйками:
𝑎̃ = (1, 2, 3), 𝑏̃ = (−3,−2,−1), 𝑐 = (3, 4, 5). Тодi вiдповiднi 𝛼-перерiзи
матимуть вигляд [1+𝛼; 3−𝛼], [−3+𝛼;−1−𝛼], [3+𝛼; 5−𝛼]. Рiвняння
зводиться до наступного iнтервального представлення:

[(1 + 𝛼)𝑥𝑙(𝛼)− 3 + 𝛼, (3− 𝛼)𝑥𝑟(𝛼)− 1− 𝛼] = [3 + 𝛼; 5− 𝛼].
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Звiдси маємо, що

[𝑥𝑙(𝛼), 𝑥𝑟(𝛼)] =
[︁ 6

1 + 𝛼
,

6

3− 𝛼

]︁
.

Вiдмiтимо, що 𝑥𝑙(𝛼) є спадною функцiєю, а 𝑥𝑟(𝛼) – зростаючою. Це
означає, що у даному випадку розв’язку не iснує.

Приклад 11. Нехай коефiцiенти представленi наступними трiйками:
𝑎̃ = (8, 9, 19), 𝑏̃ = (−3,−2,−1), 𝑐 = (3, 5, 7) з 𝛼-перерiзами [8 + 𝛼; 10− 𝛼],
[−3 + 𝛼;−1 − 𝛼], [3 + 2𝛼; 7 − 2𝛼]. Рiвняння зводиться до наступного
iнтервального представлення:

[(8 + 𝛼)𝑥𝑙(𝛼)− 3 + 𝛼, (10− 𝛼)𝑥𝑟(𝛼)− 1− 𝛼] = [3 + 2𝛼; 7− 2𝛼].

Звiдси маємо, що

[𝑥𝑙(𝛼), 𝑥𝑟(𝛼)] =
[︁6 + 𝛼

8 + 𝛼
,
8− 𝛼

10− 𝛼

]︁
.

Оскiльки

𝑥′
𝑙(𝛼) =

2

(8 + 𝛼)2
> 0; 𝑥′

𝑟(𝛼) = − 2

(10− 𝛼)2
< 0,

то 𝑥𝑙(𝛼) є зростаючою функцiєю, а 𝑥𝑟(𝛼) – спадною. При цьому 𝑥𝑙(1) =

𝑥𝑟(1) =
7
9
, а отже [𝑥𝑙(𝛼), 𝑥𝑟(𝛼)] =

[︁
6+𝛼
8+𝛼

, 8−𝛼
10−𝛼

]︁
є розв’язком рiвняння.

Другим пiдходом є застосування принципу узагальнення Заде. Чi-
тким розв’язком рiвняння 𝑎𝑥 + 𝑏 = 𝑐 є 𝑥 = 𝑐−𝑏

𝑎
. Введемо нечiткiсть,

замiнивши вiдповiднi коєфiцiенти нечiткими числами:

𝑥̃ =
𝑐− 𝑏̃

𝑎̃
.

Застосуємо принцип узагальнення:

𝑥̃(𝑥) = 𝑠𝑢𝑝𝑥= 𝑐−𝑏
𝑎
min

(︁
𝜇𝑎̃(𝑎), 𝜇𝑏̃(𝑏), 𝜇𝑐(𝑐)

)︁
.

В даному випадку розв’язок завжди iснує, хоч i не завжди чiтко задо-
вiльняє вихiдне рiвняння.

Альтернативним пiдходом є застосування iнтервальної арифметики,
тобто представлення розв’язку у виглядi

[𝑥𝑙(𝛼), 𝑥𝑟(𝛼)] =
[𝑐𝑙(𝛼), 𝑐𝑟(𝛼)]− [𝑏𝑙(𝛼), 𝑏𝑟(𝛼)]

[𝑎𝑙(𝛼), 𝑎𝑟(𝛼)]
,
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тобто
[𝑥𝑙(𝛼), 𝑥𝑟(𝛼)] =

[︁𝑐𝑙(𝛼)− 𝑏𝑟(𝛼)

𝑎𝑟(𝛼)
,
𝑐𝑟(𝛼)− 𝑏𝑙(𝛼)

𝑎𝑙(𝛼)

]︁
,

при 𝑎𝑙(𝛼) > 0 для усiх 𝛼. В даному випадку розв’язок також iснує, хоч i
не завжди чiтко задовiльняє вихiдне рiвняння.

Приклад 12. Продовжуючи останннiй приклад, маємо:

[𝑥𝑙(𝛼), 𝑥𝑟(𝛼)] =
[︁4 + 3𝛼

10− 𝛼
,
10− 3𝛼

8 + 𝛼

]︁
.

3.2 Системи лiнiйних алгебраїчних рiвнянь iз нечi-
ткою правою частиною

Системи лiнiйних алгебраїчних рiвнянь широко застосовуються при мо-
делюваннi рiзних процесiв. При цьому часом виникає необхiднiсть роз-
глянути системи з нечiткими вхiдними даними.

Система лiнiйних алгебраїчних рiвнянь⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑎11𝑥1 +𝑎12𝑥2 + · · · +𝑎1𝑛𝑥𝑛 = 𝑦1;
𝑎21𝑥1 +𝑎22𝑥2 + · · · +𝑎2𝑛𝑥𝑛 = 𝑦2;

...
𝑎𝑛1𝑥1+𝑎𝑛2𝑥2+ · · · +𝑎𝑛𝑛𝑥𝑛= 𝑦𝑛,

де матриця коєфiцiєнтiв 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗), 1 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 𝑛 є чiткою 𝑛× 𝑛 матрицею,
а 𝑦𝑖 є нечiткими числами, називається нечiткою системою лiнiйних
алгебраїчних рiвнянь (далi НСЛАР)[7].

Вектор нечiтких чисел (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛)
𝑇 , де 𝑥𝑖 = [(𝑥𝑖)𝑙(𝛼), (𝑥𝑖)𝑟(𝛼)], 1 ≤

𝑖 ≤ 𝑛, 0 ≤ 𝑟 ≤ 1 називається розв’язком НСЛАР, якщо виконуються
наступнi умови: (︁ 𝑛∑︁

𝑗=1

𝑎𝑖𝑗𝑥𝑗

)︁
𝑙
=

𝑛∑︁
𝑗=1

(︀
𝑎𝑖𝑗(𝑥𝑗)(𝛼)𝑙

)︀
= (𝑦𝑖)𝑙;

(︁ 𝑛∑︁
𝑗=1

𝑎𝑖𝑗𝑥𝑗

)︁
𝑟
=

𝑛∑︁
𝑗=1

(︀
𝑎𝑖𝑗(𝑥𝑗)(𝛼)𝑟

)︀
= (𝑦𝑖)𝑟;

Запишемо данi двi умови у виглядi однiєї системи розмiрностi 2𝑛×2𝑛
вiд невiдомих

𝑋 =
(︁
(𝑥1)𝑙(𝛼), . . . , (𝑥𝑛)𝑙(𝛼),−(𝑥1)𝑟(𝛼), . . . ,−(𝑥𝑛)𝑟(𝛼)

)︁𝑇
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i правою частиною

𝑌 =
(︁
(𝑦1)𝑙(𝛼), . . . , (𝑦𝑛)𝑙(𝛼),−(𝑦1)𝑟(𝛼), . . . ,−(𝑦𝑛)𝑟(𝛼)

)︁𝑇

.

Коеєфiцiенти системи визначимо за таким правилом:

𝑎𝑖𝑗 ≥ 0 =⇒ 𝑠𝑖𝑗 = 𝑎𝑖𝑗, 𝑠𝑖+𝑛,𝑗 = 𝑎𝑖𝑗;

𝑎𝑖𝑗 < 0 =⇒ 𝑠𝑖,𝑗+𝑛 = −𝑎𝑖𝑗, 𝑠𝑖+𝑛,𝑗 = −𝑎𝑖𝑗.

Усi iншi 𝑠𝑖𝑗, що не визначенi попереднiми умовами, прирiвнюються до
нуля.

Запишемо систему у матричному виглядi:

𝑆𝑋 = 𝑌.

При цьому матриця 𝑆 матиме блочну структуру:

𝑆 =

(︂
𝐵 𝐶
𝐶 𝐵

)︂
,

де 𝐵 мiстить усi додатнi елементи початкової матрицi 𝐴, 𝐶 – абсолютнi
значення вiд’ємних елементiв матрицi 𝐴, 𝐴 = 𝐵 − 𝐶.

Справедлива наступна теорема:

Теорема 1. [7] Матриця 𝑆 є невиродженою тодi i тiльки тодi, коли
матрицi 𝐴 = 𝐵 − 𝐶 та 𝐵 + 𝐶 є невиродженими.

Iснування та єдинiсть розв’язку НСЛАР визначається теоремою:

Теорема 2. Розв’язок 𝑋 iснує та є єдиним для довiльного вектору 𝑌
тодi i тiльки тодi, коли матриця 𝑆−1 є невiд’ємною (тобто (𝑆−1)𝑖𝑗 ≥ 0,
1 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 2𝑛.

Нехай усi нечiткi числа в НСЛАР є трикутними нечiткими числа-
ми i нехай 𝑋 = {((𝑥𝑖)𝑙(𝛼),−(𝑥𝑖)𝑟(𝛼)), 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛} є єдиним розв’язком
НСЛАР. Вектор нечiтких чисел 𝑢 = {((𝑢𝑖)𝑙(𝛼), (𝑢𝑖)𝑟(𝛼)), 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛}, що
визначається спiввiдношеннями

(𝑢𝑖)𝑙(𝛼) = min{(𝑥𝑖)𝑙(𝛼), (𝑥𝑖)𝑟(𝛼), (𝑥𝑖)𝑙(1)},
(𝑢𝑖)𝑟(𝛼) = max{(𝑥𝑖)𝑙(𝛼), (𝑥𝑖)𝑟(𝛼), (𝑥𝑖)𝑙(1)},

називається нечiтким розв’язком системи 𝑆𝑋 = 𝑌 .
Якщо усi ((𝑥𝑖)𝑙(𝛼), (𝑥𝑖)𝑟(𝛼)) є нечiткими числами, тобто (𝑢𝑖)𝑙(𝛼) =

(𝑥𝑖)𝑙(𝛼) i (𝑢𝑖)𝑟(𝛼) = (𝑥𝑖)𝑟(𝛼), для усiх 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, то 𝑢 називається силь-
ним нечiтким розв’язком. В противному разi 𝑢 називається слабким
нечiтким розв’язком.
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Приклад 13. Розглянемо наступну НСЛАР розмiрностi 2× 2:{︂
𝑥1−𝑥2= [𝛼, 2− 𝛼];
𝑥1 +𝑥2= [4 + 𝛼, 7− 2𝛼];

Сформуємо матрицю 𝑆. У цьому випадку маємо:

𝐴 =

(︂
1 −1
1 3

)︂
, 𝐵 =

(︂
1 0
1 3

)︂
, 𝐶 =

(︂
0 1
0 0

)︂
.

Отже,

𝑆 =

⎛⎜⎜⎝
1 0 0 1
1 3 0 0
0 1 1 0
0 0 1 3

⎞⎟⎟⎠ .

Розв’язком буде

𝑋 =

⎛⎜⎜⎝
(𝑥1)𝑙(𝛼)
(𝑥2)𝑙(𝛼)
−(𝑥1)𝑟(𝛼)
−(𝑥2)𝑟(𝛼)

⎞⎟⎟⎠ = 𝑆−1𝑌 =

=

⎛⎜⎜⎝
1, 125 −0, 125 0, 375 −0, 375
−0, 375 −0, 375 −0, 125 0, 125
0, 375 −0, 375 1, 125 −0, 125
−0, 125 0, 125 −0, 375 −0, 375

⎞⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎝

𝛼
4 + 𝛼
𝛼− 2
2𝛼− 7

⎞⎟⎟⎠
,

тобто 𝑥̃1 = [1, 375+0, 625𝛼, 2, 875−0, 875𝛼], 𝑥̃2 = [0, 875+0, 125𝛼, 1, 375−
0, 375𝛼]. Тут (𝑥𝑖)𝑙(𝛼) ≤ (𝑥𝑖)𝑟(𝛼), (𝑥𝑖)𝑙 є монотонно спадними, 𝑖 = 1, 2. А
отже, (𝑥̃1, 𝑥̃2) є сильним нечiтким розв’язком НСЛАР.

Приклад 14. Розглянемо НСЛАР розмiрностi 3× 3:⎧⎨⎩
𝑥1 +𝑥2 −𝑥3 = [𝛼, 2− 𝛼];
𝑥1−2𝑥2 +𝑥3 = [2 + 𝛼, 3];
2𝑥1 +𝑥2+3𝑥3 = [−2,−1− 𝛼].

Тут

𝐴 =

⎛⎝1 1 −1
1 −2 1
2 1 3

⎞⎠ , 𝐵 =

⎛⎝1 1 0
1 0 1
2 1 3

⎞⎠ , 𝐶 =

⎛⎝0 0 1
0 2 0
0 0 0

⎞⎠ ,
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𝑆 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 1 0 0 0 1
1 0 1 0 2 0
2 1 3 0 0 0
0 0 1 1 1 0
0 2 0 1 0 1
0 0 0 2 1 3

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

Вектор 𝑌 при цьому рiвний

𝑌 =
(︀
𝛼, 2 + 𝛼,−2, 𝛼− 2,−3, 1 + 𝛼

)︀𝑇
.

Вектором розв’язкiв є

𝑋 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
−2, 31 + 3, 62𝛼
−0, 62 + 0, 77𝛼
1, 08− 2, 15𝛼
−4, 69 + 3, 38𝛼
1, 62− 0, 23𝛼
2, 92− 1, 85𝛼

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
Неважко переконатися (побудувавши графiк), що 𝑥̃2 та 𝑥̃3 не є нечiтки-
ми числами. Тож у цьому випадку система матиме тiльки слабкий
нечiткий розв’язок:

𝑢̃1 = [−2, 31 + 3, 62𝛼, 4, 69− 3, 38𝛼];

𝑢̃2 = [−1, 62 + 0, 23𝛼,−0, 62− 0, 77𝛼];

𝑢̃3 = [−2, 92 + 1, 85𝛼, 1, 08− 2, 15𝛼].

3.3 Повнiстю нечiткi системи лiнiйних алгебраїчних
рiвнянь

Введемо декiлька нових означень.
Матриця 𝐴 = (𝑎̃𝑖𝑗) називається нечiткою матрицею, якщо кожен її

елемент є нечiтким числом. Матриця 𝐴 називаєтсья додатною (вiд’ємною),
що позначаєьбся як 𝐴 > 0 (𝐴 < 0), якщо кожен елемент 𝐴 є додатним
(вiд’ємним) нечiтким числом. Аналогiчно визначаються невiд’ємнi та не-
додатнi нечiткi матрицi.

Надалi у цьому роздiлi будемо розглядати додатнi нечiткi числа типу
𝐿−𝑅.

Враховуючи, що 𝑎̃𝑖𝑗 = (𝑥)𝑖𝑗, (𝛼𝑖𝑗)𝑙, (𝛼𝑖𝑗)𝑟), нечiтку матрицю 𝐴 = (𝑎̃𝑖𝑗)𝑛×𝑚

у цьому випадку зручно представляти у виглядi трьох чiтких 𝑛×𝑚 ма-
триць 𝐴 = (𝑥𝑖𝑗),𝑀 = ((𝛼𝑖𝑗)𝑙),𝑁 = ((𝛼𝑖𝑗)𝑟). Позначатимемо 𝐴 = (𝐴,𝑀,𝑁).
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Квадратна нечiтка матриця 𝐴 = (𝑎̃𝑖𝑗) називається верхньою три-
кутною нечiткою матрицею, якщо 𝑎̃𝑖𝑗 = 0̃ = (0; 0; 0), 𝑖 > 𝑗. Нечiтка
матриця, отримана транспонуванням верхньої трикутної нечiткої матри-
цi називається нижньою трикутною нечiткою матрицею.

Нехай 𝐴 = (𝑎̃𝑖𝑗) i 𝐵̃ = (𝑏̃𝑖𝑗) – двi нечiткi матрицi розмiрностi 𝑚× 𝑛 та
𝑛×𝑝, вiдповiдно. Введемо операцiю добутку нечiтких матриць, 𝐴⊗𝐵̃ =
𝐶 = (𝑐𝑖𝑗). При цьому матриця розмiрностi 𝐶 є матрицею розмiрностi
𝑚× 𝑝, елементи якої визначаються наступним чином:

𝑐𝑖𝑗 =
𝑛⨁︁

𝑘=1

𝑎̃𝑖𝑘 ⊗ 𝑏̃𝑘𝑗.

Розглянемо наступну систему лiнiйних алгебраїчних рiвнянь:⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
(𝑎̃11 ⊗ 𝑥̃1) ⊕(𝑎̃12 ⊗ 𝑥̃2)⊕ · · · (𝑎̃1𝑛 ⊗ 𝑥̃𝑛) = 𝑏̃1;

(𝑎̃21 ⊗ 𝑥̃1) ⊕(𝑎̃22 ⊗ 𝑥̃2)⊕ · · · (𝑎̃2𝑛 ⊗ 𝑥̃𝑛) = 𝑏̃2;
...

(𝑎̃𝑛1 ⊗ 𝑥̃1)⊕(𝑎̃𝑛2 ⊗ 𝑥̃2)⊕ · · · (𝑎̃𝑛𝑛 ⊗ 𝑥̃𝑛) = 𝑏̃𝑛.

Матрична форма цiєї системи 𝐴⊗ 𝑥̃ = 𝑏̃, або просто 𝐴𝑥̃ = 𝑏̃, де матриця
коєфiцiентiв 𝐴 = (𝑎̃𝑖𝑗), 1 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 𝑛 є нечiткою 𝑛×𝑛 матрицею, 𝑥̃,𝑏̃ євекто-
рами нечiтких чисел (нечiткими векторами). Дана система називається
повнiстю нечiткою системою лiнiйних алгебраїчних рiвнянь (на-
далi ПНСЛАР).

Позначимо 𝑏̃ = (𝑏, ℎ, 𝑔) ≥ 0, 𝑥̃ = (𝑥, 𝑦, 𝑧) ≥ 0. Маємо

(𝐴,𝑀,𝑁)⊗ (𝑥, 𝑦, 𝑧) = (𝑏, ℎ, 𝑔).

Кажемо, що 𝑥̃ є нечiтким розв’язком ПНСЛАР 𝐴⊗ 𝑥̃ = 𝑏̃ тодi i тiльки
тодi, коли виконуються наступнi (чiткi) рiвностi:

𝐴𝑥 = 𝑏, 𝐴𝑦 +𝑀𝑥 = 𝑔, 𝐴𝑧 +𝑁𝑥 = ℎ.

При цьому вважаємо, що для знаходження функцiй належностi розв’язку
та коєфiцiентiв системи застосовуються функцiї 𝐿 та 𝑅 одного i того са-
мого типу.

Даний пiдхiд до розв’язання ПНСЛАР було запропоновано в [4].
Вiдмiтимо, що для знаходження чiтких розв’язкiв вищенаведених трьох

систем можуть бути застосованi вiдомi класичнi методи (в тому числi i
iтерацiйнi, див. [5]).
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Приклад 15. Розглянемо систему{︂
5̃𝑥̃1⊕6̃𝑥̃2= 5̃0;
7̃𝑥̃1⊕4̃𝑥̃2= 4̃8.

Перепишемо дану систему в наступному виглядi (при цьому присвоїмо
конкретнi значення нечiтким коєфiцiентам):{︂

(5; 1; 1)⊗ (𝑥1; 𝑦1; 𝑧1)⊕(6; 1; 2)⊗ (𝑥2; 𝑦2; 𝑧2)= (50; 10; 17);
(7; 1; 0)⊗ (𝑥1; 𝑦1; 𝑧1)⊕(4; 0; 1)⊗ (𝑥2; 𝑦2; 𝑧2) = (48, 5, 7).

Тут

𝐴 =

(︂
5 6
7 4

)︂
, 𝑀 =

(︂
1 1
1 0

)︂
, 𝑁 =

(︂
1 2
0 1

)︂
,

𝑏 =

(︂
50
48

)︂
, 𝑔 =

(︂
10
5

)︂
, ℎ =

(︂
17
7

)︂
.

Розв’яжемо систему 𝐴𝑥 = 𝑏:(︂
5 6
7 4

)︂(︂
𝑥1

𝑥2

)︂
=

(︂
50
48

)︂
=⇒

(︂
𝑥1

𝑥2

)︂
=

(︂
4
5

)︂
.

Далi ми маємо знайти розв’язок 𝐴𝑦+𝑀𝑥 = 𝑔. Оскiльки 𝑥 вже вiдомий,
то перепишемо нашу систему у виглядi 𝐴𝑦 = 𝑔 −𝑀𝑥.(︂

5 6
7 4

)︂(︂
𝑦1
𝑦2

)︂
=

(︂
10
5

)︂
−
(︂
1 1
1 0

)︂(︂
4
5

)︂
=⇒

(︂
𝑦1
𝑦2

)︂
=

(︂
1
11
1
11

)︂
.

На останньому кроцi нам слiд знайти розв’язок 𝐴𝑧+𝑁𝑥 = ℎ. Оскiль-
ки 𝐴𝑧 = ℎ−𝑁𝑥, маємо:(︂

5 6
7 4

)︂(︂
𝑧1
𝑧2

)︂
=

(︂
17
7

)︂
−

(︂
1 2
0 1

)︂(︂
4
5

)︂
=⇒

(︂
𝑧1
𝑧2

)︂
=

(︂
0
1
2

)︂
.

Отже, розв’язком системи є наступнi нечiткi числа трикутного ви-
гляду:

𝑥̃1 =
(︁
4, 1

11
, 0
)︁
, 𝑥̃2 =

(︁
5, 1

11
, 1
2

)︁
.
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Лабораторна робота №3
Завдання:

Розв’яжiть нижченаведену ПНСЛАР, де 𝑣 = 1, 2, . . . , 10 – номер ва-
рiанта. {︃

(2 + 𝑣; 1; 1)⊗ 𝑥̃1 + (17− 𝑣; 2; 1)⊗ 𝑥̃2 = (6; 2; 3);

(3; 1; 2)⊗ 𝑥̃1 + (5 + 𝑣; 2; 2)⊗ 𝑥̃2 = (5; 1; 2).
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4 Методи порiвняння нечiтких чисел
Iснують рiзнi пiдходи до порiвняння нечiтких чисел. Умовно їх можна
подiлити на два великi класи:

1. Методи порiвняння першого типу вiдображають нечiткi числа
на дiйсну числову пряму за допомогою деякої функцiї 𝑀 : P̃

′
(R) →

R i використовують нестрогий порядок ≥. Для бiльшостi методiв
має мiсце:

𝑀(𝑝) ≥ 𝑀(𝑞) =⇒ 𝑝 ≥𝑀 𝑞,

де ≥𝑀 – вiдношення переваги, iндуковане 𝑀 .
2. Методи порiвняння другого типу генерують нечiтке бiнарне

вiдношення. У цьому випадку 𝑀 : P̃
′
(R)×P̃

′
(R) → [0, 1], де значе-

ння 𝑀(𝑝, 𝑞) ∈ [0, 1] показує степiнь, з якою 𝑝 переважає 𝑞. Вiдповiд-
но, нечiткi числа впорядковуються згiдно iз наступним правилом:

𝑀(𝑝, 𝑞) ≥ 𝑀(𝑞, 𝑝) =⇒ 𝑝 ≥𝑀 𝑞.

Порiвняльний аналiз даних методiв наведено у [2].

4.1 Методи порiвняння нечiтких чисел першого типу

4.1.1 Метод Адамо

Метод, запропонований Адамо полягає у порiвняннi правих частин 𝛼-
перерiзiв для заданого 𝛼:

𝐴𝐷𝛼(𝐴) = 𝛼+
𝛼 .

Для порiвняння нечiтких чисел за цим методом спершу потрiбно задати
рiвень 𝛼.

Приклад 16. Розглянемо два нечiтких числа трикутного вигляду, за-
данi через крайнi точки: 𝑝 = (0; 0, 2; 1), 𝑞 = (0, 2; 0, 4; 0, 5) (див. рис. 4.7).
В iнтервальному виглядi маємо:

𝑝 = [0, 2𝛼; 1− 0, 8𝛼], 𝑞 = [0, 2 + 0, 2𝛼; 0, 5− 0, 1𝛼].

Для порiвняння за методом Адамо нам потрiбно задати рiвень 𝛼
i порiвняти правi частини iнтервалiв, тобто 1 − 0, 8𝛼 i 0, 5 − 0, 1𝛼.
Очевидно наступне:

𝑝 < 𝑞, 𝛼 < 5
7
;

𝑝 = 𝑞, 𝛼 = 5
7
;

𝑝 > 𝑞, 𝛼 > 5
7
.
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Рис. 4.7: Порiвняння нечiтких чисел.

4.1.2 Метод порiвняння центрiв ядер

Даний метод полягає у порiвняннi центрiв ядер вiдповiдних нечiтких
множин. У випадку нечiтких чисел (якi є унiмодальними нечiткими мно-
жинами) даний метод зводиться до порiвняння значень, на яких функцiї
належностi вiдповiдних нечiтких множин приймають значення 1.

4.1.3 Метод порiвняння центрiв тяжiння

Центр тяжiння нечiткого числа визначається за формулою:

𝐶𝑜𝐺(𝑝) =

∫︀ inf

− inf
𝑥𝜇𝑝(𝑥)𝑑𝑥∫︀ inf

− inf
𝜇𝑝(𝑥)𝑑𝑥

.

Узагальненням даного методу є метод, запропонований Ягером:

𝑌1(𝑝) =

∫︀ inf

− inf
𝑔(𝑥)𝜇𝑝(𝑥)𝑑𝑥∫︀ inf

− inf
𝜇𝑝(𝑥)𝑑𝑥

,

де 𝑔(𝑥) показує важливiсть 𝑥.

Приклад 17. Порiвняємо нечiткi числа iз попереднього прикладу. Спер-
шу запишемо їхнi функцiї належностi:

𝜇𝑝(𝑥) =

⎧⎪⎨⎪⎩
5𝑥, 0 < 𝑥 ≤ 0, 2;

1, 25− 1, 25𝑥, 0, 2 < 𝑥 ≤ 1;

0, в iнших випадках;
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𝜇𝑞(𝑥) =

⎧⎪⎨⎪⎩
5𝑥− 1, 0, 2 < 𝑥 ≤ 0, 4;

5− 10𝑥, 0, 4 < 𝑥 ≤ 0, 5;

0, в iнших випадках.

Знайдемо центр тяжiння для 𝑝:

𝐶𝑜𝐺(𝑝) =

∫︀ inf

− inf
𝑥𝜇𝑝(𝑥)𝑑𝑥∫︀ inf

− inf
𝜇𝑝(𝑥)𝑑𝑥

=

=

∫︀ 0,2

0
𝑥 · 5𝑥𝑑𝑥+

∫︀ 1

0,2
𝑥 · (1, 25− 1, 25𝑥)𝑑𝑥∫︀ 0,2

0
5𝑥𝑑𝑥+

∫︀ 1

0,2
1, 25− 1, 25𝑥𝑑𝑥

=

5𝑥3

3

⃒⃒⃒⃒0,2
0

+ (1, 25𝑥2

2
− 1, 25𝑥3

3
)

⃒⃒⃒⃒1
0,2

5𝑥2

2

⃒⃒⃒⃒0,2
0

+ (1, 25𝑥− 1, 25𝑥2

2
)

⃒⃒⃒⃒1
0,2

≈ 0, 4.

Аналогiчно для 𝑞 маємо:

𝐶𝑜𝐺(𝑝) =

∫︀ inf

− inf
𝑥𝜇𝑞(𝑥)𝑑𝑥∫︀ inf

− inf
𝜇𝑞(𝑥)𝑑𝑥

=

=

∫︀ 0,4

0,2
𝑥 · (5𝑥− 1)𝑑𝑥+

∫︀ 0,5

0,4
𝑥 · (5− 10𝑥)𝑑𝑥∫︀ 0,4

0,2
(5𝑥− 1)𝑑𝑥+

∫︀ 0,5

0,4
(5− 10𝑥)𝑑𝑥

=

(5𝑥3

3
− 𝑥2

2
)

⃒⃒⃒⃒0,4
0,2

+ (5𝑥2

2
− 10𝑥3

3
)

⃒⃒⃒⃒0,5
0,4

(5𝑥2

2
− 𝑥)

⃒⃒⃒⃒0,4
0,2

+ (5𝑥− 10𝑥2

2
)

⃒⃒⃒⃒0,5
0,4

≈ 0, 366.

Оскiльки 0, 4 > 0, 366, то 𝑝 > 𝑞.

4.1.4 Метод порiвняння медiан

Нехай задано нечiтке число у iнтервальному виглядi: 𝑝 = [𝑎𝑙(𝛼); 𝑎𝑟(𝛼)].
Потужнiстю нечiткого числа 𝑝 називається площа, обмежена його фун-
кцiєю належностi:

card 𝑝 =

∫︁ 1

0

(𝑎𝑟(𝛼)− 𝑎𝑙(𝛼))𝑑𝛼.

Нехай supp 𝑝 = [𝑎, 𝑏]. Медiанним значенням нечiткого числа 𝑝 з фун-
кцiєю належностi 𝜇𝑝(𝑥) є дiйсне число 𝑚𝑝 з носiя нечiткого числа [1] таке,
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що: ∫︁ 𝑚𝑝

𝑎

𝜇𝑝(𝑥)𝑑𝑥 =

∫︁ 𝑏

𝑚𝑝

𝜇𝑝(𝑥)𝑑𝑥 =
1

2
card 𝑝.

Тобто 𝑚𝑝 є точкою, яка дiлить навпiл площу, обмежену функцiєю нале-
жностi 𝑝.

Для порiвняння двох нечiтких чисел 𝑝 та 𝑞 спершу слiд знайти їх
медiаннi значення, а потiм порiвняти їх:

𝑝 < 𝑞, 𝑚𝑝 < 𝑚𝑞;

𝑝 = 𝑞, 𝑚𝑝 = 𝑚𝑞;

𝑝 > 𝑞, 𝑚𝑝 > 𝑚𝑞.

Приклад 18. Продовжимо попереднiй приклад. Знайдемо медiану 𝑝. За
формулою площi трикутника знайдемо card 𝑝 = 1

2
· 1 · 1 = 0, 5. Площа

пiд лiвою частиною функцiї належностi 𝑝 рiвна 1
2
· 1 · 0, 2 = 0, 1, пiд

правою, вiдповiдно, 1
2
· 1 · 0, 8 = 0, 4. Беручи до уваги, що 1

2
· card 𝑝 = 0, 25,

таку точку 𝑚𝑝 ∈ [0, 2; 1], що
∫︀ 𝑚𝑝

0,2
𝜇𝑝 = 0, 15. Еквiвалентно, можемо

записати:
1

2
(1−𝑚𝑝)(1, 25− 1, 25 ·𝑚𝑝) = 0, 35;

(1−𝑚𝑝)
2 = 0, 56;

𝑚𝑝 ≈ 0, 252.

Аналогiчно, card 𝑝 = 1
2
· 1 · 0, 3 = 0, 15, 1

2
· card 𝑝 = 0, 075. Площа пiд

лiвою частиною функцiї належностi 𝑞 рiвна 1
2
· 1 · 0, 2 = 0, 1. Отже,

медiану шукатимемо наступним чином:

1

2
(𝑚𝑞 − 0, 2)(5𝑚𝑞 − 1) = 0, 15;

5𝑚2
𝑞 − 2𝑚𝑞 − 0, 05 = 0;

𝑚𝑞 ≈ 0, 424.

Оскiльки 𝑚𝑝 < 𝑚𝑞, робимо висновок, що 𝑝 < 𝑞.

4.1.5 Метод порiвняння можливих середнiх значень

Можливе середнє значення нечiткого числа (the possibilistic mean
value) заданого у iнтервальному виглядi, 𝑝 = [𝑎𝑙(𝛼), 𝑎𝑟(𝛼)], визначається
як зважене середнє значення 𝛼-перерiзiв нечiткого числа 𝑝:

𝐸𝑃 (𝑝) =

∫︁ 1

0

𝛼(𝑎𝑙(𝛼) + 𝑎𝑟(𝛼))𝑑𝛼.
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Iснує версiя даного методу, де замiсть 𝛼 використовується узагальнена
вагова функцiя 𝑓(𝛼).

Приклад 19. Нагадаємо, що в iнтервальному виглядi розглядуванi на-
ми нечiткi числа записуються наступним чином:

𝑝 = [0, 2𝛼; 1− 0, 8𝛼], 𝑞 = [0, 2 + 0, 2𝛼; 0, 5− 0, 1𝛼].

Тодi

𝐸𝑃 (𝑝) =

∫︁ 1

0

𝛼(0, 2𝛼 + 1− 0, 8𝛼))𝑑𝛼

=

∫︁ 1

0

(−0, 6𝛼2 + 𝛼)𝑑𝛼 = 0, 3;

𝐸𝑃 (𝑞) =

∫︁ 1

0

𝛼(0, 2 + 0, 2𝛼 + 0, 5− 0, 1𝛼))𝑑𝛼

=

∫︁ 1

0

(0, 1𝛼2 + 0, 7𝛼)𝑑𝛼 ≈ 0, 383.

Оскiльки 𝐸𝑃 (𝑝) < 𝐸𝑃 (𝑞), робимо висновок, що 𝑝 < 𝑞.

4.2 Методи порiвняння нечiтких чисел другого типу

У даному пiдроздiлi розглянемо тiльки один iз даного класу методiв –
а саме метод порiвняння, що базується на обчисленнi площ вiдповiдних
нечiтких чисел.

Для знаходження ступню, з яким одне нечiтке число менше або рiвне
за iнше, можна скористатися наступною функцiєю [11]:

𝑃 (𝑝 ≤ 𝑞) =
𝑆inf(𝑝)≤sup(𝑞)

𝑆𝑝+𝑆𝑞
,

де

𝑆inf(𝑝)≤sup(𝑞) =
∫︀ 1

0

(︀
max(0, 𝑞𝑟(𝛼)− 𝑝𝑙(𝛼))−max(0, 𝑞𝑙(𝛼)− 𝑝𝑟(𝛼)

)︀
𝑑𝛼,

де 𝑆𝑝 i 𝑆𝑞 є площами заданих нечiтких чисел. Очевидно, що дане вiдно-
шення задовiльняє наступним важливим властивостям:

i. 0 ≤ 𝑃 (𝑝 ≤ 𝑞) ≤ 1;

ii. 𝑃 (𝑝 ≤ 𝑞) = 1 тодi i тiльки тодi, коли правий кiнець першого нечi-
ткого числа, менший або рiвний лiвому кiнцю другого;

39



iii. 𝑃 (𝑝 ≤ 𝑞) = 0 тодi i тiльки тодi, коли лiвий кiнець носiя першого
числа, є бiльшим або рiвним правому кiнцю носiя другого числа;

iv. 𝑃 (𝑝 ≤ 𝑞) + 𝑃 (𝑞 ≤ 𝑝) = 1.

З останньої умови випливає, що 𝑃 (𝑝 ≤ 𝑝) = 1
2
.

Для вимiрювання схожостi нечiтких чисел, можна використати на-
ступну формулу:

𝑆(𝑝, 𝑞) =
𝑆𝑝∩𝑞

𝑆𝑝+𝑆𝑞−𝑆𝑝∩𝑞
,

де 𝑆𝑝, 𝑆𝑞, 𝑆𝑝∩𝑞 є площами вiдповiдних нечiтких чисел.
Легко бачити, що пропонована мiра задовiльняє насутпним умовам:

i. 0 ≤ 𝑆(𝑝, 𝑞) ≤ 1;

ii. 𝑆(𝑝, 𝑝) = 0;

iii. 𝑆(𝑝, 𝑞) = 𝑆(𝑞, 𝑝);

iv. 𝑆(𝑝, 𝑞) = 1 ⇐⇒ 𝑝 = 𝑞.

Приклад 20. Порiвняємо числа iз попереднього прикладу.
𝑆𝑡𝑖𝑙𝑑𝑒𝑝 = card 𝑝 = 0, 5, 𝑆𝑞 = card 𝑝 = 0, 15. З iншого боку,

𝑆inf(𝑝)≤sup(𝑞) =

=

∫︁ 1

0

(︀
max(0, 0, 5− 0, 1𝛼− 0, 2𝛼)−max(0, 0, 2 + 0, 2𝛼− 1 + 0, 8𝛼

)︀
𝑑𝛼

=

∫︁ 1

0

(︀
max(0, 0, 5− 0, 3𝛼)−max(0,−0, 8 + 𝛼

)︀
𝑑𝛼

=

∫︁ 1

0

(0, 5− 0, 3𝛼)𝑑𝛼−
∫︁ 1

0,8

(−0, 8 + 𝛼)𝑑𝛼 = 0, 35− 0, 02 = 0, 33.

Отже,
𝑃 (𝑝 ≤ 𝑞) =

𝑆inf(𝑝)≤sup(𝑞)

𝑆𝑝+𝑆𝑞
= 0,33

0,5+0,15
≈ 0, 508.

За даним методом порiвняння 𝑝 є меншим 𝑞 зi ступенем 0, 508.
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Лабораторна робота №4
Нехай 𝑝 та 𝑞 – два нечiткi числа трикутного вигляду.

Завдання:

1. Зобразити 𝑝 та 𝑞 графiчно.

2. Порiвняти 𝑝 та 𝑞 використовуючи методи порiвняння першого та
другого типу.

Зауваження: У варiантах завдань даної лабораторної роботи нечiткi
числа заданi через крайнi точки.

Варiанти завдань

Варiант 1. 𝑝 = (7; 10; 13), 𝑞 = (9, 11, 12).
Варiант 2. 𝑝 = (1; 5; 7), 𝑞 = (3, 4, 8).
Варiант 3. 𝑝 = (5; 7; 8), 𝑞 = (7, 8, 10).
Варiант 4. 𝑝 = (4; 8; 9), 𝑞 = (5, 7, 11).
Варiант 5. 𝑝 = (5; 9; 10), 𝑞 = (6, 8, 9).
Варiант 6. 𝑝 = (4; 7; 9), 𝑞 = (5, 6, 8).
Варiант 7. 𝑝 = (1; 3; 4), 𝑞 = (2, 4, 7).
Варiант 8. 𝑝 = (6; 9; 13), 𝑞 = (5, 10, 11).
Варiант 9. 𝑝 = (3; 8; 10), 𝑞 = (4, 5, 6).
Варiант 10. 𝑝 = (7; 9; 11), 𝑞 = (7, 10, 15).
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5 Нечiтке лiнiйне програмування
Класична модель лiнiйного програмування має вигляд:

𝑓(𝑥) = 𝑐𝑇𝑥 → max;

𝐴𝑥 ≤ 𝑏;

𝑥 ≥ 0;

𝑐, 𝑥 ∈ R𝑛, 𝑏 ∈ R𝑚, 𝐴 ∈ R𝑛×𝑛.

Логiчним кроком для узагальнення даної моделi є вiдмова вiд класи-
чних припущень щодо того, що коефiцiєнти 𝐴, 𝑏 та 𝑐 є чiткими числами,
що ≤ мається на увазi у чiткому сенсi, i що максимiзацiя також є чiткою.

Можливi рiзнi можифiкацiї стандартної моделi лiнiйного програму-
вання. По-перше особа, що приймає рiшення, може не вимагати макси-
мiзацiї чи мiнiмiзацiї цiльової функцiї, а, натомiсть, вимагати досягнення
певного прийматися як нечiткi, такi, що показують бажаний, нестрогий,
рiвень обмежень. Насамкiнець, обмеження на змiннi можуть також бути
нечiткими.

Взагалi кажучи, iснує велика кiлькiсть нечiтких узагальнень класи-
чної задачi лiнiйного програмування, єдиного унiфiкованого пiдходу не
iснує.

5.1 Симметричне лiнiйне програмування

Припустимо, що особа, що приймає рiшення, задає бажаний рiвень 𝑧
для цiльової функцiї. Тодi задача може бути сформульована наступним
чином:

𝑐𝑇𝑥 & 𝑧;

𝐴𝑥 . 𝑏;

𝑥 ≥ 0.

Тут & означає “значно бiльше, або рiвно”, а . – “значно менше, або
рiвно”. Дана модель є симетричною вiдносно цiльової функцiї та обме-
жень. Позначимо (−𝑐

𝐴
) = 𝐵, (−𝑧

𝑏
) = 𝑑. Тодi наша модель запишеться

наступним чином:

𝐵𝑥 . 𝑑;

𝑥 ≥ 0.
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Кожен iз (𝑚 + 1) рядкiв даної моделi можна представити функцiєю на-
лежностi 𝜇𝑖(𝑥). Функцiєю належностi розв’язку буде

𝜇𝐷̃(𝑥) = min
𝑖
{𝜇𝑖(𝑥)}.

𝜇𝑖(𝑥) можна iнтерпретувати як ступiнь, з яким 𝑥 задовiльняє нерiв-
нiсть 𝐵𝑖𝑥 ≤ 𝑑𝑖 (де 𝐵𝑖 позначає 𝑖-тий рядок матрицi 𝐵).

Припускаючи, що особа, що приймає рiшення, зацiкавлена не у нечi-
ткiй множинi, а у “оптимальному” розв’язку, ми можемо розглянути “ма-
ксимiзуючий розв’язок”, який отримується iз наступної задачi (не)лiнiйного
програмування:

max
𝑥≥0

min{𝜇𝑖(𝑥)} = max
𝑥≥0

𝜇𝐷̃(𝑥).

Визначимо вигляд функцiй 𝜇𝑖(𝑥). 𝜇𝑖(𝑥) повиннi бути рiвними нулю, якщо
обмеження (включаючи цiльову функцiю) строго порушуються, i рiвни-
ми одиницi, якщо обмеження строго задовольняються (тобто задоволь-
няються у чiткому сенсi). 𝜇𝑖(𝑥) повиннi бути монотонно зростаючими вiд
0 до 1, тобто

𝜇𝑖(𝑥) =

⎧⎪⎨⎪⎩
1, якщо 𝐵𝑖𝑥 ≤ 𝑑𝑖;

∈ [0, 1], якщо 𝑑𝑖 < 𝐵𝑖𝑥 ≤ 𝑑𝑖 + 𝑝𝑖; 𝑖 = 1, · · · ,𝑚+ 1;

0, якщо 𝐵𝑖𝑥 > 𝑑𝑖 + 𝑝𝑖.

Використовуючи найпростiший тип функцiї належностi, ми припу-
скаємо, що функцiя належностi зростає лiнiйно:

𝜇𝑖(𝑥) =

⎧⎪⎨⎪⎩
1, якщо 𝐵𝑖𝑥 ≤ 𝑑𝑖;

1− 𝐵𝑖𝑥−𝑑𝑖
𝑝𝑖

, якщо 𝑑𝑖 < 𝐵𝑖𝑥 ≤ 𝑑𝑖 + 𝑝𝑖; 𝑖 = 1, · · · ,𝑚+ 1;

0, якщо 𝐵𝑖𝑥 > 𝑑𝑖 + 𝑝𝑖.

𝑝𝑖 є суб’єктивно вибраними сталими допустимих вiдхилень обмежень та
цiльової функцiї. Чiткий розв’язок шукатимемо з умови:

max
𝑥≥0

min
𝑖

(︁
1− 𝐵𝑖𝑥− 𝑑𝑖

𝑝𝑖

)︁
.

Вводячи нову змiнну, зводимо дану задачу до чiткої задачi лiнiйного
програмування:

𝜆 → 𝑚𝑎𝑥;

𝜆𝑝𝑖 +𝐵𝑖𝑥 ≤ 𝑑𝑖 + 𝑝𝑖; 𝑖 = 1, . . . ,𝑚+ 1;

𝑥 ≥ 0.
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Розв’язавши дану задачу, отримуємо оптимальний розв’язок (𝜆, 𝑥0).
Iншим пiдходом є заданння ступеней вiдхилення для 𝑖-тої умови: 𝑡𝑖,

𝑖 = 1, . . . ,𝑚 + 1, 0 ≤ 𝑡𝑖 ≤ 𝑝𝑖. Тодi функцiї належностi задаються насту-
пним чином:

𝜇𝑖(𝑥) = 1− 𝑡𝑖
𝑝𝑖
.

Чiтким еквiвалентом даної моделi є наступна задача:

𝜆 → 𝑚𝑎𝑥;

𝜆𝑝𝑖 + 𝑡𝑖 ≤ 𝑝𝑖; 𝑖 = 1, . . . ,𝑚+ 1;

𝐵𝑖𝑥− 𝑡𝑖 ≤ 𝑑𝑖;

𝑡𝑖 ≤ 𝑝𝑖;

𝑥, 𝑡 ≥ 0.

Приклад 21. [17] Компанiя оптимiзує свiй гараж. Розглядаються чо-
тири типи вантажiвок iз вантажопiдйомнiстю 𝑥𝑖, 𝑖 = 1, · · · , 4. Ме-
тою є мiнiмiзувати витрати на автопарк, при цьому забезпечивши
усiх споживачiв товаром (що приводить до обмежень на сумарну ван-
тажопiдйомнiсть та до обмежень на оптимальний маршрут). Та-
кож, iз певних причин, вимагається наявнiсть не менш, нiж шести
маленьких вантажiвок. Поставленi умови привели до такої задачi лi-
нiйного програмування:

41400𝑥1 + 44300𝑥2 + 48100𝑥3 + 49100𝑥4 → 𝑚𝑖𝑛;

0, 84𝑥1 + 1, 44𝑥2 + 2, 16𝑥3 + 2, 4𝑥4 ≥ 170;

16𝑥1 + 16𝑥2 + 16𝑥3 + 16𝑥4 ≥ 1300;

𝑥1 ≤ 6;

𝑥2, 𝑥3, 𝑥4 ≥ 0.

Розв’язком цiєї задачi є 𝑥1 = 6, 𝑥2 = 16, 29, 𝑥3 = 0, 𝑥4 = 58, 96, мiнi-
мальнi витрати рiвнi 3864975.

Керiвництво компанiї було задоволено запропонованим планом, але
вирiшило послабити певнi умови. Оскiльки для формулювання обме-
жень було використане прогнозоване навантаження на транспорт, то
дана модель не враховувала пiковi навнтаження у перiод пiку замов-
лень.

Також виявилося, що на автопарк видiляється фiксований бюджет,
тож умова щодо “мiнiмiзацiї” витрат також є дещо надлишковою.

Пiсля перегляду моделi було запропоновано наступнi послаблення.
Нижнi межi iнтервалiв толерантностi:

𝑑1 = 3700000, 𝑑2 = 170, 𝑑3 = 1300, 𝑑4 = 6.
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Чiтка Нечiтка
𝑥1 = 6 𝑥1 = 17, 414
𝑥2 = 16, 29 𝑥2 = 0
𝑥3 = 0 𝑥3 = 0
𝑥4 = 58, 96 𝑥4 = 66, 54
𝑍 = 3864975 𝑍 = 3988250

Обмеження
1. 170 174,33
2. 1300 1343,328
3. 6 17,414

Табл. 1: Розв’язки чiткої та нечiткої задач

Довжини iнтервалiв толерантностi:

𝑝1 = 500000, 𝑝2 = 10, 𝑝3 = 100, 𝑝4 = 6.

Пiсля певних перетворень, приходимо до наступної задачi:

𝜆 → 𝑚𝑎𝑥;

0, 083𝑥1 + 0, 089𝑥2 + 0, 096𝑥3 + 0, 098𝑥4 + 𝜆 ≤ 8, 4;

0, 084𝑥1 + 0, 144𝑥2 + 0, 216𝑥3 + 0, 24𝑥4 − 𝜆 ≥ 17;

0, 16𝑥1 + 0, 16𝑥2 + 0, 16𝑥3 + 0, 16𝑥4 − 𝜆 ≥ 13;

0, 167𝑥1 − 𝜆 ≤ 1;

𝜆, 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4 ≥ 0.

Розв’язки чiткої та нечiткої задач наведено у табл. 1. Як можна ба-
чити iз розв’язкiв, “послаблення” умов було досягнуто за рахунок збiль-
шення вартостi на 3, 2%.

Основною перевагою нечiткого пiдходу, порiвняно iз чiтким, є те, що
особа, що приймає рiшення, не повинна чiтко формулювати постановку
задачi. Достатньо тiльки опису завдання у нечiтких термiнах.

Також слiд вiдмiтити, що лiнiйнi функцiї є досить грубим наближе-
нням. Втiм, бiльш складнi функцiї, що монотонно зростають (або спа-
дають) на iнтервалi [𝑑𝑖, 𝑑𝑖 + 𝑝𝑖] також можуть використовуватися при
моделюваннi.
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𝜇 = 0 𝜇 = 1
Цiльова функцiя 36 38
Обмеження 1 6 4
Обмеження 2 10 6
Обмеження 3 25 18

Табл. 2: Значення поступок

Рис. 5.8: Функцiї належностi цiльової функцiї та обмежень.

Приклад 22. Нехай маємо наступну задачу лiнiйного програмування:

𝑧 = 3𝑥1 + 5𝑥2 → 𝑚𝑎𝑥;

𝑥1 ≤ 4;

2𝑥2 ≤ 12;

3𝑥1 + 2𝑥2 ≤ 18;

𝑥1, 𝑥2 ≥ 0.

Розв’язком даної задачi є

𝑥1 = 2; 𝑥2 = 6; 𝑧 = 36.

Нехай ми хочемо отримати значення цiльової функцiї бiльше, нiж
36. Для цього ми згоднi поступитися на кiлька одиниць по обмежен-
ням. Величини поступок наведено у таблицi ??. Вiдповiдний загальний
вигляд функцiй належностi – на рис. 5.8.

В загальному виглядi нашi обмеження можна записати так:

𝜇(𝐶𝑖) ≥ 𝜆.

Розглянемо цiльову функцiю. Вигляд її функцiї належностi наведено
на рис. ??.
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Рис. 5.9: Функцiя належностi цiльової функцiї.

Нагадаємо формулу рiвняння прямої, що проходить через заданi двi
точки (𝑥0, 𝑦0), (𝑥1, 𝑦1):

𝑥− 𝑥0

𝑥1 − 𝑥0

=
𝑦 − 𝑦0
𝑦1 − 𝑦0

;

𝑦 = 𝑦0 +
𝑥− 𝑥0

𝑥1 − 𝑥0

· (𝑦1 − 𝑦0).

Використаємо останню формулу для рис. ??.

𝜇(𝐶0) = 0 +
(𝐶0)− 36

38− 36
· (1− 0).

𝜇(𝐶0) =
(𝐶0)− 36

2
=

(3𝑥1 + 5𝑥2)− 36

2
.

Останнiй вираз повинен бути не меншим 𝜆, тож отримуємо:

3𝑥1 + 5𝑥2 − 36

2
≥ 𝜆;

1.5𝑥1 + 2.5𝑥2 − 18 ≥ 𝜆;

1.5𝑥1 + 2.5𝑥2 − 𝜆 ≥ 18;

Аналогiчним чином знаходимо цiльовi функцiї обмежень. Для пер-
шого обмеження див. рис. ??.
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Рис. 5.10: Функцiя належностi першого обмеження.

𝜇(𝐶1) =
6− 𝑥1

2
≥ 𝜆;

−𝑥1 − 2𝜆 ≥ −6;

𝑥1 + 2𝜆 ≤ 6;

Кiнцево, отримуємо насутпну чiтку задачу:

𝜆 → max;

1.5𝑥1 + 2.5𝑥2 − 𝜆 ≥ 18;

𝑥1 + 2𝜆 ≤ 6;

0.25𝑥2 + 𝜆 ≤ 2.5;

0.43𝜆+ 0.286𝑥2 + 𝜆 ≤ 3.57;

𝑥1, 𝑥2, 𝜆 ≤ 0.

Розв‘язком нечiткої задачi є:

𝑥1 = 1.95; 𝑥2 = 6.39; 𝑧 = 37.8.

5.2 Задача нечiткого лiнiйного програмування iз чi-
ткою цiльовою функцiєю

Модель, у якiй цiльова функцiя є чiткою, а обмеження нечiткими, не є
симетричною – ролi цiльової функцiї та обмежень вiдрiзняються. Обме-
ження задають простiр можливих розв’язкiв у чiткому або нечiткому ви-
глядi, а цiльова функцiя задає порядок на множинi можливих розв’язкiв.
Основною проблемою при цьому є шкалювання цiльової функцiї (множи-
на визначення якої не є нормалiзованою) при узгодженнi її iз (нормалi-
зованими) обмеженнями.

Є два пiдходи до розв’язання даної задачi:
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1. Задання нечiткої множини “розв’язок задачi”.
2. Визначення чiткого “максимiзуючого розв’язку” шляхом агрегува-

ння цiльової функцiї пiсля вiдповiдних перетворень, здiйснених над
обмеженнями.

5.2.1 Задання нечiткої множини “розв’язок задачi”.

В [14] було запропоновано обчислення для усiх 𝛼-перерiзiв простору мо-
жливих розв’язкiв, вiдповiднi оптимальнi значення для цiльової функцiї
розглядаються як нечiтка множина “розв’язок задачi” з оптимальними
значеннями цiльової функцiї та вiдповiдними степенями належностi 𝛼.

Приклад 23. [17] Розглянемо наступну задачу:

𝑧 = 2𝑥1 + 𝑥2 → max;

𝑥1 . 3;

𝑥1 + 𝑥2 . 4;

5𝑥1 + 𝑥2 . 3;

𝑥1, 𝑥2 ≥ 0.

“Iнтервали толерантностi” обмежень рiвнi 𝑝1 = 6, 𝑝2 = 4, 𝑝3 = 2.
Тодi вiдповiдна параметрична задача лiнiйного програмування для

визначення взаємозв’язку мiж 𝑓(𝑥) = 𝛼 та ступеню належностi ма-
тиме вигляд:

𝑧 = 2𝑥1 + 𝑥2 → max;

𝑥1 ≤ 9− 6𝛼;

𝑥1 + 𝑥2 ≤ 8− 4𝛼;

5𝑥1 + 𝑥2 ≤ 5− 2𝛼;

𝑥1, 𝑥2 ≥ 0.

Правi частини нерiвностей отриманi за наступним алгоритом. Не-
хай 𝜇𝑖(𝑥) – функцiя належностi правої частини. Тодi 𝑖-те обмеження
запишеться у виглядi:

𝑎𝑖1𝑥1 + · · ·+ 𝑎𝑖𝑛𝑥𝑛 ≤ 𝜇−1(𝛼).

У випадку лiнiйної функцiї належностi, маємо

𝜇−1(𝛼) = 𝑏𝑖 + 𝑝𝑖(1− 𝛼).

Так, у нашому прикладi маємо наступнi данi:
Особа, що приймає рiшення, повинна визначити, якi пари (𝛼, 𝜇𝑓(𝛼))

є для неї прийнятними.
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𝑖 𝑏𝑖 𝑝𝑖 Права частина
1 3 6 3 + 6(1− 𝛼) = 9− 6𝛼
2 4 4 4 + 4(1− 𝛼) = 8− 4𝛼
2 3 2 3 + 2(1− 𝛼) = 5− 2𝛼

Табл. 3: Правi частини параметричної задачi

5.2.2 Визначення чiткого “максимiзуючого розв’язку” шляхом
агрегування цiльової функцiї.

Нехай 𝑓 : 𝑋 → R – цiльова функцiя, 𝑅̃ – нечiтка область (простiр
розв’язкiв), 𝑆(𝑅̃) – носiй 𝑅̃. Максимiзуюча множина над нечiткою
множиною 𝑀𝑅(𝑓) тодi визначається наступною функцiєю належностi:

𝜇𝑀𝑅(𝑓)(𝑥) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
0, якщо 𝑓(𝑥) ≤ inf𝑆(𝑅̃) 𝑓 ;

𝑓(𝑥)−inf𝑆(𝑅̃) 𝑓

sup𝑆(𝑅̃) 𝑓−inf𝑆(𝑅̃) 𝑓
, якщо inf𝑆(𝑅̃) 𝑓 < 𝑓(𝑥) < sup𝑆(𝑅̃) 𝑓 ;

1, якщо sup𝑆(𝑅̃) 𝑓 ≤ 𝑓(𝑥).

Перетин цiєї множини iз нечiткою множиною “розв’язок задачi” може
бути використаний для знаходження максимiзуючого розв’язку 𝑥0, як
розв’язку iз найвищим ступенем належностi у данiй нечiткiй множинi.
Оптимальним був би пошук найбiльш можливого значення 𝑓 зi ступенем
належностi 1 у множинi визначення.

Нехай 𝑓 : 𝑋 → R – цiльова функцiя, 𝑅̃ – нечiтка область (простiр
розв’язкiв), 𝑆(𝑅̃) – носiй 𝑅̃, 𝑅1 – 𝛼-перерiз множини 𝑅̃ для 𝛼 = 1. Фун-
кцiя належностi мети (цiльової функцiї) над простором розв’язкiв 𝑅̃
визначається наступним чином:

𝜇𝐺̃(𝑥) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
0, якщо 𝑓(𝑥) ≤ sup𝑅1

𝑓 ;
𝑓(𝑥)−sup𝑅1

𝑓

sup𝑆(𝑅̃) 𝑓−sup𝑅1
𝑓
, якщо sup𝑅1

𝑓 < 𝑓(𝑥) < sup𝑆(𝑅̃) 𝑓 ;

1, якщо sup𝑆(𝑅̃) 𝑓 ≤ 𝑓(𝑥).

Вiдповiдна функцiя належностi у функцiональному просторi матиме ви-
гляд:

𝜇𝐺̃(𝛼) =

{︃
sup𝑥∈𝑓−1(𝑟), якщо 𝑟 ∈ R, 𝑓−1(𝛼) ̸= ∅;

0, в iнших випадках.

Приклад 24. Розглянемо задачу iз попереднього прикладу. Для даної
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моделi 𝑅1 визначатиметься iз спiввiдношень:

𝑥1 ≤ 3;

𝑥1 + 𝑥2 ≤ 4;

5𝑥1 + 𝑥2 ≤ 3;

𝑥𝑔𝑒𝑞0.

Супремумом цiльової функцiї у цiй областi є

sup
𝑅1

2𝑥1 + 𝑥2 = 7.

Рис. 5.11: Функцiї належностi цiлi та розв’язку.

Використовуючи мiнiмаксний пiдхiд, отримуємо розв’язок:

𝑥0
1 = 5, 84; 𝑥0

2 = 0, 05; 𝑟0 = 11, 73; 𝜇𝑅̃(𝑥0) = 0, 53.

Припустимо тепер, що у нашiй моделi є як чiткi, так i нечiткi обме-
ження:

𝑓(𝑥) = 𝑐𝑇𝑥 → max;

𝐴𝑥 . 𝑏;

𝐷𝑥 ≤ 𝑏′;

𝑥 ≥ 0.

Множину обмежень позначатимемо 𝑅̃.
Нехай функцiї належностi нечiтких обмежень мають вигляд:

𝜇𝑖(𝑥) =

⎧⎪⎨⎪⎩
1, якщо 𝐴𝑖𝑥 ≤ 𝑏𝑖;
𝑏𝑖+𝑝𝑖−𝐴−𝑖𝑥

𝑝𝑖
, якщо 𝑏𝑖 < 𝐴𝑖𝑥 ≤ 𝑏𝑖 + 𝑝𝑖;

1, якщо 𝐴𝑖𝑥 > 𝑏𝑖 + 𝑝𝑖.
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Функцiя належностi цiльової функцiї може бути визначена розв’язанням
наступних двох задач лiнiйного програмування:

𝑓(𝑥) = 𝑐𝑇𝑥 → max;

𝐴𝑥 ≤ 𝑏;

𝐷𝑥 ≤ 𝑏′;

𝑥 ≥ 0,

звiдки отримуємо sup𝑅1
𝑓 = (𝑐𝑇𝑥)𝑜𝑝𝑡 = 𝑓1, i

𝑓(𝑥) = 𝑐𝑇𝑥 → max;

𝐴𝑥 ≤ 𝑏+ 𝑝;

𝐷𝑥 ≤ 𝑏′;

𝑥 ≥ 0,

звiдки отримуємо sup𝑆(𝑅̃) 𝑓 = (𝑐𝑇𝑥)𝑜𝑝𝑡 = 𝑓0.
Тож функцiя належностi цiльової функцiї матиме вигляд:

𝜇𝐺̃(𝑥) =

⎧⎪⎨⎪⎩
1, якщо 𝑓0 ≤ 𝑐𝑇𝑥;
𝑐𝑇 𝑥−𝑓1
𝑓0−𝑓1

, якщо 𝑓1 < 𝑐𝑇𝑥 ≤ 𝑓0;

0, якщо 𝑐𝑇𝑥 > 𝑓1.

Для знаходження розв’язку у даному випадку нам слiд розв’язати на-
ступну чiтку задачу лiнiйного програмування:

𝜆 → max;

𝜆(𝑓0 − 𝑓1)− 𝑐𝑇𝑥 ≤ −𝑓1;

𝜆𝑝+ 𝐴𝑥 ≤ 𝑏+ 𝑝;

𝐷𝑥 ≤ 𝑏′;

𝜆 ≤ 1;

𝜆, 𝑥 ≥ 0.
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Лабораторна робота №5
Завдання:

Розв’яжiть задану задачу лiнiйного програмування. Самостiйно за-
дайте поступки для цiльової функцiї та обмежень, розв’яжiть вiдповiдну
нечiтку задачу.

Варiант 1.

2𝑥1 + 5𝑥2 → max;

𝑥1 + 𝑥2 ≥ 4,

4𝑥1 + 6𝑥2 ≤ 24,

3𝑥1 + 8𝑥2 ≤ 24,

𝑥1, 𝑥2 ≥ 0.

Варiант 2.

𝑥1 − 5𝑥2 → min;

𝑥1 + 𝑥2 ≥ 4,

4𝑥1 + 6𝑥2 ≤ 24,

3𝑥1 + 8𝑥2 ≤ 24,

𝑥1, 𝑥2 ≥ 0.

Варiант 3.

𝑥1 − 𝑥2 → max;

𝑥1 + 2𝑥2 ≥ 6,

2𝑥1 + 5𝑥2 ≤ 10,

12𝑥1 + 8𝑥2 ≤ 24,

𝑥1, 𝑥2 ≥ 0.

Варiант 4.

2𝑥1 + 3𝑥2 → min;

𝑥1 + 2𝑥2 ≥ 6,

2𝑥1 + 5𝑥2 ≤ 10,

12𝑥1 + 8𝑥2 ≤ 24,

𝑥1, 𝑥2 ≥ 0.
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Варiант 5.

2𝑥1 + 5𝑥2 → max;

2𝑥1 + 3𝑥2 ≥ 6,

𝑥1 + 6𝑥2 ≤ 18,

2𝑥1 + 3𝑥2 ≤ 12,

𝑥1, 𝑥2 ≥ 0.

Варiант 6.

2𝑥1 + 3𝑥2 → max;

𝑥1 + 2𝑥2 ≥ 2,

2𝑥1 + 5𝑥2 ≤ 10,

12𝑥1 + 8𝑥2 ≤ 24,

𝑥1, 𝑥2 ≥ 0.

Варiант 7.

2𝑥1 + 5𝑥2 → min;

𝑥1 + 𝑥2 ≥ 4,

4𝑥1 + 6𝑥2 ≤ 24,

3𝑥1 + 8𝑥2 ≤ 24,

𝑥1, 𝑥2 ≥ 0.

Варiант 8.

10𝑥1 − 𝑥2 → max;

𝑥1 + 2𝑥2 ≥ 2,

2𝑥1 + 5𝑥2 ≤ 10,

12𝑥1 + 8𝑥2 ≤ 24,

𝑥1, 𝑥2 ≥ 0.

Варiант 9.

2𝑥1 + 𝑥2 → max;

3𝑥1 + 𝑥2 ≥ 4,

𝑥1 − 6𝑥2 ≤ 24,

3𝑥1 + 8𝑥2 ≤ 24,

𝑥1, 𝑥2 ≥ 0.
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Варiант 10.

12𝑥1 + 3𝑥2 → max;

2𝑥1 + 3𝑥2 ≥ 6,

2𝑥1 + 6𝑥2 ≤ 18,

2𝑥1 + 𝑥2 ≤ 12,

𝑥1, 𝑥2 ≥ 0.
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