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Аналітично досліджено асимптотичні властивості трицентрової квазімолеку-

лярної системи ( ) ++− + ba ZZ BA 1
2 , яка складається з гомоядерної двоатомної мо-

лекули та багатозарядного атомарного іону. В рамках непертурбативного ква-
зікласичного підходу обчислено асимптотику (при великих відстанях R між 
взаємодіючими частинками) потенціалу одноелектронної обмінної взаємодії.  

 
 

1. Вступ 
 

Процеси одноелектронного захоплення 
у повільних зіткненнях багатозарядних іо-
нів +bZB  з молекулами ( )+−1

2
aZA  виду 

( ) ( )+−+++− +→+ 1
2

1
2

baba ZZZZ BABA        (1) 
становлять значний інтерес як для теоре-
тичної атомної фізики, так і для приклад-
них галузей, таких, як фізика плазми та ас-
трофізика. При теоретичному дослідженні 
таких процесів основними є відомості про 
обмінну енергію E∆  між електронними 
станами квазімолекулярної системи 

[ ]( )+−+ 1
2

ba ZZBA  [1]. Більш того, обмінна ене-
ргія має вирішальне значення не лише для 
розуміння процесів електронного захоп-
лення у атомних зіткненнях, але і в дослі-
дженнях хімічного зв’язку [2]-[6] та магне-
тизму в багаточастинкових системах [7]. У 
теоретичних дослідженнях процесів елект-
ронного обміну (1) у багатьох випадках 
необхідно знати обмінні взаємодії при ве-
ликих відстанях R  між атомними частин-
ками, оскільки вони асоціюються з вели-
кими перерізами вказаних процесів. Проте, 
їх точне обчислення в асимптотичній об-
ласті великих R  за допомогою традицій-
них ab-initio методів наразі вимагає знач-
них обчислювальних зусиль. Це особливо 
стосується процесів зіткнень за участю ба-
гатозарядних іонів, для яких необхідно 
враховувати велике число високозбудже-
них квазімолекулярних станів. 

Однією із привабливих альтернатив 
стандартним ab-initio підходам для обчис-
лення асимптотики обмінної енергії є ме-
тод поверхневих інтегралів [8]-[11]. У 
цьому методі обмінна взаємодія E∆  може 
бути представлена в термінах поверхнево-
го інтегралу по поверхні S , яка розділяє 
області локалізації електрона в початково-
му aΨ  та кінцевому bΨ  станах відповідно 

квазімолекул ( ) ++− + ba ZZ BA 1
2  та 

( )+−+ + 1
2

ba ZZ BA : 

( )∫ Ψ∇Ψ−Ψ∇Ψ=∆
S

abbaSdE **
r

.         (2) 

Метод поверхневих інтегралів дозволяє 
одержати потенціал обмінної взаємодії E∆  
у замкнутому аналітичному вигляді із яс-
ною фізичною інтерпретацією його струк-
тури. Детальні огляди застосувань методу 
поверхневих інтегралів у теоретичних до-
слідженнях процесів атомних зіткнень та 
хімічного зв’язку можна знайти в [1] та [4]. 

В рамках методу Ландау-Херінга, при 
обчисленні поверхневого інтегралу (2) 
хвильові функції ( )ba ΨΨ  можна замінити 

(у всьому конфігураційному просторі за 
винятком малих областей в околі збурюю-
чої частинки) наближеними розв’язками 

( ) ( )( )bbaa χχ 00 ΨΨ , де ( ) ( )( )00
ba ΨΨ  - хвильова фу-

нкція ізольованої частинки ( )+−1
2

aZA  
( )( )+−1bZB . Збурення хвильових функцій aΨ  

та bΨ  відповідно іонами +bZB  і +aZA2 , що 

знаходяться на великих відстанях R , мож-
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на врахувати за допомогою поправкових 
функцій ( ) ( )( )...exp 21 −−−= aa

a SSχ  та 
( ) ( )( )...exp 21 −−−= bb

b SSχ , де ( )baS ,
1 , ( )baS ,

2  - 

величини вищого порядку за R/1  і можуть 
бути обчислені методами теорії збурень 
Релея-Шредінґера [5,8-12]. Альтернатив-
ний непертурбативний метод, запропоно-
ваний у роботі [13], полягає у наближено-
му обчисленні хвильових функцій aΨ  та 

bΨ  у рамках стандартного квазікласичного 

наближення [14]. 
Незважаючи на успішне застосування 

методу поверхневих інтегралів до дослі-
дження хімічного зв’язку у двоатомних [2-
5] та триатомних [6] системах, його засто-
сування до проблем зарядового обміну в 
іон-молекулярних зіткненнях, наскільки 
нам відомо, обмежується роботами [15,16]. 
Метою даної роботи є обчислення голо-
вного члену розкладу експоненціально ма-
лої одноелектронної обмінної взаємодії 
між квазімолекулярними конфігураціями 

( ) ++− + ba ZZ BA 1
2  та ( )+−+ + 1

2
ba ZZ BA  в рамках 

квазікласичного підходу. 
 

2. Одноелектронна трицентрова  
хвильова функція системи  

[ ]( )+−+ 1
2

ba ZZBA  
 

Електронний гамільтоніан системи 

[ ]( )+−+ 1
2

ba ZZBA  залежить від трьох парамет-
рів: відстані R  від центра мас двоатомної 
молекули +aZA2  до іона +bZB , відстані d  
між однаковими ядрами молекулярного 

іона +aZA2  і кута β  між векторами d
r

 і R
r

 
(рис. 1).  

Розглянемо рівняння Шредінґера, що 
описує рух електрона в аксіально-
симетричному потенціалі aV  іона двоато-

мної молекули +aZA2  та сферично-

симетричному потенціалі bV  атомарного 

іона +bZB  
( ) ( )( ) ( ) 02/ =Ψ−++∆− abbaa rErVrV

r
,   (3) 

де ( )ar
rΨ  та E  - відповідно хвильова функ-

ція та енергія активного електрона, ar
r

 та 

Rrr ab

rrr −=  - радіус-вектори електрона від-

носно молекулярного іона +aZA2  та атомар-

ного іона +bZB  (рис. 1). Ефективні потенці-
али aV  і bV  мають наступну асимптотичну 

поведінку: 
( )
( ) ,/

,/

bbrbb

aaraa

rZrV

rZrV

b

a

− →
− →

∞→

∞→           (4) 

де aZ  і bZ  - асимптотичні заряди відповід-

но молекулярного +aZA2  та атомного +bZB  
залишків. 
 

 
 

Рисунок 1. Геометрія квазімолекули 

[ ]( )+−+ 1
2

ba ZZBA . 
У границі, коли ∞→R , спектр власних 
значень енергії рівняння (3) збігається з 
власними значеннями ( )0

aE  або ( )0
bE  відпо-

відно ізольованих іонів +aZA2  та +bZB . По-

значимо через aE  збурені рівні енергії у 

випадку, коли електрон перебуває у 
зв’язаному стані двоатомної молекули 

( )+−1
2

aZA  (квазімолекула ( ) ++− + ba ZZ BA 1
2 ), та 

bE , якщо електрон зв’язаний з атомним 

іоном +bZB  (квазімолекула ( )+−+ + 1
2

ba ZZ BA ). 

Знайдемо асимптотичні розв’язки ( )r
rΨ  

трицентрового рівняння (3) у випадку, ко-
ли стан електрона у полі іонного залишку 

+bZB  невироджений. Позначимо через d  
рівноважну відстань між ядрами двоатом-
ної молекули. Запровадимо системи коор-
динат { }zyx ,,  та { }zyx ′′′ ,,  із спільним 
центром O  посередині відрізка d , так, 
щоб вісь z  була направлена вздовж векто-

ра R
r

, а вісь z′  - уздовж вектора d
r

 (рис. 1). 
Перехід від { }zyx ′′′ ,,  до { }zyx ,,  визнача-
ється трьома кутами Ейлера γβα ,,  [17]. 
Оскільки взаємна орієнтація координатних 
осей ( )xx ,′  та ( )yy ,′  заздалегідь не фіксо-
вана, зручно вибрати їх таким чином, щоб 
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OyyO ||′ . У цьому випадку 0== γα  і пе-

рехід від { }zyx ′′′ ,,  до { }zyx ,,  можна здійс-
нити одним поворотом навколо осі yO ′  
(або Oy ) на кут β .  

Визначимо одноелектронну трицентро-
ву хвильову функцію ( )ra

rΨ  у далекій під-

бар’єрній області, де 2/~ Rra . Використо-

вуючи в рівнянні (3) асимптотичні вирази 
(4) для потенціалів aV  і bV , одержимо 

( ) 0
2

=Ψ







+++∆

aaa
b

b

a

a rE
r

Z

r

Z r
,     (5) 

де ( ) ( )20 /1/ RORZEE baa +−= . Рівняння (5) 

будемо розв’язувати з наступною гранич-
ною умовою: 

( ) ( )( )aaRrnaa rr
aa

rr 0

2 2 Ψ →Ψ
<<<<

.     (6) 

Нормована власна функція ( )0
aΨ  двоатом-

ної молекули ( )+−1
2

aZA  в області Rra <<′<<1  

може бути зображена у вигляді одноцент-
рової хвильової функції: 

( )( ) ( )

( )( ) 2/1/

/1

2

0

2exp

2

−′−

′−−

<<′<<

′×

×′′≈′Ψ

πϕ

θ

aa
nr

nrnZ
aa

Rrn
aa

ime

erAr

aa

aaaa

aa

r

,  (7) 

де aa ϕθ ′′ ,  - сферичні кути вектора ar ′r  у ко-

ординатній системі { }zyx ′′′ ,, , am  - проек-

ція орбітального моменту al  електрона на 

молекулярну вісь d
r

, ( )( ) 2/102
−−= aa En . 

Асимптотичний коефіцієнт можна одержа-
ти, розклавши його за нормованими при-
єднаними поліномами Лежандра ( )a

m θ ′Θ
l

  

( ( ) ( ) ( ) 2/12, −Θ=Υ πθϕθ ϕimmm e
ll

, де ( )ϕθ ,m
l

Υ  - 

нормовані сферичні гармоніки): 

( ) ( )∑
∞

=
+ ′Θ=′

1,0s
a

m
ms

m
sa

a

a

aaaA θθ l .         (8) 

Коефіцієнти розкладу aam
sa l  обчислюють, 

порівнюючи асимптотику хвильової функ-
ції (7) з точною (чисельною) електронною 
хвильовою функцією, а підсумовування в 
(8) проводиться за цілими s  тієї ж парнос-
ті, що і число δ : 





−
−

=
.,1

,,0

непарнеmlякщо

парнеmlякщо

aa

aaδ  

При переході від системи координат 
{ }zyx ′′′ ,,  до { }zyx ,,  вираз (8) для асимп-

тотичного коефіцієнта ( )aA θ ′  перетворю-

ється наступним чином [17]: 
 

( )
( )

( )

( ) )9(,,

0,,0
2 1,0

aa
k

ms

s

ms

msk

ms
km

m
s

im

a

a

a

a

a

a

aa

aa

Da
e

A

ϕθ

β
π

θ
ϕ

+

∞

=

+

+−=

+
′

Υ×

×=′ ∑ ∑ l

 

де ( )γβα ,,j
mmD ′  - функції Віґнера, а aa ϕθ ,  - 

сферичні кути вектора ar
r

 в координатній 

системі { }zyx ,,  (зазначимо, що ba ϕϕ ≡ ). 

Використовуючи (9), одержимо наступне 
зображення асимптотики хвильової функ-
ції ( )( )aa r

r0Ψ  у координатній системі 

{ }zyx ,, : 
 

( )( ) ( )

( )
( ) ( ).,0,,0

/exp

1,0

1

2

0

2

aa
k

ms
s

ms

msk

ms
km

m
s

aa
nZ

a
Rrn

aa

a

a

a

a

a

aa

aa

aa

Da

nrrr

ϕθβ +

∞

=

+

+−=

+

−

<<<<

Υ×

×−=Ψ

∑ ∑ l

r

(10) 

Розв’язок рівняння (5) у міжцентровій 
області ( )2/~ Rz  шукаємо у вигляді: 

 

( ) ( )
( )

( ) ( ),,0,,0

1,0
2/~

aa
k

ms

ms
km

s

ms

msk

m
s

a

aa

Rr
aa

a

a

a

a

a

aa

a

D

a
r

rQ
r

ϕθβ +
+

∞

=

+

+−=

Υ×

×≈Ψ ∑ ∑ l

r
r

  (11) 

де сферичні гармоніки ( )aa
k

ms a
ϕθ ,+Υ  ви-

значають основну залежність функції 
( )aa r
rΨ  від кутів aa ϕθ , . У той же час зале-

жність функції ( )aa rQ
r

 від напрямку ar
r

 сла-

бка і обумовлена наявністю іона +bZB  на 
асимптотично великій відстані R . 

У сферичних координатах ( )ϕθ ,,r  опе-
ратор Лапласа ∆  має вигляд [11]: 

 

Ω∆+
∂
∂

∂
∂=∆

2
2

2

11

rr
r

rr
,            (12) 

де Ω∆  - кутова частина оператора ∆ : 

2

2

2sin

1
sin

sin

1

ϕθθ
θ

θθ ∂
∂+

∂
∂

∂
∂=∆Ω . 

Підставивши вирази (11) і (12) у рівняння 
(2.5) та використавши співвідношення 

( ) ( )
( ) ( ),,1

,

aa
k

msa

aaa
k

ms

a

a

ms

ms

ϕθ

ϕθ

+

+Ω

Υ++×

×+−=Υ∆
 

одержимо: 
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( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) +





∆Υ−
∂

∂
Υ− Ω++

∞

=

+

+−=

+∑ ∑ aaaa
k

ms
aa

aa

a
aa

k
ms

s

ms

msk

ms
km

m
s rQ

rr

rQ

r
Da

aa

a

a

a

a

aa
r

r
l ϕθϕθβ ,

2

11
,

2

1
0,,0

32

2

1,0

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) −Υ∇∇−Υ++++ ++ aa
k

msaa

a

aa
k

msaaaa

a
aa

rQ
r

rQmsms
r

ϕθϕθ ,
1

,1
2

1
33

rr
 

( ) ( ) ( ) 0,// =




Υ+−+− + aa
k

ms
a

aa
aabaa ar

rQ
ERrZrZ ϕθ

r
rr

. 

 

Оскільки ( ) 00,,0,0 ≠≠ + βa

a

aa ms
km

m
s Da l , 

із останнього рівняння маємо: 
 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) 0,
2

1
1

,

2,

222

2

2

=Υ∇∇+







+++−∆Υ+

+



























+

−
++

∂
∂Υ

+
Ω

+

+

aa
k

msaa
a

aaaa
aa

aa
aa

k
ms

aaa

a

b

a

a

a

aak
ms

aa

a

rQ
r

rQmsms
rr

rQ

rQE
Rr

Z

r

Z

r

rQ

ϕθϕθ

ϕθ

rr
r

r
rr

r

.  (13) 

Знехтувавши в (13) членами порядку 
2−R  (і вище), які малі при 1>>R , одержи-

мо наступне рівняння для функції ( )aa rQ
r

 в 

області 2/~ Rra : 

( ) ( ) ( ) 02
2

2

=− aaa
a

aa rQrp
dr

rQd rr
r

,     (14) 

де квазіімпульс ( )arp
r

: 

( )














−
−−=

Rr

Z

r

Z
Erp

a

b

a

a
aa rr

r
22 .  (15) 

Рівняння (14) - одновимірне, а функція 
( )aa rQ
r

 залежить від кутів aa ϕθ ,  парамет-

рично. При Rrn aa <<<<22  розв’язок рів-

няння (14) (точніше – хвильова функція 
(11)) повинен збігатися з асимптотикою 
(10) незбуреної хвильової функції ( )0

aΨ . 

Оскільки тунелювання електрона через 
потенціальний бар’єр, що розділяє центри 

+aZA2  і +bZB , відбувається, в основному, 

уздовж осі R
r

, зобразимо ( )arp
r

 у вигляді: 

( ) ( ) ( )2222 / ROzprp a ρ+≈r
,       (16) 

де ( )zp  - квазіімпульс при русі електрона в 

напрямку осі R
r

 

( ) 








−
−−=

zR

Z

z

Z
Ezp ba

a22 .       (17) 

Тут z  - компонента вектора ar
r

 уздовж R
r

, 

а ρ  - відстань від осі R
r

: ...,
2

2

++≈
z

zr
ρ

 

,222 yx +=ρ  ,R<<ρ  Rz ~ . 

Оскільки constz = , маємо ( )zddra 2/2ρ≈ , 

що дозволяє зобразити розв’язок рівняння 
(14) у вигляді: 

( ) ( ) ( )








−≈

z

zp
zQrQ aaa 2

exp
2ρr

,    (18) 

де ( )zQa  - квазікласичний розв’язок рів-

няння 
( ) ( ) ( ) 02

2

2

=− zQzp
dz

zQd
a

a .       (19) 

Загальний розв’язок рівняння (19), що від-
повідає фізичній постановці задачі, у ква-
зікласичному наближенні має стандартний 
вигляд 

( ) ( ) ( )













′′−= ∫

z

z

a zdzp
zp

C
zQ

1

exp ,   (20) 

а 2,1z  - точки повороту на між'ядерній осі: 

.
4

2

1

2

1

2/12

2,1














−









 −−±

±







 −−=

a

a

a

ab

a

ab

E

RZ

E

ZZ
R

E

ZZ
Rz

   (21) 

Константу нормування C  в розв’язкові 
(20) знайдемо, підставивши одержані вира-
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зи (18), (20) у хвильову функцію (11) і 
"зшиваючи" одержаний розв’язок із грани-
чною умовою (10) при Rrn aa <<<<22 : 

aa Zn

aa

a e

Zn

n
C 








=

2

1 2

,  ...718.2=e    (22) 

Використовуючи результати (11), (18), 
(20) та (22), одержимо кінцевий вираз для 
асимптотики одноелектронної трицентро-
вої хвильової функції ( )aa r

rΨ  квазімолеку-

ли ( ) ++− + ba ZZ BA 1
2  у далекій підбар’єрній 

області у квазікласичному наближенні: 

( ) ( ) ( )

( )
( )

( ),,

0,,0

2
exp

1,0

2

2/~

aa
k

ms

s

ms

msk

ms
km

m
s

a

Rr
aa

a

a

a

a

a

aa

a

Da

z

zp

z

zQ
r

ϕθ

β

ρ

+

∞

=

+

+−=

+

Υ×

××

×







−≈Ψ

∑ ∑ l

r

  (23) 

( ) ( )

( ) .exp

2
1

1

2














′′−×

×







=

∫
z

z

Zn

aa

a

a

zdzp

e

Zn

zpn
zQ

aa

    (24) 

Дослідимо двоцентрову границю одержа-
ної трицентрової хвильової функції (23), 
(24). Оскільки у границі об’єднаних атомів 

0=β  і, отже, ( )
a

a

a km
ms

kmD δ=+ 0,0,0 , а також 

{ } { }ϕθϕθ ,,,, rr ≡′′ , то вирази (23) і (24) 
приводять до наступної асимптотики ква-
зікласичної одноелектронної двоцентрової 
хвильової функції системи "атом + іон": 

( ) ( )

( ) ( ),,
2

exp
2

0

2/~

aa
m

a

Rr
aa

a

a

a

z

zp

z

zQA
r

ϕθρ
l

r

Υ







−×

×≈Ψ
    (25) 

де 0A  - асимптотичний коефіцієнт [18] 

хвильової функції валентного електрона в 
об’єднаному іоні ( )+−1aZA : 

( )( )

( ).,

/1
0

2

0

2

aa
m

nrnZ
a

nr
aa

a

a

aaaa

aa

erAr

ϕθ
l

r

Υ×

×=Ψ −−

>>    (26) 

Використовуючи (25), легко одержати 
вираз для асимптотики одноелектронної 
трицентрової хвильової функції ( )bb r

rΨ  

квазімолекули ( )+−+ + 1
2

ba ZZ BA . Для цього 
достатньо у виразах (24) та (25) виконати 

наступні заміни: ba ZZ → , 00 BA → , 

ba nn → , ba ll → , ba mm → , 21 zz → , 

zRzz −=′→ , ba θπθ −→ , ba ϕϕ → . Ре-

зультат має вигляд: 

( ) ( ) ( )

( ) ( ),,
2

exp

1

2

0

2/~

bb
m

b
l

Rr
bb

b

b

b

b

z

zp

z

zQB
r

ϕθρ
l

r

Υ








′
′

−×

×
′

′−≈Ψ
     (27) 

де 

( ) ( )

( ) .exp

2
1

2

2














′′′′×

×








′
=′

∫
′z

z

Zn

bb

b

b

zdzp

e

Zn

zpn
zQ

bb

  (28) 

Тут ( )( ) 2/102
−−= bb En , а 0B  - асимптотичний 

коефіцієнт хвильової функції валентного 
електрона в багатозарядному іоні ( )+−1bZB : 

( )( ) ( )

( ).,

1

/

1
0

2

0

2

bb
mnr

nZ
b

nr
ab

b

b

bb

bbb

bb

e

rBr

ϕθ
l

lr

Υ×

×−=Ψ

−

−

>>   (29) 

Зазначимо, що двоцентровий аналог три-
центрової функції (27) був раніше одержа-
ний у праці [13] і використовувався для 
дослідження процесів одно- (робота [13]) 
та двоелектронної (робота [19]) перезаряд-
ки у повільних іон-атомних зіткненнях. 
 

3. Одноелектронна обмінна взаємодія 
 

Обчислимо тепер поверхневий інтеграл 
(2), використовуючи одержані вище три-
центрові хвильові функції aΨ  (вирази (23), 

(24)) та bΨ  (вирази (27), (28)). Виконуючи 

обчислення у циліндричних координатах 
{ }baz ϕϕϕρ ≡≡,, , одержимо: 

 

( )

( ) ( )

( )
( )

( ) ( ),,,

0,,0

2
exp

1

*
2

0

1,0

0

2

ϕθϕθϕ

β

ρρρ

ω

π

b
m

a
k

ms

s

ms

msk

ms
km

m
s

ab
l

n

b

ba

a

a

a

a

aa

b

d

Da

zz

zzzp
d

zz
E

l

l

ΥΥ×

××

×








′
′+−×

×
′⋅

−=∆

+

∞

=

+

+−=

+

∞

∫

∑ ∑

∫
       (30) 
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( ) ( ) ( ) ( )

( ) .exp

22

2

2

1

22
0














−×

×















=

=−=

∫
z

z

Zn

bb

Zn

aa

ba

a
b

b
aab

dzzp

e

Zn

e

Zn

nn

B
dz

zdQ
zQ

dz

zdQ
zQ

bbaa

ω

   (31) 

Оскільки близько до осі R
r

 справедливі 
розклади [11] 

( )
π

ρϕθ
ϕ

2
,

imm
mm e

z
B 







≈Υ
ll

, 

( )( )
( )

2

1

!2

!12

!2

1













−
++

=
m

m

m
B

m

m

l

ll

l
, 

то, після інтегрування за змінними ϕ  та 
ρ , вираз для обмінної взаємодії (30) при-
йме вид: 

( )

( )∑
∞

=

+
+

−−

×

×






−
=∆

b

a

ab

b

a

aa

b

b

bb

ms

ms
mm

m
ms

m
s

m

m

a

bab

DBa

B
n

Rm
E

.0,,0

22

!1
1

β

ω

l

l

l

 (32) 

Врахувавши тепер вираз (31) для abω , зве-

демо формулу (32) до наступного вигляду: 

( )

( )

( ) )33(.0,,0

exp
2

22
!

1

2

1

1

22
0

∑

∫
∞

=

+
+

−−

×

×













−








×

×














−=∆

b

a

ab

b

a

aa

b

b

b

bbaab

ms

ms
mm

m
ms

m
s

z

z

m

a

m

Zn

bb

Zn

aa
b

ba

DBa

dzzp
n

R
B

e

Zn

e

Zn
m

nn

B
E

βl

l

l

 

Як видно з одержаного результату (33), 
обмінна взаємодія E∆  виражається через 
квантову проникливість потенціального 
бар’єру, що розділяє взаємодіючі частин-
ки. Цей результат є тривимірним узагаль-
ненням відомого одновимірного результа-
ту [11]. Квантова проникливість бар’єра у 
тривимірному випадку (як і у одновимір-
ному) визначається, в основному, напрям-
ком уздовж осі R

r
. У той час як проникли-

вість бар’єру в напрямку, перпендикуляр-
ному осі R

r
, експоненціально зменшується 

із збільшенням відстані ρ  від R
r

. Одержа-
ний результат (33) справедливий за умови, 
що відстань R  між взаємодіючими части-

нками набагато більша тієї відстані 0R , 

при якій зникає потенціальний бар’єр 
вздовж осі між частинками (тобто, коли 
точки повороту 2,1z  збігаються): 

( ) 1

0 2
−+=>> aaba EZZZRR .     (34) 

При виконанні цієї умови поляризаційне 
зміщення енергії електрона мале порівняно 
з aE . 

Використовуючи для бар’єрного інтег-
рала одержаний у роботі [20] розклад  

( )

( )
,1

22
ln

/2

2

4
ln

222

4

22

1














++

+
−−

−







−≅

−

∫

bababa

ab

baa
aa

a

z

z

Zn

R

Zn

R

RZn

ZZ

ZZn

eR
Zn

n

R
dzzp

 (35) 

представимо вираз (33) для розщеплення 
термів у вигляді: 

( )

( )

( )

( ) ( ).0,,0/exp

361
22

2

2

!2
1

/2

2

22

122

1

0

2

∑
∞

=

+
+

+

−

−−

+

−×

×









++×

×























×

×⋅−=∆

−

b

a

ab

b

a

aa

ba

ab

baaaabb

b

b

b

b

ms

ms
mm

m
ms

m
sa

RZn

ZZ

baba

mZn

a

Zn

b

Zn

bb

ba

b
m

ml

DBanR

Zn

R

Zn

R

n

R

Ze

Zn

nn

m
BBE

βl

l

 

Формула (36) є кінцевим результатом для 
розщеплення термів у випадку перезаряд-
ки двоатомних молекул на багатозарядних 
іонах у квазікласичному варіанті асимпто-
тичного методу теорії атомних зіткнень. 
Вона відтворює низку відомих результатів, 
одержаних у випадку іон-атомних взаємо-
дій та асимптотично великих значень R . 
Так, для асимптотично великих міжцент-
рових відстаней ba ZnR 22>>  і додаткового 

припущення ba ZZ ~ , із (36) одержимо: 

 

( )

( ) ( )( )
( )∑

∞

=

+
+

−−+

+

×

×+−×

×






 +−×

×








+
−=∆

b

a

ab

b

a

aa

bbaa

b

b

b

bb

ms

ms
mm

m
ms

m
s

baba
mZZn

abba

m

ba

bamml

DBa

nnnnRR

nZnZ
nn

nn
BBE

.0,,0

2/exp
2

exp

2
21

1

1
0

βl

l
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Зазначимо, що цей вираз для E∆  може бу-
ти одержаний безпосередньо у рамках ме-
тоду Ландау-Херінга (див. [15]). 

У випадку взаємодії молекули з багато-
зарядним іоном, коли ab ZZ >> , для між-

центрових відстаней 23
baZnR >>  із (36) оде-

ржимо наступний вираз для E∆ : 

( ) ( )

( ) ( )
( )∑

∞

=

+
+

−−+

+

×

×−×

×















×

×−=∆

b

a

ab

b

a

aa

bbaa

bbba

b

b

b

b

ms

ms
mm

m
ms

m
s

a
mZZn

Zn

bb

Zn

ba

ba

b
m

aml

DBa

nRR

e

Zn

Zn

nn

mn
BBE

.0,,0

/exp

2

2

!2
1

1

2

2

1

0

βl

l

   (37) 

У границі об’єднаних атомів молекули 
( )+−1
2

aZA  вираз (37) зводиться до результату 
роботи [21], який був одержаний методом 
поправкової функції (метод Ландау-
Херінга). 

Квазікласичний вираз (36) справедли-
вий при виконанні умови (34), тобто коли 
енергетичний рівень aE  знаходиться знач-

но нижче вершини потенціального 
бар’єру, що локалізована при 0RR = . З ін-

шого боку, метод Ландау-Херінга застосо-
вний, якщо між’ядерна відстань R  набага-
то більша від радіусів електронних орбіт 
на обох центрах, тобто при 1~2

aanZR >>  

та 12 >>>> bbnZR . Оскільки в області ква-

зіперетину термів RZnn bab /222 +≈ −− , то об-

ласть застосування квазікласичного ре-
зультату (36) набагато ширша, ніж у випа-
дку результату (37), одержаного методом 
Ландау-Херінга. 
 

4. Врахування ефектів 
переносу імпульсу електрона 

 
Одержаний вираз (36) для обмінної вза-

ємодії E∆  не враховує ефектів переносу 
імпульсу електрона у реакції (1), які ста-
ють особливо відчутними при швидкостях 
зіткнення v>1 a.o. (див., наприклад, [22]). 
Для врахування таких ефектів використає-
мо метод, запропонований у [23], який по-
лягає у модифікації потенціалу обмінної 
взаємодії (36). Це приводить до поняття 

“динамічного” потенціалу обмінної взає-

модії ( )vE∆~ , що параметрично залежить 
від швидкості зіткнення. З цією метою за-
провадимо так звані трансляційні фактори 

baF ,  і зобразимо хвильові функції початко-

вого та кінцевого станів у вигляді 
( ) ( ) ( )2/exp caaaaaa rvirFr

rrrr ⋅Ψ≡Ψ=Φ ,  (38) 

( ) ( ) ( )2/exp cbbbbbb rvirFr
rrrr ⋅−Ψ≡Ψ=Φ .  (39) 

Тут вектор cr
r

 задає положення електрона 

по відношенню до центра мас взаємодію-
чих частинок, а функції ba ΨΨ , , що задо-

вольняють рівняння Шредінґера (3) для 
нерухомих ядер, визначені нами вище (фо-
рмули (23) та (27)). Для знаходження “ди-

намічної” обмінної взаємодії ( )vE∆~  обчис-
лимо, як і раніше, поверхневий інтеграл 
(2), але цього разу з функціями ba,Φ  [23]: 

( ) ( )∫ Φ∇Φ−Φ∇Φ=∆
S

abbaSdvE **~ r
.    (40) 

Запроваджуючи стандартні позначення для 
тангенціальної τv  та нормальної rv  ком-

понент відносної швидкості зіткнення v : 

( ) 2/1222 −+= tvbvbvτ , ( ) 2/12222 −+= tvbtvvr , 

запишемо трансляційні фактори baF ,  у фо-

рмулах (38) і (39) у вигляді 
 






















+±=

R

Rr
ivivF c

rccba

rr

θρτ sin
2

1
exp, ,  (41) 

де cc θρ ,  - відповідно полярний радіус і 

азимутальний кут у площині інтегрування 

S . У результаті вираз для ( )vE∆~  у (40) 
можна записати наступним чином: 
 

( )
( )

( )
( ) ( )

( ) ( )

( )[ ] .sinexp

//

2
exp
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2
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∫

∫

∑ ∑

−−×
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∞
+

+

∞

=

+

+−=

π

τ ϕϕρϕ
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ρρρ

β

ω
π

divkmi
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zzzp
d

BBD

a
zz

E

b

km

k
ms
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s

ms

msk

m
s

ab
n

b

b

b

b

a

a

a

a

aa

b

l

l

l

    (42) 

 
Оскільки інтеграл по ϕ  в (42) дорівнює 
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( )[ ]

( )( ) ( ),21

sinexp
2

0

ρπ

ϕϕρϕ

τ

π

τ

vJ

divkmi

km
km

b

b

b

−
−−=

=−−∫
 

( ( )ρν cJ  - функція Бесселя), то замість (42) 

одержимо: 
 

( ) ( )

( )( )

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )∫

∑ ∑

∞

−
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+

∞
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0
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1
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1
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2
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~
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ω
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d

BBD
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vE

km
km

k
ms
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m
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b

b

b

b

b

a

a

a

a
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b
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l

l
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Обчисливши інтеграл по ρ  у (43), одер-
жимо [24]: 
 

( )

( )
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  (44) 

де ( )zF ,,11 βα  - вироджена гіпергеометри-
чна функція. 

Підставивши (44) у вираз для ( )vE∆~  
(43) і врахувавши, що із збереження прое-
кції моменту електрона на між’ядерну вісь 

R
r

 випливає рівність kmb = , одержимо: 

 

( ) E
Rnv
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b ∆








−+=∆

8
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~ 2

11
τ ,   (45) 

 
де обмінна взаємодія E∆  визначається ви-
разом (36). Якщо 0=τv , то 

( ) 10;1;111 =+bmF  і (45) переходить у попе-

редній результат (36). 

Одержаний результат (45) для ( )vE∆~  
враховує ефекти, пов’язані з поступальним 
рухом ядерної підсистеми частинок, що 
дозволяє, при обчисленні повних та парці-
альних перерізів, розширити діапазон ене-
ргій далеко за теплові енергії зіткнення. 

 
 
Автор висловлює подяку науковому 

керівнику проф. Лазуру В.Ю. за стимулю-
ючі дискусії та цінні зауваження. 
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ON THE SEMICLASSICAL APPROACH IN THE THEORY 
OF THE HIGHLY CHARGED ION–DIATOMIC  

EXCHANGE INTERACTION  
 

O.M. Karbovanets 
 

Uzhhorod National University, 88000, Uzhhorod, Voloshin str., 54 
 

An analytic study is presented of asymptotic properties of the three-center quasi-

molecular system ( ) ++− + ba ZZ BA 1
2  consisting of a homonuclear diatomic molecule 

and a highly charged atomic ion. The potential of the one-electron exchange interac-
tion of this system is calculated asymptotically correctly (for large distances R be-
tween interacting particles) in the framework of the non-perturbative semiclassical 
approach. 


