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КВАЗIОБЕРНЕНИЙ ФУНКЦIОНАЛЬНИЙ IНТЕРПОЛЯЦIЙНИЙ
ЛАНЦЮГОВИЙ ДРIБ

The problem of the interpolation function of two real variables by inverse function two-dimension
interpolation continued fraction. The were found rates of remaining terms of the corresponding
continued fraction.

У статтi розглядається задача iнтерполяцiї функцiї двох дiйсних змiнних квазiоберненим
двовимiрним функцiональним iнтерполяцiйним ланцюговим дробом . Знайдена оцiнка зали-
шкового члена.

Вступ Багато задач математики, механiки, фiзики потребують наближене
значення тих чи iнших функцiй. Є багато агрегатiв наближення функцiй, одним
з них є iнтерполяцiя функцiй ланцюговими дробами. Було дослiджено наближе-
ння функцiй двох змiнних двовимiрними iнтерполяцiйними ланцюговими дро-
бами. Вперше цi дроби розглядалися Х.Й.Кучмiнської [1] та А.Коут [2]. Подаль-
шi дослiдження були проведеннi в [3–7]. Дана робота присвячена деяким типам
двовимiрних iнтерполяцiйних ланцюгових дробiв, так званим квазiоберненим
двовимiрним ланцюговим дробам i є продовженням дослiджень з роботи [8].

Квазiоберненнi двовимiрнi ланцюговi дроби Нехай маємо функцiональ-
ний двовимiрний ланцюговий дрiб [8] виду

D(x, y) =

(
Φ0(x, y) +

∞

K
i=1

aii(x, y)

Φi(x, y)

)−1
, (1)

де

Φi(x, y) = bii(x, y) +
∞

K
j=i+1

aji(x, y)

bji(x, y)
+

∞

K
j=i+1

aij(x, y)

bij(x, y)
, i = 0, 1, . . .

aij(x, y) 6≡ 0, bij(x, y) — функцiї вiд двох змiнних, який назвемо квазiоберненим
двовимiрним ланцюговим дробом (КОДЛД)

Означення 1. [8] Скiнчений функцiональний двовимiрний ланцюговий дрiб

Dn∗(x, y) =

(
Φn∗

0 (x, y) +
n

K
i=1

aii(x, y)

Φn∗
i (x, y)

)−1
, n = min{n1, n2}, (2)

де

Φn∗
i (x, y) = bii(x, y) +

n1

K
j=i+1

aji(x, y)

bji(x, y)
+

n2

K
j=i+1

aij(x, y)

bij(x, y)
, i = 0, 1, . . . , n,

називається (n1, n2) пiдхiдним дробом КОДЛД (1).
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Будемо вважаємо, що
t

K
s=r
as/bs = 0, якщо r > t.

Скориставшись аналогом квазiоберненого рекурентного алгоритму [3] по-
ставимо у вiдповiднiсть (2) вiдношення двох многочленiв Pn∗(x, y), Qn∗(x, y),

тобто Dn∗(x, y) =
Pn∗(x, y)

Qn∗(x, y)
, де Pn∗(x, y) — чисельник i Qn∗(x, y) — знаменник

пiдхiдного дробу (2).
Позначимо при k = 0, . . . , n− 1

F n∗
k =

P n∗
k

Qn∗
k

= Φn∗
k (x, y) +

n

K
i=k+1

aii(x, y)

Φn∗
i (x, y)

, F n∗
n = Φn∗

n (x, y), (3)

залишок КОДЛД (2). Тодi справедливi наступнi рiвностi Dn∗ =
1

F n∗
0

=
P n∗
0

Qn∗
0

,

отже Pn∗ = Qn∗
0 , Qn∗ = P n∗

0 .
Справедлива наступна формула рiзницi пiдхiдних дробiв [8]

Dn∗+1 −Dn∗ =
n∑

m=0

((−1)n1

n1+1∏
j=m+1

ajm

Qn1,mQn1+1,m

+

(−1)n2

n2+1∏
j=m+1

amj

Qm,n2 Qm,n2+1

) m∏
s=1

ass

m∏
s=0

F n∗
s F n∗+1

s

+

+

(−1)n+1
n+1∏
s=1

ass

F n∗+1
n+1

n∏
s=0

F n∗
s F n∗+1

s

. (4)

де Qn1,m, Qn1+1,m, Qn2,m, Qn2+1,m — знаменники вiдповiдних ланцюгових дробiв

Pn1,m

Qn1,m

=

n1

K
j=m+1

ajm
bjm

,
Pn1+1,m

Qn1+1,m

=

n1+1

K
j=m+1

ajm
bjm

,

Pn2,m

Qn2,m

=

n2

K
j=m+1

amj

bmj

,
Pn2+1,m

Qn2+1,m

=

n2+1

K
j=m+1

amj

bmj

.

Лема 1. [8] Нехай частиннi чисельники aij(x, y) та знаменники bij(x, y)
КОДЛД (2) для всiх значень (x, y) ∈ G задовольняють нерiвностi

|aij(x, y)| 6 d1, |bij(x, y)| > d1 + 1, |aji(x, y)| 6 d2, |bji(x, y)| > d2 + 1, i > j,

|aii(x, y)| 6 d1d2, d1d2 + 3 6 |bii(x, y)| 6 β, i = 0, 1, . . . , n,

де d1, d2, β деякi сталi. Тодi

d1d2 + 1 6 |Φn∗
i | 6 β + 2, i = 0, 1, . . . , n. (5)
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Iнтерполяцiйнi КОДЛД Нехай функцiя двох змiнних f(x, y) неперервна на
множинi G = [αx, βx]× [αy, βy].

Вибираємо розбиття X = {xi : xi ∈ [αx, βx], xi 6= xl при i 6= l, i, l =
0, 1, . . . , k1 }, та Y = {yj : yj ∈ [αy, βy], yj 6= yl при j 6= l, j, l = 0, 1, . . . , k2}.
Декартiв добуток цих множин Gkxy = X × Y = {(xi, yj) : xi ∈ X, yj ∈ Y } буде
утворювати сiтку вузлiв в множинi G. Нехай маємо функцiональний КОДЛД
(2) де n1 = n1(k1), n2 = n2(k2).

Означення 2. [8] Скiнчений функцiональний двовимiрний ланцюговий дрiб
(2) називається квазiоберненим двовимiрним iнтерполяцiйним ланцюговим
дробом (КОДIЛД), якщо в точках сiтки Gkxy виконуються спiввiдношення

Dn∗(xi, yj) = cij, де cij = f(xi, yj), i = 0, 1, . . . , k1, j = 0, 1, . . . , k2. (6)

Якщо КОДЛД (2) iнтерполяцiйний, то рiзниця

Rn∗(x, y) = f(x, y)−
Pn∗(x, y)

Qn∗(x, y)

називається залишковим членом КОДIЛД.
Нехай в КОДIЛД (2) частиннi чисельники aij(x, y) визначенi наступним чи-

ном:

aij(x, y) =


g1(x− xi−1), коли i > j,
g2(y − yj−1), коли i < j,
g1(x− xi−1)g2(y − yi−1), коли i = j,

знаменники bij — коефiцiєнти, n1 = k1, n2 = k2. Де g1(x) деяка неперервна фун-
кцiя на [αx, βx] , g2(y)− неперервна функцiя на [αy, βy] i для них виконуються
умови g1(0) = 0, g2(0) = 0.

Dn∗(x, y) =
Pn∗(x, y)

Qn∗(x, y)
=

(
Φn∗

0 (x, y) +
n

K
k=1

g1(x− xk−1)g2(y − yk−1)
Φn∗

k (x, y)

)−1
, (7)

де n = min{n1, n2} i

Φn∗
k (x, y) = bkk +

n1

K
i=k+1

g1(x− xi−1)
bik

+

n2

K
i=k+1

g2(y − yi−1)
bki

.

Для встановлення формул обчислення коефiцiєнтiв (7) розглянемо матрицi

X = (g1(xij))i,j=0,1,...,n1 , де g1(xij) =

{
g1(xi − xj), при i > j,

1, при i 6 j,

та

Y = (g2(yij))i,j=0,1,...,n2 , де g2(yij) =

{
g2(yi − yj), при i > j,

1, при i 6 j.

Визначимо елементи послiдовнiстi

{δkij : i = 0, 1, . . . , n1, j = 0, 1, . . . , n2, k = 0, . . . , N − 1, N = max{n1, n2}, i, j > k.}
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наступним чином:

δkij =
g1(xik) · g2(yjk)

δk−1ij + θkj · δk−1ik + θki · δk−1kj + θki · θkj · δk−1kk

,

δ−1ij =
1

cij
, θts =

{
−1, коли s > t,
0, коли s 6 t,

Твердження 1. Коефiцiєнти КОДIЛД (7) визначають iз спiввiдношення

bij = δs−1ij , де i = 0, 1, . . . , n1, j = 0, 1, . . . , n2, s = max{i, j}. (8)

Доведення. Доведення проведемо методом математичної iндукцiї . Легко
бачити, що формула вiрна для коефiцiєнтiв Φn∗

0 (x, y). Для k = 0, . . . , n1, m =
0, . . . , n2 виконується рiвнiсть

Φn∗
0 (xk, ym) = b00 +

n1

K
i=1

g1(xk − xi−1)
bi0

+

n2

K
i=1

g2(ym − yi−1)
b0i

=
1

ck0
+

1

c0m
− 1

c00
. (9)

Припустимо, що коефiцiєнти Φn∗
k (x, y), k = 1, 2, . . . , n визначаються за форму-

лою (8) при n = t− 1. Маємо

Dn∗(x, y) =

Φn∗
0 (x, y) +

g1(x− x0)g2(y − y0)

Φn∗
1 (x, y) +

t

K
i=2

g1(x− xi−1)g2(y − yi−1)
Φn∗

i (x, y)


−1

. (10)

Позначимо

µ(x, y) = Φn∗
1 (x, y) +

t

K
i=2

g1(x− xi−1)g2(y − yi−1)
Φn∗

i (x, y)
. (11)

Тодi (10) запишеться у виглядiDn∗(x, y) =

(
Φn∗

0 (x, y) +
g1(x− x0)g2(y − y0)

µ(x, y)

)−1
.

Оскiльки Dn∗(xi, yj) = cij при i = 0, 1, . . . , n1, j = 0, 1, . . . , n2, то з урахуванням
(9) маємо

µij = µ(xi, yj) =
g1(xi0)g2(yj0)

1

cij
−

1

ci0
−

1

c0j
+

1

c00

.

Ланцюговий дрiб (11) має t− 1 поверх, а його коефiцiєнти, згiдно з припущен-
ням, визначаються за формулою (8). Отже, bij = δ̃s−1ij , де

δ̃kij =
g1(xik) · g2(yjk)

δ̃k−1ij + θkj · δ̃k−1ik + θki · δ̃k−1kj + θki · θkj · δ̃k−1kk

,

при δ̃1ij = µij. Очевидно, що δ̃1ij = δ1ij. Легко переконатися, що δ̃kij = δkij, i =
2, . . . , t1, j = 2, . . . , t2. Отже, формула (8) вiрна.

Далi будемо спиратися на наступне твердження для ланцюгових дробiв.
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Теорема 1. [6] Якщо всi частиннi чисельники ak та частиннi знаменни-

ки bk ланцюгового дробу P
(n)
m /Q

(n)
m =

n

K
k=m

ak/bk задовольняють умови | ak | 6
d, | bk | > d+ 1, то

| Q(n)
m | >


dn+1−m − 1

d− 1
, коли d 6= 1,

n+ 1−m, коли d = 1.

Теорема 2. 1. Нехай для функцiї f(x, y) неперервної в областi G визначе-
ний КОДIЛД (7) коефiцiєнти якого обчислюються за значеннями функцiї в
точках сiтки Gn∗ за формулами (8).

2. Для ∀x ∈ [αx, βx], g1(x) 6 d1, для ∀y ∈ [αy, βy], g2(y) 6 d2.
3. Нехай коефiцiєнти КОДIЛД задовольняють умови : | bij | > d1+1, | bji | >

d2 + 1, i > j, | bii | > d1 d2 + 3, i = 1, . . . , n.
4. Знайдеться точка (x∗, y∗) ∈ G, x∗ /∈ X, y∗ /∈ Y, що | bn1+1,j(x∗) | > d1 +

1, | bi,n2+1(y∗) | > d2 + 1, i = 0, 1, . . . , n1, j = 0, . . . , n2, | bn+1,n+1(x∗, y∗) | >
d1 d2 + 3, де коефiцiєнти bn1+1,j(x∗), bi,n2+1(y∗), bn+1,n+1(x∗, y∗) визначаються за
формулами (8) у випадку, коли xn1+1 = x∗, yn2+1 = y∗.

Тодi мають мiсце оцiнки:

| f(x∗, y∗)−Dn∗(x∗, y∗) | 6
n∑

m=0

dn1+3
1 (d1 − 1)2

dm+2
2 (dn1+1

1 − dm1 )(dn1+2
1 − dm1 )

+

+
n∑

m=0

dn2+3
2 (d2 − 1)2

dm+2
1 (dn2+1

2 − dm2 )(dn2+2
2 − dm2 )

+
1

dn+2
1 dn+2

2

, d1 6= 1, d2 6= 1,

де i = 0, 1, . . . , n.

Доведення. Виберемо точку (x∗, y∗). З умов теореми маємо x∗ /∈X, y∗ /∈ Y.
За значеннями функцiї f(x, y) в точках сiтки Gn∗+1 = {x0, . . . , xn1 , xn1+1} ×
{y0, . . . , yn2 , yn2+1}, де xn1+1 = x∗, yn2+1 = y∗, побудуємо ще один КОДIЛД

Dn∗+1(x, y) =

(
Φn∗+1

0 (x, y) +
n+1

K
k=1

g1(x− xk−1)g2(y − yk−1)
Φn∗+1

k (x, y)

)−1
, (12)

де

Φn∗+1
k (x, y) = bkk +

n1+1

K
i=k+1

g1(x− xi−1)
bik

+

n2+1

K
i=k+1

g2(y − yi−1)
bki

, k = 0, 1, . . . , n+ 1.

Легко бачити, що коефiцiєнти bij, i = 0, 1, . . . , n1, j = 0, 1, . . . , n2 в КOДIЛД
(12) будуть рiвнi вiдповiдним коефiцiєнтам в КOДIЛД (7) за побудовою, а ко-
ефiцiєнти bn1+1,i = bn1+1,i(x∗), bi,n2+1 = bi,n2+1(y∗), bn+1,n+1 = bn+1,n+1(x∗, y∗) i
визначаються за (8).

КOДIЛД (8) є iнтерполяцiйний, тобто Dn∗+1(x∗, y∗) = f(x∗, y∗) за побудовою,
а тодi

f(x∗, y∗)−Dn∗(x∗, y∗) = Dn∗+1(x∗, y∗)−Dn∗(x∗, y∗).
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Рiзниця мiж пiдхiдними дробамиDn∗+1(x∗, y∗)−Dn∗(x∗, y∗) визначається за фор-
мулою (4), коли ajm = g1(x−xj−1), j = m+ 1, . . . , n1 + 1, amj = g2(y−yj−1), j =
m + 1, . . . , n2 + 1, m = 0, 1, . . . , n, ass = g1(x − xs−1)g2(y − ys−1), s = 1, 2, . . . , n.
Тобто

Dn∗+1−Dn∗ =
n∑

m=0

((−1)n1+1
n1+1∏

j=m+1

g1(x− xj−1)

Qn1,mQn1+1,m

+

(−1)n2+1
n2+1∏

j=m+1

g2(y − yj−1)

Qn2,mQn2+1,m

)
×

×

m∏
s=1

g1(x− xs−1)g2(y − ys−1)
m∏
s=0

F n∗
s F n∗+1

s

+

(−1)n
n+1∏
s=1

g1(x− xs−1)g2(y − ys−1)

F n∗+1
n+1

n∏
s=0

F n∗
s F n∗+1

s

, (13)

де Qn1,m, Qn1+1,m, Qn2,m, Qn2+1,m — знаменники вiдповiдних ланцюгових дробiв
Скориставшись методом повної математичної iндукцiї покажемо, що

|F n∗
k | > d1d2 k = 1, 2, . . . , n, | F n∗+1

k | > d1d2, k = 1, 2, . . . , n+ 1.

Згiдно (3) F n∗
k = Φn∗

k (x, y) +
g1(x− xi−1)g2(y − yi−1)

F n∗
k+1

, F n∗
n = Φn∗

n (x, y).

При k = n згiдно леми1 маємо |F n∗
n | = |Φn∗

n (x, y)| > d1d2 + 1 > d1d2. Припу-
стимо що нерiвнiсть вiрна при t = k + 1, доведемо при t = k.

|F n∗
k | =

∣∣∣∣∣Φn∗
k (x, y) +

g1(x− xi−1)g2(y − yi−1)
F n∗
k+1

∣∣∣∣∣ >
>

∣∣∣∣∣|Φn∗
k (x, y)| −

∣∣∣∣∣g1(x− xi−1)g2(y − yi−1)F n∗
k+1

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ .

Згiдно леми1 |Φn∗
k (x, y)| > d1d2 + 1 та в силу припущення, отримаємо∣∣∣∣∣|Φn∗

k (x, y)| −

∣∣∣∣∣g1(x− xi−1)g2(y − yi−1)F n∗
k+1

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ > d1d2.

Нерiвнiсть
∣∣ F n∗+1

k

∣∣ > d1d2, k = 1, 2, . . . , n+ 1 доводиться анологiчно.
Знаменники Qn1,m, Qn1+1,m, Qn2,m, Qn2+1,m оцiнюються за абсолютним значе-

нням згiдно теореми 1. I тодi, оцiнивши по модулю всi величини у спiввiдношеннi
(13) |Dn∗+1(x∗, y∗)−Dn∗(x∗, y∗)| , ми отримуємо оцiнку зверху.
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