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1 ПОДВIЙНI IНТЕГРАЛИ

1.1 Означення подвiйного iнтеграла та умови його iсну-

вання

Íåõàé â îáìåæåíié i çàìêíåíié îáëàñòi 𝐷 íà êîîðäèíàòíié ïëîùèíi 𝑂𝑥𝑦
çàäàíî íåïåðåðâíó ôóíêöiþ 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦). Ðîçiá'¹ìî îáëàñòü 𝐷 äîâiëüíèì
÷èíîì íà 𝑛 ÷àñòèí 𝐷1𝐷2, . . . , 𝐷𝑛, ÿêi íå ìàþòü ñïiëüíèõ âíóòðiøíiõ òî÷îê
i ïëîùi ÿêèõ âiäïîâiäíî ðiâíi △𝑆1, △𝑆2, . . . ,△𝑆𝑛. Äiàìåòðîì 𝑑(𝐷𝑖) îáëàñòi
𝐷𝑖 (𝑖 = 1, . . . , 𝑛) íàçâåìî äîâæèíó íàéáiëüøî¨ ç õîðä, ùî ç'¹äíó¹ äîâiëüíi
äâi òî÷êè ¨¨ ìåæi. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç 𝜆 íàéáiëüøèé ç äiàìåòðiâ îáëàñòåé 𝐷𝑖:
𝜆 = max

16𝑖6𝑛
𝑑(𝐷𝑖).

Ó êîæíié ç îáëàñòåé 𝐷𝑖 (óñåðåäèíi

Рис. 1.1. Розбиття областi iнте-
грування 𝐷 на частини 𝐷𝑖

÷è íà ¨¨ ìåæi) âèáåðåìî äîâiëüíó òî÷êó
𝑃𝑖(𝜉𝑖, 𝜂𝑖) (äèâ. ðèñ. 1.1) i ïîìíîæèìî çíà-
÷åííÿ ôóíêöi¨ 𝑧 = 𝑓(𝑃 ) = 𝑓(𝜉, 𝜂) â òî÷öi
𝑃𝑖 íà △𝑆𝑖: 𝑓(𝑃𝑖)△𝑆𝑖 = 𝑓(𝜉𝑖, 𝜂𝑖)△𝑆𝑖. Äàëi iç
âñiõ òàêèõ äîáóòêiâ ñêëàäåìî ñóìó:

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑓(𝑃𝑖)△𝑆𝑖 =
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑓(𝜉𝑖, 𝜂𝑖)△𝑆𝑖, (1.1)

ÿêà íàçèâà¹òüñÿ iнтегральною сумою
для функцiї 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) в областi 𝐷.

Означення 1.1. Якщо iнтегральна сума (1.1) при 𝜆 → 0 має скiнченну
границю, яка не залежить нi вiд способу розбиття областi 𝐷 на частини
𝐷𝑖, нi вiд вибору точок 𝑃𝑖 в них, то ця границя називається подвiйним

iнтегралом вiд функцiї 𝑓(𝑥, 𝑦) по областi 𝐷 i позначається:∫︁∫︁
𝐷

𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑆 = lim
𝜆→0

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑓(𝜉𝑖, 𝜂𝑖)△𝑆𝑖, (1.2)

де 𝑓(𝑥, 𝑦) називається пiдiнтегральною функцiєю, 𝐷 – областю iнте-

грування, а 𝑑𝑆 – диференцiалом площi.

Ó ïðÿìîêóòíié ñèñòåìi êîîðäèíàò äèôåðåíöiàë ïëîùi 𝑑𝑆 äîðiâíþ¹: 𝑑𝑆 =
𝑑𝑥𝑑𝑦; òîäi ïîäâiéíèé iíòåãðàë ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi∫︁∫︁

𝐷

𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑆 =

∫︁∫︁
𝐷

𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥𝑑𝑦.

Теорема 1.1 (про iснування подвiйного iнтеграла). Якщо функцiя 𝑓(𝑥, 𝑦)
неперервна в обмеженiй замкненiй областi 𝐷, то iснує подвiйний iнтеграл
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∫︀∫︀
𝐷

𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑆, тобто iснує границя (1.2) iнтегральної суми (1.1), яка не

залежить нi вiд розбиття областi 𝐷 на частини 𝐷𝑖, нi вiд вибору точок
𝑃𝑖 в них.

Геометричний змiст подвiйного iнтеграла. Ïîäiáíî äî òîãî, ÿê çâè-
÷àéíèé iíòåãðàë âiä íåâiä'¹ìíî¨ ôóíêöi¨ îäíi¹¨ çìiííî¨ 𝑓(𝑥) âèçíà÷à¹ ïëî-
ùó ôiãóðè, îáìåæåíî¨ çâåðõó ¨¨ ãðàôiêîì, òàê ïîäâiéíèé iíòåãðàë âiä íå-
âiä'¹ìíî¨ ôóíêöi¨ 𝑓(𝑥, 𝑦) > 0 ïî îáëàñòi 𝐷 äîðiâíþ¹ îá'¹ìó öèëiíäðè÷íîãî
òiëà, îáìåæåíîãî çâåðõó ïîâåðõíåþ 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦), çíèçó � çàìêíåíîþ îáìåæå-
íîþ îáëàñòþ 𝐷 ïëîùèíè 𝑂𝑥𝑦, ç áîêiâ � öèëiíäðè÷íîþ ïîâåðõíåþ, íàïðÿìíà
ÿêî¨ çáiãà¹òüñÿ ç ìåæåþ îáëàñòi 𝐷, à òâiðíi ïàðàëåëüíi îñi 𝑂𝑧:

𝑉 =

∫︁∫︁
𝐷

𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥𝑑𝑦. (1.3)

ßêùî ó ôîðìóëi (1.3) ïîêëàñòè 𝑓(𝑥, 𝑦) ≡ 1, ∀(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷, òî îäåðæèìî
ôîðìóëó äëÿ îá÷èñëåííÿ ïëîùi 𝑆 çàìêíóòî¨ i îáìåæåíî¨ îáëàñòi 𝐷:

𝑆 =

∫︁∫︁
𝐷

𝑑𝑥𝑑𝑦. (1.4)

1.2 Властивостi подвiйних iнтегралiв

Ñôîðìóëþ¹ìî îñíîâíi âëàñòèâîñòi ïîäâiéíèõ iíòåãðàëiâ.

1. Ñòàëèé ìíîæíèê ìîæíà âèíîñèòè çà çíàê ïîäâiéíîãî iíòåãðàëà:∫︁∫︁
𝐷

𝐶 𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥𝑑𝑦 = 𝐶

∫︁∫︁
𝐷

𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥𝑑𝑦, 𝐶 = const. (1.5)

2. ßêùî â îáëàñòi 𝐷 ôóíêöi¨ 𝑓(𝑥, 𝑦), 𝑔(𝑥, 𝑦) iíòåãðîâíi, òî iíòåãðîâíèìè
¹ i ôóíêöi¨ 𝑓(𝑥, 𝑦)± 𝑔(𝑥, 𝑦), ïðè÷îìó∫︁∫︁

𝐷

(𝑓(𝑥, 𝑦)± 𝑔(𝑥, 𝑦)) 𝑑𝑥𝑑𝑦 =

∫︁∫︁
𝐷

𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥𝑑𝑦 ±
∫︁∫︁
𝐷

𝑔(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥𝑑𝑦.

(1.6)

3. ßêùî äëÿ iíòåãðîâíèõ â 𝐷 ôóíêöié âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü 𝑓(𝑥, 𝑦) 6
𝑔(𝑥, 𝑦), òî ∫︁∫︁

𝐷

𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥𝑑𝑦 6
∫︁∫︁
𝐷

𝑔(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥𝑑𝑦. (1.7)
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4. ßêùî 𝑓(𝑥, 𝑦) iíòåãðîâíà â 𝐷, òî iíòåãðîâíîþ ¹ i |𝑓(𝑥, 𝑦)|, ïðè÷îìó⃒⃒⃒⃒
⃒⃒∫︁∫︁
𝐷

𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥𝑑𝑦

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 6 ∫︁∫︁

𝐷

|𝑓(𝑥, 𝑦)| 𝑑𝑥𝑑𝑦. (1.8)

5. (Àäèòèâíiñòü ïîäâiéíîãî iíòåãðàëà.) ßêùî îáëàñòü 𝐷, â ÿêié çàäàíà
ôóíêöiÿ 𝑓(𝑥, 𝑦), ïîäiëåíà íà äâi ïiäîáëàñòi 𝐷1, 𝐷2, ùî íå ìàþòü ñïiëü-
íèõ âíóòðiøíiõ òî÷îê, òî ç iíòåãðîâíîñòi ôóíêöi¨ 𝑓(𝑥, 𝑦) ó âñié îáëàñòi
âèïëèâà¹ ¨¨ iíòåãðîâàíiñòü ó ïiäîáëàñòÿõ, i íàâïàêè � ç iíòåãðîâíîñòi
ôóíêöié ó ïiäîáëàñòÿõ 𝐷1, 𝐷2 âèïëèâà¹ iíòåãðîâíiñòü ó 𝐷. Òîäi∫︁∫︁

𝐷

𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥𝑑𝑦 =

∫︁∫︁
𝐷1

𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥𝑑𝑦 +

∫︁∫︁
𝐷2

𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥𝑑𝑦. (1.9)

Öÿ âëàñòèâiñòü ñïðàâåäëèâà äëÿ äîâiëüíîãî ñêií÷åíîãî ÷èñëà îáëà-
ñòåé, ùî ñêëàäàþòü îáëàñòü 𝐷 i íå ìàþòü ñïiëüíèé âíóòðiøíiõ òî÷îê.

6. (Îöiíêà ïîäâiéíîãî iíòåãðàëà.) Íåõàé 𝑚 i 𝑀 � íàéìåíøå i íàéáiëüøå
çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ 𝑓(𝑥, 𝑦) â îáëàñòi 𝐷, 𝑆 � ïëîùà öi¹¨ îáëàñòi. Òîäi

𝑚𝑆 6
∫︁∫︁
𝐷

𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥𝑑𝑦 6𝑀 𝑆. (1.10)

Теорема 1.2 (про середнє значення функцiї). Якщо функцiя 𝑓(𝑥, 𝑦) непе-
рервна в замкненiй обмеженiй областi 𝐷, яка має площу 𝑆, то в цiй обла-
стi iснує точка 𝑃 (𝑥0, 𝑦0), що∫︁∫︁

𝐷

𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥𝑑𝑦 = 𝑓(𝑃 )𝑆.

Величину

𝑓(𝑃 ) =
1

𝑆

∫︁∫︁
𝐷

𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥𝑑𝑦 (1.11)

називають середнiй значенням функцiї 𝑓(𝑥, 𝑦) в областi 𝐷.

1.3 Обчислення подвiйного iнтеграла

Ïðè îá÷èñëåííi ïîäâiéíîãî iíòåãðàëà ñïî÷àòêó òðåáà ç'ÿñóâàòè â íàïðÿì-
êó ÿêî¨ êîîðäèíàòíî¨ îñi îáëàñòü 𝐷 ¹ ïðàâèëüíîþ.

Означення 1.2. Область 𝐷 називається правильною в напрямi осi 𝑂𝑦
(осi 𝑂𝑥), якщо довiльна пряма, яка проходить через внутрiшню точку обла-
стi 𝐷 паралельно осi 𝑂𝑦 (осi 𝑂𝑥), перетинає межу областi не бiльше, нiж
у двох точках.
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Ðîçãëÿíåìî òèïîâi âèïàäêè.
1. Îáëàñòü iíòåãðóâàííÿ 𝐷 îáìåæåíà çëiâà i ñïðàâà ïðÿìèìè 𝑥 = 𝑎 i

𝑥 = 𝑏 (𝑎 < 𝑏), à ç çíèçó i çâåðõó íåïåðåðâíèìè êðèâèìè 𝑦 = 𝜙1(𝑥) i 𝑦 = 𝜙2(𝑥)
(𝜙1(𝑥) 6 𝜙2(𝑥)), êîæíà ç ÿêèõ ïåðåòèíà¹òüñÿ ç ïðÿìîþ 𝑥 = 𝑋 = const (𝑎 <
𝑋 < 𝑏) ëèøå îäèí ðàç. Âèçíà÷åíà òàêèì ÷èíîì îáëàñòü 𝐷 ¹ ïðàâèëüíîþ
âçäîâæ îñi 𝑂𝑦 (äèâ. ðèñ. 1.2 (à)), êîðîòêî áóäåìî ¨¨ ïîçíà÷àòè òàê: 𝐷 =
{𝜙1(𝑥) 6 𝑦 6 𝜙2(𝑥), 𝑎 6 𝑥 6 𝑏}. Òîäi ïîäâiéíèé iíòåãðàë îá÷èñëþ¹òüñÿ çà
ôîðìóëîþ ∫︁∫︁

𝐷

𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥𝑑𝑦 =

𝑏∫︁
𝑎

𝑑𝑥

𝜙2(𝑥)∫︁
𝜙1(𝑥)

𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑦. (1.12)

Ïðàâó ÷àñòèíó ôîðìóëè (1.12) íàçèâàþòü повторним iнтегралом âiä ôóí-
êöi¨ 𝑓(𝑥, 𝑦) ïî îáëàñòi 𝐷. Iíòåãðàë çà çìiííîþ 𝑦 íàçèâàþòü внутрiшнiм, à
çà çìiííîþ 𝑥 � зовнiшнiм.

(а) (б)

Рис. 1.2. (а) Область 𝐷 правильна в напрямку осi 𝑂𝑦; (б) область 𝐷 правиль-
на в напрямку осi 𝑂𝑥. 𝑀1 – точка входу, 𝑀2 – точка виходу з областi

Äëÿ îá÷èñëåííÿ ïîâòîðíîãî iíòåãðàëà ïîòðiáíî ñïî÷àòêó îá÷èñëèòè âè-

çíà÷åíèé iíòåãðàë
𝜙2(𝑥)∫︀
𝜙1(𝑥)

𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑦, ââàæàþ÷è 𝑥 ñòàëîþ. Íèæíüîþ ìåæåþ ií-

òåãðóâàííÿ ¹ îðäèíàòà òî÷êè âõîäó 𝑀1: 𝑦вх = 𝜙1(𝑥), à âåðõíüîþ ìåæåþ
iíòåãðóâàííÿ ¹ îðäèíàòà òî÷êè âèõîäó 𝑀2: 𝑦вих = 𝜙2(𝑥), ÿêi âiäïîâiäàþòü
äàíîìó ôiêñîâàíîìó çíà÷åííþ 𝑥. Ðåçóëüòàò îá÷èñëåííÿ öüîãî iíòåãðàëà áó-
äå ôóíêöi¹þ òiëüêè âiä 𝑥. Iíòåãðóþ÷è òåïåð öþ ôóíêöiþ â ìåæàõ âiä 𝑎 äî
𝑏, îäåðæèìî çíà÷åííÿ ïîäâiéíîãî iíòåãðàëà.

2. ßêùî îáëàñòü 𝐷 âèçíà÷åíà íåðiâíîñòÿìè 𝑐 6 𝑦 6 𝑑, 𝜓1(𝑦) 6 𝑥 6
𝜓2(𝑦) (âèçíà÷åíà òàêèì ÷èíîì îáëàñòü ¹ ïðàâèëüíîþ âçäîâæ îñi 𝑂𝑥 (äèâ.
ðèñ. 1.2 (á)), ïîçíà÷àòèìåìî ¨¨ 𝐷 = {𝜓1(𝑦) 6 𝑥 6 𝜓2(𝑦), 𝑐 6 𝑦 6 𝑑}), ïðè-
÷îìó êîæíà iç íåïåðåðâíèõ êðèâèõ 𝑥 = 𝜓1(𝑦) i 𝑥 = 𝜓2(𝑦) ïåðåòèíàþòüñÿ ç
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ãîðèçîíòàëëþ 𝑦 = 𝑌 = const (𝑐 < 𝑌 < 𝑑) òiëüêè â îäíié òî÷öi, òî

∫︁∫︁
𝐷

𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥𝑑𝑦 =

𝑑∫︁
𝑐

𝑑𝑦

𝜓2(𝑦)∫︁
𝜓1(𝑦)

𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥, (1.13)

äå ïðè îá÷èñëåííi iíòåãðàëó
𝜓2(𝑦)∫︀
𝜓1(𝑦)

𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 âåëè÷èíó 𝑦 ââàæàþòü ñòàëîþ.

Зауваження 1. ßêùî îáëàñòü 𝐷 íå ¹ ïðàâèëüíîþ íi â íàïðÿìêó
𝑂𝑥, íi â íàïðÿìêó 𝑂𝑦, òî ¨¨ ðîçáèâàþòü íà êiëüêà ïðàâèëüíèõ îáëàñòåé
𝐷1, 𝐷2, . . . 𝐷𝑛, îá÷èñëþþòü ïîäâiéíi iíòåãðàëè ïî êîæíié ç öèõ îáëàñòåé àáî
çà ôîðìóëîþ (1.12) àáî (1.13), à ïîòiì íà îñíîâi âëàñòèâîñòi àäèòèâíîñòi ïî-
äâiéíîãî iíòåãðàëà ïiäñóìîâóþòü ðåçóëüòàòè.

Зауваження 2. ßêùî îáëàñòü iíòåãðóâàííÿ 𝐷 ¹ ïðàâèëüíîþ ÿê â íà-
ïðÿìêó îñi 𝑂𝑦, òàê i 𝑂𝑥, òî ïîäâiéíèé iíòåãðàë ìîæíà îá÷èñëþâàòè ÿê çà
ôîðìóëîþ (1.12), òàê i çà ôîðìóëîþ (1.12). Ðåçóëüòàò áóäå îäíàêîâèì.

Зауваження 3. ßêùî îáëàñòü 𝐷 � ïðÿìîêóòíèê iç ñòîðîíàìè, ïàðà-
ëåëüíèìè êîîðäèíàòíèì îñÿì, îáìåæåíèé ïðÿìèìè 𝑥 = 𝑎, 𝑥 = 𝑏, 𝑦 = 𝑐,
𝑦 = 𝑑 (äèâ. ðèñ. 1.3 (à)), òî

∫︁∫︁
𝐷

𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥𝑑𝑦 =

𝑏∫︁
𝑎

𝑑𝑥

𝑑∫︁
𝑐

𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑦 =

𝑑∫︁
𝑐

𝑑𝑦

𝑏∫︁
𝑎

𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥, (1.14)

êðiì òîãî, ÿêùî ïiäiíòåãðàëüíà ôóíêöiÿ ìà¹ âèãëÿä 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑓1(𝑥) · 𝑓2(𝑦),
òî ïîäâiéíèé iíòåãðàë ìîæå áóòè çâåäåíèé äî âèãëÿäó

∫︁∫︁
𝐷

𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥𝑑𝑦 =

𝑏∫︁
𝑎

𝑑𝑥

𝑑∫︁
𝑐

𝑓1(𝑥) · 𝑓2(𝑦) 𝑑𝑦 =

𝑏∫︁
𝑎

𝑓1(𝑥) 𝑑𝑥

𝑑∫︁
𝑐

𝑓2(𝑦) 𝑑𝑦. (1.15)

Зауваження 4. Ïiä ÷àñ îá÷èñëåííÿ ïîäâiéíîãî iíòåãðàëà (1.12) ìîæå
ñòàòèñÿ òàê, ùî õî÷à á îäíà ç ôóíêöié 𝑦 = 𝜙1(𝑥), 𝑦 = 𝜙2(𝑥) íå ìîæå áóòè
çàäàíà îäíèì àíàëiòè÷íèì âèðàçîì íà óñüîìó iíòåðâàëi 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]. (Êàæóòü,
ùî îáëàñòü íå ¹ ïðîñòîþ â íàïðÿìêó îñi 𝑂𝑦). Íåõàé, íàïðèêëàä,

𝜙1(𝑥) =

⎧⎨⎩ 𝑔1(𝑥), 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑐],

𝑔2(𝑥), 𝑥 ∈ [𝑐, 𝑏],

äå 𝑔1(𝑥), 𝑔2(𝑥) � iíòåãðîâíi íà âiäïîâiäíèõ âiäðiçêàõ ôóíêöi¨; 𝑐 � òî÷êà ñïðÿ-
æåííÿ (äèâ. ðèñ. 1.3 (á)). Òîäi ïðÿìîþ 𝑥 = 𝑐, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó
ñïðÿæåííÿ, îáëàñòü 𝐷 ìîæå áóòè ïîäiëåíà íà äâi ïðîñòi â íàïðÿìêó 𝑂𝑦
ïiäîáëàñòi 𝐷1 òà 𝐷2, ïðè÷îìó 𝐷1 = {𝑔1(𝑥) 6 𝑦 6 𝜙2(𝑥), 𝑎 6 𝑥 6 𝑐}, à
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(а) (б)

Рис. 1.3. (а)) Область iнтегрування – прямокутник; (б)) – область, що не є
простою в напрямку 𝑂𝑦

𝐷2 = {𝑔2(𝑥) 6 𝑦 6 𝜙2(𝑥), 𝑐 6 𝑥 6 𝑏}. Òîäi çãiäíî ç âëàñòèâiñòþ àäèòèâíîñòi
ïîäâiéíîãî iíòåãðàëà ìàòèìåìî∫︁∫︁

𝐷

𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥𝑑𝑦 =

∫︁∫︁
𝐷1

𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥𝑑𝑦 +

∫︁∫︁
𝐷2

𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥𝑑𝑦 =

=

𝑐∫︁
𝑎

𝑑𝑥

𝜙2(𝑥)∫︁
𝑔1(𝑥)

𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑦 +

𝑏∫︁
𝑐

𝑑𝑥

𝜙2(𝑥)∫︁
𝑔2(𝑥)

𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑦. (1.16)

Алгоритм знаходження подвiйного iнтеграла.

1. Çîáðàæó¹ìî êðèâi, ùî îáìåæóþòü îáëàñòü 𝐷, òà çàøòðèõó¹ìî ¨¨.

2. Àíàëiçó¹ìî âèãëÿä îáëàñòi 𝐷 òà âèáèðà¹ìî îïòèìàëüíó ïîñëiäîâíiñòü
iíòåãðóâàííÿ. ßêùî îáëàñòü 𝐷 ïðîñòà ó íàïðÿìêó îñi 𝑂𝑦, òî âíóòði-
øíié iíòåãðàë áåðåìî çà çìiííîþ 𝑦, à çîâíiøíié � çà 𝑥, i íàâïàêè � ÿêùî
îáëàñòü 𝐷 ïðîñòà ó íàïðÿìêó îñi 𝑂𝑥, òî âíóòðiøí¹ iíòåãðóâàííÿ ñëiä
âèêîíóâàòè çà çìiííîþ 𝑥, à çîâíiøí¹ � çà 𝑦. ßêùî îáëàñòü iíòåãðóâàí-
íÿ íå ¹ ïðîñòîþ â æîäíîìó íàïðÿìêó, òî ¨¨ äiëÿòü íà äåêiëüêà ïðîñòèõ
â îäíîìó íàïðÿìêó ïiäîáëàñòåé.

3. Âñòàíîâëþ¹ìî ìåæi iíòåãðóâàííÿ: ñïî÷àòêó äëÿ çîâíiøíüîãî iíòåãðà-
ëà, ïîòiì � äëÿ âíóòðiøíüîãî. ßêùî çîâíiøí¹ iíòåãðóâàííÿ âèêîíó¹-
òüñÿ çà çìiííîþ 𝑥 (äèâ. ðèñ. 1.2 à), òî îáëàñòü ïðîåêòóþòü íà âiñü 𝑂𝑥,
îòðèìóþ÷è äåÿêèé âiäðiçîê [𝑎, 𝑏], êiíöi ÿêîãî 𝑎 òà 𝑏 ¹ âiäïîâiäíî íè-
æíüîþ òà âåðõíüîþ ìåæàìè çîâíiøíüîãî iíòåãðàëà (ìåæi çîâíiøíüîãî
iíòåãðàëà çàâæäè ñòàëi). Äëÿ çíàõîäæåííÿ ìåæ âíóòðiøíüîãî iíòåãðà-
ëà çà çìiííîþ 𝑦 âèçíà÷à¹ìî 𝑦 = 𝜙1(𝑥) òà 𝑦 = 𝜙2(𝑥) ç ðiâíÿííÿ ëiíié,
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ùî îáìåæóþòü îáëàñòü çíèçó òà çâåðõó. Àíàëîãi÷íî çíàõîäèìî iíòå-
ãðàë, ÿêùî çîâíiøí¹ iíòåãðóâàííÿ çäiéñíþ¹òüñÿ çà çìiííîþ 𝑦 (îáëàñòü
ïðîñòà â íàïðÿìêó 𝑂𝑥, ðèñ. 1.2 á). Òîäi îáëàñòü ïðîåêòó¹ìî íà âiñü
𝑂𝑦 i îäåðæó¹ìî ìåæi çîâíiøíüîãî iíòåãðàëà; ùîá çíàéòè ìåæi âíóòði-
øíüîãî iíòåãðàëà çà çìiííîþ 𝑥 âèðàæàþòü 𝑥 = 𝜓1(𝑦) òà 𝑥 = 𝜓1(𝑦) ç
ðiâíÿííÿ ëiíié, ùî îáìåæóþòü îáëàñòü 𝐷 ëiâîðó÷ i ïðàâîðó÷.

4. Çíàõîäèìî ïîâòîðíèé iíòåãðàë. Ñïî÷àòêó îá÷èñëþ¹ìî âíóòðiøíié ií-
òåãðàë çà ôîðìóëîþ Íüþòîíà�Ëåéáíiöà (çìiííó çîâíiøíüîãî iíòåãðà-
ëà ââàæà¹ìî ñòàëîþ), à äàëi îäåðæàíèé âèðàç iíòåãðó¹ìî çà çîâíi-
øíüîþ çìiííîþ.

Приклад 1.1. Обчислити подвiйний iнтеграл
∫︀∫︀
𝐷

(𝑥2 + 𝑦2) 𝑑𝑥𝑑𝑦, якщо обла-

стю iнтегрування 𝐷 є трикутник, обмежений прямими 𝑦 = 0, 𝑥 = 2,
𝑦 =

𝑥

2
(див. рис. 1.4).

Розв’язок

Рис. 1.4

Якщо для обчислення подвiйного iнтеграла скористатися формулою (1.12),

то тут 𝑦вх = 𝜙1(𝑥) = 0, 𝑦вих = 𝜙2(𝑥) =
𝑥

2

(︁
оскiльки точка входу лежить

на осi 𝑂𝑥, а точка виходу – на прямiй 𝑦 =
𝑥

2

)︁
; 𝑎 = 0, 𝑏 = 2.

Тому, застосовуючи формулу (1.12), маємо

∫︁∫︁
𝐷

(𝑥2 + 𝑦2) 𝑑𝑥𝑑𝑦 =

2∫︁
0

𝑑𝑥

𝑥
2∫︁

0

(𝑥2 + 𝑦2) 𝑑𝑦.

Обчислимо внутрiшнiй iнтеграл, в якому вважаємо 𝑥 сталою:

𝑥
2∫︁

0

(𝑥2 + 𝑦2) 𝑑𝑦 =

(︂
𝑥2𝑦 +

𝑦3

3

)︂⃒⃒⃒⃒𝑥
2

0

= 𝑥2 · 𝑥
2
+

1

3

(︁𝑥
2

)︁3

=
13

24
𝑥3.
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Вiдповiдно,

∫︁∫︁
𝐷

(𝑥2 + 𝑦2) 𝑑𝑥𝑑𝑦 =

2∫︁
0

13

24
𝑥3𝑑𝑥 =

13

24
· 𝑥

4

4

⃒⃒⃒⃒2
0

=
13

6
.

Використаємо тепер для обчислення подвiйного iнтеграла
∫︀∫︀
𝐷

(𝑥2 +

𝑦2)𝑑𝑥𝑑𝑦 формулу (1.13). Враховуючи, що в цьому випадку 𝑥вх = 𝜓1(𝑦) = 2𝑦,
𝑥вих = 𝜓2(𝑦) = 2 (оскiльки точка входу лежить на прямiй 𝑦 =

𝑥

2
або

𝑥 = 2𝑦, а точка виходу на прямiй 𝑥 = 2), 𝑐 = 0, 𝑑 = 1 (𝑑 – це ордината
точки перетину прямих 𝑦 =

𝑥

2
, 𝑥 = 2, див. рис. 1.4), одержимо

∫︁∫︁
𝐷

(𝑥2 + 𝑦2) 𝑑𝑥𝑑𝑦 =

1∫︁
0

𝑑𝑥

2∫︁
2𝑦

(𝑥2 + 𝑦2) 𝑑𝑥.

Так як

2∫︁
2𝑦

(𝑥2 + 𝑦2) 𝑑𝑥 =

(︂
𝑥3

3
+ 𝑦2𝑥

)︂⃒⃒⃒⃒2
2𝑦

=

(︂
8

3
+ 2𝑦2

)︂
−

(︂
8𝑦3

3
+ 2𝑦3

)︂
=

=
8

3
+ 2𝑦2 − 14

3
𝑦3,

то∫︁∫︁
𝐷

(𝑥2 + 𝑦2) 𝑑𝑥𝑑𝑦 =

1∫︁
0

(︂
8

3
+ 2𝑦2 − 14

3
𝑦3
)︂
𝑑𝑦 =

(︂
8𝑦

3
+

2𝑦3

3
− 7𝑦4

6

)︂⃒⃒⃒⃒1
0

=
13

6
.

Якщо взяти до уваги геометричний змiст подвiйного iнтеграла, то∫︀∫︀
𝐷

(𝑥2 + 𝑦2)𝑑𝑥𝑑𝑦 дає об’єм 𝑉 цилiндричного тiла, обмеженого зверху ча-

стиною параболоїда обертання 𝑧 = 𝑥2 + 𝑦2, яка проектується на площину
𝑂𝑥𝑦 в трикутник 𝐷.

Приклад 1.2. Обчислити подвiйний iнтеграл
∫︀∫︀
𝐷

𝑥𝑦 𝑑𝑥𝑑𝑦, якщо область iн-

тегрування 𝐷 обмежена вiссю 𝑂𝑥 i верхнiм пiвкругом (𝑥−2)2+𝑦2 = 1 (див.
рис. 1.5).

Розв’язок

Запишемо рiвняння лiнiй, якi обмежують область iнтегрування: 𝑦 = 0 –
рiвняння осi 𝑂𝑥, а 𝑦 =

√︀
1− (𝑥− 2)2 – рiвняння верхньої частини круга
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Рис. 1.5

(з центром в точцi (2, 0) i радiусом 1). Хоча область 𝐷 є правильною в
напрямку обох координатних осей, але в даному випадку зручнiше вважати
її правильною вздовж осi 𝑂𝑦 (𝐷 = {0 6 𝑦 6

√︀
1− (𝑥− 2)2, 1 6 𝑥 6 3}).

Тому для обчислення подвiйного iнтеграла скористаємось формулою (1.12),
де 𝑦вх = 𝜙1(𝑥) = 0, 𝑦вих = 𝜙2(𝑥) =

√︀
1− (𝑥− 2)2, 𝑎 = 1, 𝑏 = 3. Тодi

∫︁∫︁
𝐷

𝑥𝑦 𝑑𝑥𝑑𝑦 =

3∫︁
1

𝑑𝑥

√
1−(𝑥−2)2∫︁
0

𝑥𝑦 𝑑𝑦.

Обчислимо внутрiшнiй iнтеграл, в якому вважаємо 𝑥 сталою:
√

1−(𝑥−2)2∫︁
0

𝑥𝑦 𝑑𝑦 = 𝑥
𝑦2

2

⃒⃒⃒⃒√1−(𝑥−2)2

0

=
𝑥(1− (𝑥− 2)2)

2
=

−𝑥3 + 4𝑥2 − 3𝑥

2
.

Вiдповiдно,∫︁∫︁
𝐷

𝑥𝑦 𝑑𝑥𝑑𝑦 =
1

2

3∫︁
1

(−𝑥3 + 4𝑥2 − 3𝑥)𝑑𝑥 =
1

2

(︂
−𝑥

4

4
+

4𝑥3

3
− 3𝑥2

2

)︂⃒⃒⃒⃒3
1

=
4

3
.

Приклад 1.3. Обчислити подвiйний iнтеграл
∫︀∫︀
𝐷

(𝑥+𝑦) 𝑑𝑥𝑑𝑦, якщо область

iнтегрування 𝐷 обмежена лiнiями 𝑥 = 0, 𝑦 =
√
𝑥, 𝑦 = 2− 𝑥2 (рис. 1.6).

Розв’язок.

Знайдемо точки перетину лiнiй, якi обмежують область 𝐷:

𝑥 = 0,

𝑦 =
√
𝑥 = 0,

⎫⎬⎭ ⇒ 𝑂(0, 0),
𝑥 = 0,

𝑦 = 2− 𝑥2 = 2,

⎫⎬⎭ ⇒ 𝐵(0, 2),

𝑦 =
√
𝑥,

𝑦 = 2− 𝑥2,

⎫⎬⎭ ⇒ 2− 𝑥2 −
√
𝑥 = 0 ⇒ 𝑥 = 1, 𝑦 = 1 ⇒ 𝐴(1, 1).
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Рис. 1.6

Для обчислення подвiйного iнтеграла застосуємо формулу (1.12). Тут
𝑦вх = 𝜙1(𝑥) =

√
𝑥, 𝑦вих = 𝜙2(𝑥) = 2− 𝑥2, 𝑎 = 0, 𝑏 = 1. Тому∫︁∫︁

𝐷

(𝑥+ 𝑦) 𝑑𝑥𝑑𝑦 =

1∫︁
0

𝑑𝑥

2−𝑥2∫︁
√
𝑥

(𝑥+ 𝑦) 𝑑𝑦.

Обчислимо внутрiшнiй iнтеграл, в якому вважаємо 𝑥 сталою:

2−𝑥2∫︁
√
𝑥

(𝑥+ 𝑦) 𝑑𝑦 = 𝑥 · 𝑦

⃒⃒⃒⃒
⃒
2−𝑥2

√
𝑥

+
𝑦2

2

⃒⃒⃒⃒2−𝑥2
√
𝑥

= 2 +
3

2
𝑥− 𝑥3/2 − 2𝑥2 − 𝑥3 +

1

2
𝑥4.

Отже, ∫︁∫︁
𝐷

(𝑥+ 𝑦) 𝑑𝑥𝑑𝑦 =

1∫︁
0

(︂
2 +

3

2
𝑥− 𝑥3/2 − 2𝑥2 − 𝑥3 +

1

2
𝑥4
)︂
𝑑𝑥 =

=

(︂
2𝑥+

3𝑥2

4
− 2𝑥5/2

5
− 2𝑥3

3
− 𝑥4

4
+
𝑥5

10

)︂⃒⃒⃒⃒1
0

=

= 2 +
3

4
− 2

5
− 2

3
− 1

4
+

1

10
=

23

15
.

Якщо при обчисленнi подвiйного iнтеграла
∫︀∫︀
𝐷

(𝑥+ 𝑦) 𝑑𝑥𝑑𝑦 скористатися

формулою (1.13), то доведеться область iнтегрування 𝐷 розбити на двi
частини 𝐷1 i 𝐷2 (див. рис. 1.6), оскiльки лiнiя 𝑂𝐴𝐵, на якiй розташованi
точки виходу на окремих дiлянках, задається рiзними рiвняннями (див.
зауваження 4). Згiдно властивостi адитивностi подвiйного iнтеграла∫︁∫︁

𝐷

(𝑥+ 𝑦) 𝑑𝑥𝑑𝑦 =

∫︁∫︁
𝐷1

(𝑥+ 𝑦) 𝑑𝑥𝑑𝑦 +

∫︁∫︁
𝐷2

(𝑥+ 𝑦) 𝑑𝑥𝑑𝑦.

13



Застосовуємо формулу (1.13) до кожного з iнтегралiв, що стоять в правiй
частинi останньої рiвностi:∫︁∫︁

𝐷1

(𝑥+ 𝑦) 𝑑𝑥𝑑𝑦 =

1∫︁
0

𝑑𝑦

𝑦2∫︁
0

(𝑥+ 𝑦) 𝑑𝑥,

тому що, 𝑥вх = 𝜓1(𝑦) = 0, 𝑥вих = 𝜓2(𝑦) = 𝑦2, 𝑐 = 0, 𝑑 = 1. Обчислимо
внутрiшнiй iнтеграл, пам’ятаючи, що 𝑦 – стала:

𝑦2∫︁
0

(𝑥+ 𝑦) 𝑑𝑥 =

(︂
𝑥2

2
+ 𝑦 𝑥

)︂⃒⃒⃒⃒𝑦2
0

=
𝑦4

4
+ 𝑦3.

Тодi ∫︁∫︁
𝐷1

(𝑥+ 𝑦) 𝑑𝑥𝑑𝑦 =

1∫︁
0

(︂
𝑦4

4
+ 𝑦3

)︂
𝑑𝑦 =

(︂
𝑦5

10
+
𝑦4

4

)︂⃒⃒⃒⃒1
0

=
7

20
.

Аналогiчно знаходимо∫︁∫︁
𝐷2

(𝑥 + 𝑦) 𝑑𝑥𝑑𝑦 =

2∫︁
1

𝑑𝑦

√
2−𝑦∫︁
0

(𝑥 + 𝑦) 𝑑𝑥, тому що, 𝑥вх = 0, 𝑥вих =
√
2− 𝑦,

𝑐 = 1, 𝑑 = 2.
√
2−𝑦∫︁
0

(𝑥+ 𝑦) 𝑑𝑥 =

(︂
𝑥2

2
+ 𝑦 𝑥

)︂⃒⃒⃒⃒√2−𝑦

0

=
2− 𝑦

2
+ 𝑦

√︀
2− 𝑦.

Вiдповiдно∫︁∫︁
𝐷2

(𝑥+ 𝑦) 𝑑𝑥𝑑𝑦 =

2∫︁
1

(︁
1− 𝑦

2
+ 𝑦

√︀
2− 𝑦

)︁
𝑑𝑦 =

(︂
𝑦 − 𝑦2

4

)︂⃒⃒⃒⃒2
1

+

2∫︁
1

𝑦
√︀
2− 𝑦 𝑑𝑦 =

=
1

4
+

2∫︁
1

𝑦
√︀

2− 𝑦 𝑑𝑦 =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ √

2− 𝑦 = 𝑡, 𝑑𝑦 = −2𝑡 𝑑𝑡,

𝑦 = 1 ⇒ 𝑡 = 1, 𝑦 = 2 ⇒ 𝑡 = 0

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ =

=
1

4
+ 2

1∫︁
0

(︀
2− 𝑡2

)︀
𝑡2𝑑𝑡 =

1

4
+ 2

(︂
2𝑡3

3
− 𝑡5

5

)︂⃒⃒⃒⃒1
0

=
71

60
.

Таким чином, остаточно,∫︁∫︁
𝐷

(𝑥+ 𝑦) 𝑑𝑥𝑑𝑦 =
7

20
+

71

60
=

23

15
.
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Цей приклад демонструє, що для знаходження подвiйного iнтеграла∫︀∫︀
𝐷

(𝑥2 + 𝑦2) 𝑑𝑥𝑑𝑦 в даному конкретному випадку зручнiше застосовувати

формулу (1.12). Цю обставину слiд мати на увазi при обчисленнi подвiйних
iнтегралiв i використовувати ту з формул (1.12) чи (1.13), застосування
якої приводить до менш громiздких обчислень.

Приклад 1.4. Обчислити подвiйний iнтеграл
∫︀∫︀
𝐷

(3𝑥 + 2𝑥𝑦) 𝑑𝑥𝑑𝑦, якщо

область iнтегрування 𝐷 обмежена лiнiями 𝑦 = 0, 𝑦 = 𝑥2, 𝑦 =
1

2
(3 − 𝑥)

(рис. 1.7).

Розв’язок.

Рис. 1.7

Знайдемо точки перетину лiнiй, якi обмежують область 𝐷:

𝑦 = 𝑥2,

𝑦 = 1
2(3− 𝑥),

⎫⎬⎭ ⇒ 𝑥2 +
1

2
𝑥− 3

2
= 0 ⇒

𝑥1 = 1, 𝑦1 = 1;

𝑥2 = −3
2 , 𝑦2 =

9
4 ;

⎫⎬⎭ ⇒ 𝐴(1, 1),

𝑦 = 0,

𝑦 = 𝑥2,

⎫⎬⎭ ⇒ 𝑂(0, 0),
𝑦 = 0,

𝑦 = 1
2(3− 𝑥),

⎫⎬⎭ ⇒ 3− 𝑥 = 0 ⇒ 𝐵(3, 0).

Як видно з рис. 1.7, якщо область iнтегрування 𝐷 вважати правиль-
ною вздовж осi 𝑂𝑦, то точки виходу будуть лежати на лiнiї 𝑂𝐴𝐵, яка на
промiжку [0, 1] задається рiвнянням 𝑦 = 𝑥2, а на промiжку [1, 3] – рiвнян-

ням 𝑦 =
1

2
(3−𝑥). Тодi область 𝐷 доведеться розбивати на частини 𝐷1 та

𝐷2, що є нерацiональним. В даному випадку область iнтегрування вигiднiше
розглядати правильною вздовж 𝑂𝑥: 𝐷 = {√𝑦 6 𝑥 6 3−2𝑦, 0 6 𝑦 6 1}. Тодi
для обчислення подвiйного iнтеграла

∫︀∫︀
𝐷

(3𝑥+2𝑥𝑦) 𝑑𝑥𝑑𝑦 застосуємо формулу

(1.13) ∫︁∫︁
𝐷

(3𝑥+ 2𝑥𝑦) 𝑑𝑥𝑑𝑦 =

1∫︁
0

𝑑𝑦

3−2𝑦∫︁
√
𝑦

(3 + 2𝑦)𝑥 𝑑𝑥.
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Обчислимо внутрiшнiй iнтеграл, пам’ятаючи, що 𝑦 – стала:

3−2𝑦∫︁
√
𝑦

(3 + 2𝑦)𝑥 𝑑𝑥 = (3 + 2𝑦)
𝑥2

2

⃒⃒⃒⃒3−2𝑦

√
𝑦

=
1

2

(︀
8𝑦3 − 14𝑦2 − 21𝑦 + 27

)︀
.

Остаточно

∫︁∫︁
𝐷

(3𝑥+ 2𝑥𝑦) 𝑑𝑥𝑑𝑦 =
1

2

1∫︁
0

(︀
8𝑦3 − 14𝑦2 − 21𝑦 + 27

)︀
𝑑𝑦 =

=
1

2

(︂
2𝑦4 − 14𝑦3

3
− 21𝑦2

2
+ 27𝑦

)︂⃒⃒⃒⃒1
0

=
83

12
.

Приклад 1.5. Знайти середнє значення функцiї 𝑓(𝑥, 𝑦) = 12 − 2𝑥 − 3𝑦 в
областi 𝐷, яка обмежена прямими 12− 2𝑥− 3𝑦 = 0, 𝑥 = 0, 𝑦 = 0.

Розв’язок.

Знайдемо точки перетину лiнiй, якi обмежують область 𝐷 (див. рис. 1.8):

𝑥 = 0,

12− 3𝑦 = 0,

⎫⎬⎭ ⇒ 𝐴(0, 4),
𝑦 = 0,

12− 2𝑥 = 0,

⎫⎬⎭ ⇒ 𝐵(6, 0).

Рис. 1.8

Середнє значення функцiї 𝑓(𝑥, 𝑦) в областi 𝐷 будемо шукати за форму-
лою (1.11), де 𝑆 – площа цiєї областi (див. (1.4)). Вважатимемо що область
𝐷 правильна у напрямку осi 𝑂𝑦. Тодi точка входу буде лежати на прямiй

𝑦 = 0, точка виходу на прямiй 𝑦 = 4 − 2

3
𝑥, а область iнтегрування буде

визначена наступним чином: 𝐷 = {0 6 𝑦 6 4− 2
3𝑥, 0 6 𝑥 6 6}.

16



Для обчислення подвiйного iнтеграла, що фiгурує в (1.4) застосуємо фор-
мулу (1.12). Тодi

𝑆 =

∫︁∫︁
𝐷

𝑑𝑥𝑑𝑦 =

6∫︁
0

𝑑𝑥

4− 2
3𝑥∫︁

0

𝑑𝑦 =

6∫︁
0

(︂
4− 2

3
𝑥

)︂
𝑑𝑥 =

(︂
4𝑥− 𝑥2

3

)︂⃒⃒⃒⃒6
0

= 12.

Пiдставивши одержане значення площi 𝑆 в (1.11) переходимо до знахо-
дження середнього значення функцiї 𝑓(𝑃 ):

𝑓(𝑃 ) =
1

𝑆

∫︁∫︁
𝐷

(12− 2𝑥− 3𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 =
1

12

6∫︁
0

𝑑𝑥

4− 2
3𝑥∫︁

0

(12− 2𝑥− 3𝑦)𝑑𝑦.

Обчислюємо внутрiшнiй iнтеграл

4− 2
3𝑥∫︁

0

(12− 2𝑥− 3𝑦)𝑑𝑦 =

(︂
(12− 2𝑥)𝑦 − 3𝑦2

2

)︂⃒⃒⃒⃒4− 2
3𝑥

0

= 4

(︂
6− 2𝑥+

𝑥2

6

)︂

i остаточно знаходимо

𝑓(𝑃 ) =
4

12

6∫︁
0

(︂
6− 2𝑥+

𝑥2

6

)︂
𝑑𝑥 =

1

3

(︂
6𝑥− 𝑥2 +

1

6

𝑥3

3

)︂⃒⃒⃒⃒6
0

= 4.

1.4 Замiна змiнних у подвiйному iнтегралi. Подвiйний

iнтеграл у полярних координатах

Îäíèì iç ìåòîäiâ ñïðîùåííÿ îá÷èñëåííÿ ïîäâiéíîãî iíòåãðàëà ¹ ìåòîä
çàìiíè çìiííèõ ó ïîäâiéíîìó iíòåãðàëi.

Íåõàé ôóíêöiÿ 𝑓(𝑥, 𝑦) íåïåðåðâíà â äåÿêié çàìêíåíié i îáìåæåíié îáëàñòi
𝐷, òîäi iñíó¹ iíòåãðàë

𝐼 =

∫︁∫︁
𝐷

𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥𝑑𝑦.

Ïðèïóñòèìî, ùî çà äîïîìîãîþ ôîðìóë

𝑥 = 𝑥(𝑢, 𝑣), 𝑦 = 𝑦(𝑢, 𝑣) (1.17)

ìè ïåðåõîäèìî â ïîäâiéíîìó iíòåãðàëi 𝐼 äî íîâèõ çìiííèõ 𝑢 òà 𝑣. Ââàæàòè-
ìåìî, ùî ç ôîðìóë (1.17) îäíîçíà÷íî ìîæíà âèçíà÷èòè 𝑢 òà 𝑣:

𝑢 = 𝑢(𝑥, 𝑦), 𝑣 = 𝑣(𝑥, 𝑦). (1.18)
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Íåõàé ìíîæèíà âñiõ òî÷îê𝑀 *(𝑢, 𝑣) óòâîðþ¹ îáìåæåíó çàìêíåíó îáëàñòü
𝐷*. Çà äîïîìîãîþ ôîðìóë (1.18) êîæíié òî÷öi𝑀(𝑥, 𝑦) iç îáëàñòi𝐷 ñòàâèòüñÿ
ó âiäïîâiäíiñòü äåÿêà òî÷êà 𝑀 *(𝑢, 𝑣) iç îáëàñòi 𝐷*. Ôîðìóëè (1.17) íàçèâà-
þòü формулами перетворення координат, à ôîðìóëè (1.18) � форму-
лами оберненого перетворення.

Ñïðàâåäëèâà íàñòóïíà òåîðåìà.

Теорема 1.3. Якщо перетворення (1.18) переводить замкнену обмежену
область 𝐷 в замкнену обмежену область 𝐷* i є взаємно однозначним, i
якщо функцiї (1.17) мають в областi 𝐷* неперервнi частиннi похiднi пер-
шого порядку i вiдмiнний вiд нуля визначник

𝐽(𝑢, 𝑣) =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 𝜕𝑥
𝜕𝑢

𝜕𝑥
𝜕𝑣

𝜕𝑦
𝜕𝑢

𝜕𝑦
𝜕𝑣

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ , (1.19)

а функцiя 𝑓(𝑥, 𝑦) неперервна в областi 𝐷, то справедлива наступна формула
замiни змiнних:

𝐼 =

∫︁∫︁
𝐷

𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥𝑑𝑦 =

∫︁∫︁
𝐷*

𝑓(𝑥(𝑢, 𝑣), 𝑦(𝑢, 𝑣)) |𝐽(𝑢, 𝑣)| 𝑑𝑢𝑑𝑣. (1.20)

Ôóíêöiîíàëüíèé âèçíà÷íèê (1.19) íàçèâà¹òüñÿ визначником Якобi або
якобiаном. Òàêèì ÷èíîì, âèêîíóþ÷è çàìiíó çìiííèõ â iíòåãðàëi 𝐼 çà ôîð-
ìóëàìè (1.17), ìè ìà¹ìî åëåìåíò ïëîùi 𝑑𝑥𝑑𝑦 â êîîðäèíàòàõ 𝑥, 𝑦 çàìiíèòè
åëåìåíòîì ïëîùi |𝐽(𝑢, 𝑣)| 𝑑𝑢𝑑𝑣 â êîîðäèíàòàõ 𝑢, 𝑣 i ñòàðó îáëàñòü iíòåãðó-
âàííÿ 𝐷 çàìiíèòè âiäïîâiäíîþ ¨é îáëàñòþ 𝐷*.

Приклад 1.6. Обчислити iнтеграл
∫︁∫︁
𝐷

𝑥

𝑦
𝑑𝑥𝑑𝑦, якщо область 𝐷 обмежена

лiнiями 𝑥𝑦 = 𝑎2, 𝑥𝑦 = 2𝑎2, 𝑦 = 𝑥, 𝑦 = 2𝑥 (𝑥 > 0, 𝑦 > 0) (див. рис. 1.9 (а)).

Розв’язок.

Безпосереднє обчислення цього iнтеграла надто громiздке, тому що як
в напрямку осi 𝑂𝑥 так i в напрямку осi 𝑂𝑦 область 𝐷 потрiбно спочатку
розбити на три областi, а потiм обчислювати три подвiйних iнтеграли.
Тому перейдемо до нових змiнних 𝑢 i 𝑣 за формулами 𝑢 =

𝑦

𝑥
, 𝑣 = 𝑥𝑦. Тодi

𝑥 =

√︂
𝑣

𝑢
, 𝑦 =

√
𝑢𝑣;

𝜕𝑥

𝜕𝑢
= −1

2

√
𝑣𝑢−

3
2 ,

𝜕𝑥

𝜕𝑣
=

1

2
√
𝑢𝑣

;

𝜕𝑦

𝜕𝑢
=

1

2

√︂
𝑣

𝑢
,

𝜕𝑦

𝜕𝑣
=

1

2

√︂
𝑢

𝑣
.
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(а) (б)

Рис. 1.9

Обчислюємо якобiан переходу

𝐽(𝑢, 𝑣) =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ −1

2

√
𝑣𝑢−

3
2

1
2
√
𝑢𝑣

1
2

√︀
𝑣
𝑢

1
2

√︀
𝑢
𝑣

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ = − 1

2𝑢
, |𝐽(𝑢, 𝑣)| = 1

2𝑢
.

Рiвняння лiнiй набувають вигляду: 𝑣 = 𝑎2, 𝑣 = 2𝑎2, 𝑢 = 1, 𝑢 = 2. Область
𝐷 площини 𝑂𝑥𝑦 перетворюється в прямокутник 𝐷* площини 𝑂*𝑢𝑣 (рис.
1.9 (б)). Застосовуючи формулу (1.20), дiстанемо

∫︁∫︁
𝐷

𝑥

𝑦
𝑑𝑥𝑑𝑦 =

1

2

∫︁∫︁
𝐷*

1

𝑢2
𝑑𝑢𝑑𝑣 =

1

2

2∫︁
1

𝑑𝑢

𝑢2

2𝑎2∫︁
𝑎2

𝑑𝑣 =
𝑎2

2

2∫︁
1

𝑑𝑢

𝑢2
= −𝑎

2

2

1

𝑢

⃒⃒⃒⃒2
1

=
𝑎2

4
.

Ðîçãëÿíåìî çàìiíó äåêàðòîâèõ êîîðäèíàò 𝑥, 𝑦 ïîëÿðíèìè 𝜌, 𝜙 çà âiäî-
ìèìè ôîðìóëàìè

𝑥 = 𝜌 cos𝜙, 𝑦 = 𝜌 sin𝜙 (0 6 𝜌 < +∞, 0 6 𝜙 6 2𝜋).

Îñêiëüêè

𝐽(𝑢, 𝑣) =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ cos𝜙 −𝜌 sin𝜙
sin𝜙 𝜌 cos𝜙

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ = 𝜌, |𝐽(𝑢, 𝑣)| = 𝜌, (1.21)

òî ôîðìóëà (1.20) íàáóâà¹ âèãëÿäó∫︁∫︁
𝐷

𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥𝑑𝑦 =

∫︁∫︁
𝐷*

𝑓(𝜌 cos𝜙, 𝜌 sin𝜙)𝜌 𝑑𝜌𝑑𝜙. (1.22)
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äå îáëàñòü 𝐷 çàäàíà â äåêàðòîâié ñèñòåìi êîîðäèíàò 𝑂𝑥𝑦, à 𝐷* � âiäïîâiäíà
¨é îáëàñòü â ïîëÿðíié ñèñòåìi êîîðäèíàò. Âèðàç 𝜌 𝑑𝜌𝑑𝜙 ¹ åëåìåíòîì ïëîùi â
ïîëÿðíèõ êîîðäèíàòàõ. Ôîðìóëà (1.22) âèðàæà¹ ïðàâèëî çàìiíè çìiííèõ ó
ïîäâiéíîìó iíòåãðàëi ïðè ïåðåõîäi äî ïîëÿðíèõ êîîðäèíàò. (Â ïîäàëüøîìó
äëÿ ñïðîùåííÿ çàïèñó ïîçíà÷åííÿ 𝐷 áóäåìî âæèâàòè, ÿê äëÿ îáëàñòi çà-
äàíié â äåêàðòîâié ñèñòåìi êîîðäèíàò, òàê i äëÿ îáëàñòi çàäàíié â ïîëÿðíié
ñèñòåìi êîîðäèíàò.)

Äëÿ îá÷èñëåííÿ ïîäâiéíîãî iíòåãðà-

Рис. 1.10. Область iнтегрування
𝐷 у полярних координатах

ëà
∫︀∫︀
𝐷

𝑓(𝜌 cos𝜙, 𝜌 sin𝜙)𝜌 𝑑𝜌𝑑𝜙 çàñòîñîâóþòü

òåæ ñàìå ïðàâèëî çâåäåííÿ äî ïîâòîðíîãî
iíòåãðàëà, ùî i ó âèïàäêó çìiííèõ 𝑥 i 𝑦. Íå-
õàé îáëàñòü 𝐷 îáìåæåíà äâîìà ïðîìåíÿ-
ìè, ùî âèõîäÿòü ç ïîëþñà ïiä êóòàìè 𝛼 i 𝛽,
òà äâîìà êðèâèìè, ðiâíÿííÿ ÿêèõ ó ïîëÿð-
íèõ êîîðäèíàòàõ ìàþòü âèãëÿä: 𝜌 = 𝜌1(𝜙)
i 𝜌 = 𝜌2(𝜙). Ïðîâåäåìî ç ïîëþñà ïðîìiíü
ïiä êóòîì 𝜙 (𝛼 < 𝜙 < 𝛽). Öåé ïðîìiíü
ïåðåòèíà¹ êðèâi 𝜌 = 𝜌1(𝜙) i 𝜌 = 𝜌2(𝜙) âiä-
ïîâiäíî â òî÷êàõ 𝐶1 i 𝐶2 (ðèñ. 1.10). Òî÷êà
𝐶1 ¹ òî÷êîþ âõîäó, à òî÷êà 𝐶2 � òî÷êîþ âè-

õîäó. Äëÿ öi¹¨ îáëàñòi iíòåãðóâàííÿ 𝐷 = {𝜌1(𝜙) 6 𝜌 6 𝜌2(𝜙), 𝛼 6 𝜙 6 𝛽}
ïîäâiéíèé iíòåãðàë îá÷èñëþþòü çà ôîðìóëîþ:

∫︁∫︁
𝐷

𝑓(𝜌 cos𝜙, 𝜌 sin𝜙)𝜌 𝑑𝜌𝑑𝜙 =

𝛽∫︁
𝛼

𝑑𝜙

𝜌вих=𝜌2(𝜙)∫︁
𝜌вх=𝜌1(𝜙)

𝑓(𝜌 cos𝜙, 𝜌 sin𝜙)𝜌 𝑑𝜌. (1.23)

Âíóòðiøíié iíòåãðàë
𝜌2(𝜙)∫︀
𝜌1(𝜙)

𝑓(𝜌 cos𝜙, 𝜌 sin𝜙)𝜌 𝑑𝜌 áåðåòüñÿ (ïðè ïîñòiéíîìó

𝜙) â ìåæàõ âiä ïîëÿðíîãî ðàäióñà òî÷êè âõîäó (𝜌вх = 𝜌1(𝜙)) äî ïîëÿðíîãî
ðàäióñà òî÷êè âèõîäó (𝜌вих = 𝜌2(𝜙)). Ðåçóëüòàò öüîãî iíòåãðóâàííÿ áóäå
äåÿêîþ ôóíêöi¹þ âiä çìiííî¨ 𝜙, ÿêó ïîòðiáíî ïðîiíòåãðóâàòè â ìåæàõ âiä 𝛼
äî 𝛽.

ßêùî ïîëþñ íàëåæèòü ìåæi îáëàñòi iíòåãðóâàííÿ 𝐷 (ÿê çîáðàæåíî íà
ðèñ. 1.11 (à)), òî äëÿ íå¨ ïîëÿðíèé ðàäióñ âõîäó ðiâíèé íóëþ: 𝜌вх = 0 i,
âiäïîâiäíî,

∫︁∫︁
𝐷

𝑓(𝜌 cos𝜙, 𝜌 sin𝜙)𝜌 𝑑𝜌𝑑𝜙 =

𝛽∫︁
𝛼

𝑑𝜙

𝜌(𝜙)∫︁
0

𝑓(𝜌 cos𝜙, 𝜌 sin𝜙)𝜌 𝑑𝜌. (1.24)

ßêùî æ îáëàñòü 𝐷 îõîïëþ¹ ïî÷àòîê êîîðäèíàò i îáìåæåíà êðèâîþ 𝜌 =
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(а) (б)

Рис. 1.11

𝜌(𝜙) (ðèñ. 1.11 (á)), òî ìà¹ìî

∫︁∫︁
𝐷

𝑓(𝜌 cos𝜙, 𝜌 sin𝜙)𝜌 𝑑𝜌𝑑𝜙 =

2𝜋∫︁
0

𝑑𝜙

𝜌(𝜙)∫︁
0

𝑓(𝜌 cos𝜙, 𝜌 sin𝜙)𝜌 𝑑𝜌. (1.25)

Çîêðåìà, ÿêùî ìåæà îáëàñòi 𝐷 � êîëî ðàäióñà 𝑅 ç öåíòðîì â ïî÷àòêó êîîð-
äèíàò (𝜌(𝜙) = 𝑅), òî∫︁∫︁

𝐷

𝑓(𝜌 cos𝜙, 𝜌 sin𝜙)𝜌 𝑑𝜌𝑑𝜙 =

2𝜋∫︁
0

𝑑𝜙

𝑅∫︁
0

𝑓(𝜌 cos𝜙, 𝜌 sin𝜙)𝜌 𝑑𝜌. (1.26)

Зауваження 1. Îñêiëüêè ñóìà 𝑥2 + 𝑦2 ó ïîëÿðíèõ êîîðäèíàòàõ ìà¹
ïðîñòèé âèãëÿä: 𝑥2+𝑦2 = 𝜌2 cos2 𝜙+𝜌2 sin2 𝜙 = 𝜌2, òî ôîðìóëó (1.22) äîöiëüíî
çàñòîñîâóâàòè òîäi, êîëè ïiäiíòåãðàëüíà ôóíêöiÿ àáî ðiâíÿííÿ ìåæi îáëàñòi
𝐷 ìiñòèòü öþ ñóìó.

Приклад 1.7. Обчислити подвiйний iнтеграл
∫︀∫︀
𝐷

√︀
4− 𝑥2 − 𝑦2 𝑑𝑥𝑑𝑦, де

область 𝐷 є колом радiусом 2 з центром в початку координат.

Розв’язок.

Перейдемо в полярну систему координат. Застосовуючи формулу (1.22),
одержимо∫︁∫︁

𝐷

√︀
4− 𝑥2 − 𝑦2 𝑑𝑥𝑑𝑦 =

∫︁∫︁
𝐷

√︀
4− (𝜌 cos𝜙)2 − (𝜌 sin𝜙)2 𝜌 𝑑𝜌𝑑𝜙

=

∫︁∫︁
𝐷

√︀
4− 𝜌2 𝜌 𝑑𝜌𝑑𝜙.
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Застосовуючи до цього iнтеграла формулу (1.26), знайдемо∫︁∫︁
𝐷

√︀
4− 𝜌2 𝜌 𝑑𝜌𝑑𝜙 =

2𝜋∫︁
0

𝑑𝜙

2∫︁
0

√︀
4− 𝜌2𝜌 𝑑𝜌.

Обчислення внутрiшнього iнтеграла дає:

2∫︁
0

√︀
4− 𝜌2 𝜌𝑑𝜌 = −1

2

2∫︁
0

√︀
4− 𝜌2 𝑑(4− 𝜌2) = − (4− 𝜌2)

3
2

3

⃒⃒⃒⃒
⃒
2

0

=
8

3
,

тому

∫︁∫︁
𝐷

√︀
4− 𝜌2 𝜌 𝑑𝜌𝑑𝜙 =

2𝜋∫︁
0

8

3
𝑑𝜙 =

16

3
𝜋.

Отже, ∫︁∫︁
𝐷

√︀
4− 𝑥2 − 𝑦2 𝑑𝑥𝑑𝑦 =

16

3
𝜋.

Приклад 1.8. Обчислити подвiйний iнтеграл
∫︁∫︁
𝐷

arctg
𝑦

𝑥
𝑑𝑥𝑑𝑦, де область

𝐷 – частина кiльця: 𝑥2 + 𝑦2 > 1, 𝑥2 + 𝑦2 6 9, 𝑦 >
𝑥√
3
, 𝑦 6 𝑥

√
3 (рис. 1.12).

Розв’язок.

Перейдемо в подвiйному iнтегралi до полярних координат (див. (1.22),
(1.23))∫︁∫︁

𝐷

arctg
𝑦

𝑥
𝑑𝑥𝑑𝑦 =

∫︁∫︁
𝐷

arctg(tg)𝜙𝜌𝑑𝜌𝑑𝜙 =

∫︁∫︁
𝐷

𝜙𝜌 𝑑𝜌𝑑𝜙 =

∫︁
𝜙𝑑𝜙

∫︁
𝜌 𝑑𝜌.

Для встановлення меж iнтегрування у повторному iнтегралi запишемо
рiвняння меж областi в полярнiй системi координат:

𝑥2 + 𝑦2 = 1 ⇒ 𝜌2 = 1, 𝜌 = 1;

𝑥2 + 𝑦2 = 9 ⇒ 𝜌2 = 9, 𝜌 = 3;

𝑦 =
𝑥√
3

⇒ 𝑦

𝑥
=

1√
3

⇒ tg𝜙 =
1√
3
, 𝜙 =

𝜋

6
;

𝑦 = 𝑥
√
3 ⇒ 𝑦

𝑥
=

√
3 ⇒ tg𝜙 =

√
3, 𝜙 =

𝜋

3
.
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Рис. 1.12

Таким чином

∫︁∫︁
𝐷

𝜙𝜌 𝑑𝜌𝑑𝜙 =

𝜋
3∫︁

𝜋
6

𝜙𝑑𝜙

3∫︁
1

𝜌 𝑑𝜌 =

𝜋
3∫︁

𝜋
6

𝜙
𝜌2

2

⃒⃒⃒⃒3
1

𝑑𝜙 = 4

𝜋
3∫︁

𝜋
6

𝜙𝑑𝜙 =

=4 · 𝜙
2

2

⃒⃒⃒⃒𝜋
3

𝜋
6

= 2

(︂
𝜋2

9
− 𝜋2

36

)︂
=
𝜋2

6
.

Отже, ∫︁∫︁
𝐷

arctg
𝑦

𝑥
𝑑𝑥𝑑𝑦 =

𝜋2

6
.

1.5 Застосування подвiйного iнтеграла до розв’язання

задач геометрiї i механiки

Â òàáëèöi 1.1 ïåðåðàõîâàíî îñíîâíi çàñòîñóâàííÿ ïîäâiéíîãî iíòåãðàëà.
Âñi ïîÿñíåííÿ ïðèâåäåíî ó âèíîñêàõ äî òàáëèöi.

Табл. 1.1. Визначення деяких величин через подвiйний iнтеграл

Íàçâà âåëè÷èíè
Ôîðìóëà äëÿ îá÷èñëåííÿ

ó ïðÿìîêóòíèõ êîîðäèíàòàõ ó ïîëÿðíèõ êîîðäèíàòàõ

Ïëîùà ïëîñêî¨

ôiãóðè1
𝑆 =

∫︀∫︀
𝐷

𝑑𝑥𝑑𝑦 𝑆 =
∫︀∫︀
𝐷

𝜌𝑑𝜌𝑑𝜙

продовження на наступнiй сторiнцi
1В площинi 𝑂𝑥𝑦 задана фiгура, що має форму обмеженої замкненої областi 𝐷.
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(продовження таблицi 1.1)

Íàçâà âåëè÷èíè
Ôîðìóëà äëÿ îá÷èñëåííÿ

ó ïðÿìîêóòíèõ êîîðäèíàòàõ ó ïîëÿðíèõ êîîðäèíàòàõ

Îá'¹ì öèëií-

äðè÷íîãî òiëà2
𝑉 =

∫︀∫︀
𝐷

𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥𝑑𝑦 𝑆 =
∫︀∫︀
𝐷

𝑓(𝜌, 𝜙) 𝜌𝑑𝜌𝑑𝜙

Ïëîùà ïîâåðõ-

íi3
𝑄 =

∫︀∫︀
𝐷

√︁
1 + 𝑓 ′2𝑥 (𝑥, 𝑦) + 𝑓 ′2𝑦 (𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥𝑑𝑦

Ìàñà ïëîñêî¨

ôiãóðè 4
𝑚 =

∫︀∫︀
𝐷

𝛾(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥𝑑𝑦 𝑚 =
∫︀∫︀
𝐷

𝛾(𝜌, 𝜙) 𝜌𝑑𝜌𝑑𝜙

Ñòàòè÷íi

ìîìåíòè

ïëîñêî¨ ôiãóðè,

âiäíîñíî îñåé

êîîðäèíàò

𝑀𝑥 =
∫︀∫︀
𝐷

𝛾(𝑥, 𝑦)𝑦 𝑑𝑥𝑑𝑦 𝑀𝑥 =
∫︀∫︀
𝐷

𝛾(𝜌, 𝜙) 𝜌2 sin𝜙𝑑𝜌𝑑𝜙

𝑀𝑦 =
∫︀∫︀
𝐷

𝛾(𝑥, 𝑦)𝑥 𝑑𝑥𝑑𝑦 𝑀𝑦 =
∫︀∫︀
𝐷

𝛾(𝜌, 𝜙) 𝜌2 cos𝜙𝑑𝜌𝑑𝜙

Ìîìåíòè

iíåðöi¨ ïëîñêî¨

ôiãóðè,

âiäíîñíî îñåé

êîîðäèíàò i

ïî÷àòêó

êîîðäèíàò

𝐼𝑥 =
∫︀∫︀
𝐷

𝛾(𝑥, 𝑦)𝑦2 𝑑𝑥𝑑𝑦 𝐼𝑥 =
∫︀∫︀
𝐷

𝛾(𝜌, 𝜙) 𝜌3 sin2 𝜙𝑑𝜌𝑑𝜙

𝐼𝑦 =
∫︀∫︀
𝐷

𝛾(𝑥, 𝑦)𝑥2 𝑑𝑥𝑑𝑦 𝐼𝑦 =
∫︀∫︀
𝐷

𝛾(𝜌, 𝜙) 𝜌3 cos2 𝜙𝑑𝜌𝑑𝜙

𝐼0 =
∫︀∫︀
𝐷

𝛾(𝑥, 𝑦)(𝑥2 + 𝑦2) 𝑑𝑥𝑑𝑦 𝐼0 =
∫︀∫︀
𝐷

𝛾(𝜌, 𝜙) 𝜌3𝑑𝜌𝑑𝜙

продовження на наступнiй сторiнцi

2Цилiндричне тiло знизу обмежене областю 𝐷 площини 𝑂𝑥𝑦, зверху – поверхнею 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦), а його

твiрнi паралельнi осi 𝑂𝑧, функцiя 𝑓(𝑥, 𝑦) неперервна та невiд’ємна в областi 𝐷.
3Поверхня 𝜎 задана рiвнянням 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) i проектується на площину 𝑂𝑥𝑦 в область 𝐷, а функцiї

𝑓(𝑥, 𝑦), 𝑓 ′𝑥(𝑥, 𝑦), 𝑓
′
𝑦(𝑥, 𝑦) неперервнi в цiй областi.

4На площинi 𝑂𝑥𝑦 маємо матерiальну фiгуру, яка має форму обмеженої замкненої областi 𝐷, в кожнiй

точцi якої густина визначається неперервною функцiєю 𝛾 = 𝛾(𝑥, 𝑦).
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(продовження таблицi 1.1)

Íàçâà âåëè÷èíè
Ôîðìóëà äëÿ îá÷èñëåííÿ

ó ïðÿìîêóòíèõ êîîðäèíàòàõ ó ïîëÿðíèõ êîîðäèíàòàõ

Êîîðäèíàòè

öåíòðà âàãè

ïëîñêî¨ ôiãóðè

𝑥𝑐 =
𝑀𝑦

𝑚

𝑦𝑐 =
𝑀𝑥

𝑚

Приклад 1.9. Знайти площу фiгури, обмеженої лiнiями 𝑦 =
√
𝑥, 𝑦 = 2

√
𝑥

i 𝑥 = 4.

Розв’язок.

Побудуємо фiгуру, обмежену даними лiнiями, тобто область 𝐷 (рис. 1.13).

Її площу обчислимо за формулою

Рис. 1.13

𝑆 =

∫︁∫︁
𝐷

𝑑𝑥𝑑𝑦.

Переходячи до повторного iнтеграла й об-
числюючи його, одержимо:

𝑆 =

∫︁∫︁
𝐷

𝑑𝑥𝑑𝑦 =

4∫︁
0

𝑑𝑥

3
√
𝑥∫︁

√
𝑥

𝑑𝑦 =

=

4∫︁
0

𝑦

⃒⃒⃒⃒
⃒
3
√
𝑥

√
𝑥

𝑑𝑥 =

4∫︁
0

(︀
3
√
𝑥−

√
𝑥
)︀
𝑑𝑥 =

=2

4∫︁
0

√
𝑥 𝑑𝑥 =

4𝑥
3
2

3

⃒⃒⃒⃒
⃒
4

0

=
4

3
4

3
2 =

32

3
.

Приклад 1.10. Знайти площу плоскої фiгури, обмеженої кардiоїдою 𝜌 =
𝑎(1 + cos𝜙) (рис. 1.14).

Розв’язок.

В даному випадку площу фiгури обмеженої кардiоїдою зручно обчислю-
вати у полярних координатах за формулою

𝑆 =

∫︁∫︁
𝐷

𝜌𝑑𝜌𝑑𝜙.

25



Враховуючи симетрiю кардiоїди, область iнтегрування 𝐷 буде мати ви-
гляд: 𝐷 = {0 6 𝜌 6 𝑎(1 + cos𝜙), 0 6 𝜙 6 𝜋}. Переходячи до повторного
iнтеграла й обчислюючи його, одержимо:

Рис. 1.14

𝑆 =

∫︁∫︁
𝐷

𝜌𝑑𝜌𝑑𝜙 = 2

𝜋∫︁
0

𝑑𝜙

𝑎(1+cos𝜙)∫︁
0

𝜌𝑑𝜌 =

=2

𝜋∫︁
0

𝜌2

2

⃒⃒⃒⃒𝑎(1+cos𝜙)

0

𝑑𝜙 = 𝑎2
𝜋∫︁

0

(1 + cos𝜙)2 𝑑𝜙 =

=𝑎2
𝜋∫︁

0

(︂
1 + 2 cos𝜙+

1 + cos 2𝜙

2

)︂
𝑑𝜙 =

=𝑎2
(︂
3𝜙

2
+ 2 sin𝜙+

1

4
sin 2𝜙

)︂⃒⃒⃒⃒𝜋
0

=
3𝜋

2
𝑎2.

Приклад 1.11. Знайти площу плоскої фiгури, обмеженої лемнiскатою
Бернуллi 𝜌 = 𝑎

√
cos 2𝜙 (1.15).

Розв’язок.

Оскiльки полярний радiус 𝜌 може набувати лише дiйсних значень, то cos 2𝜙
у рiвняннi лемнiскати не може бути вiд’ємним, тобто cos 2𝜙 > 0. Це
означає, що кут 2𝜙 повинен мiститися або в першiй, або четвертiй чвер-
тi. Оскiльки крива симетрична вiдносно полюса (див. 1.15), то доста-
тньо побудувати її лише в першiй чвертi, тодi кут 2𝜙 задовольняє умовi
0 6 2𝜙 6 𝜋

2 . Тобто кут 𝜙 змiнюється вiд 𝜙 = 0 до 𝜙 = 𝜋/4.
Площу фiгури обмеженої лем-

Рис. 1.15

нiскатою обчислюємо за форму-
лою

𝑆 =

∫︁∫︁
𝐷

𝜌𝑑𝜌𝑑𝜙.

Переходячи до повторного iнте-
грала i враховуючи симетрiю фi-
гури вiдносно осей координат,
одержимо:

𝑆 = 4

𝜋
4∫︁

0

𝑑𝜙

𝑎
√
cos 2𝜙∫︁
0

𝜌𝑑𝜌 =

= 4

𝜋
4∫︁

0

𝜌2

2

⃒⃒⃒⃒𝑎√cos 2𝜙

0

𝑑𝜙 = 2𝑎2

𝜋
4∫︁

0

cos 2𝜙𝑑𝜙 = 𝑎2sin 2𝜙
⃒⃒⃒𝜋
4

0
= 𝑎2(1− 0) = 𝑎2.
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Приклад 1.12. Знайти площу фiгури обмеженої колом 𝜌 = 4 sin𝜙 та лем-
нiскатою Бернуллi 𝜌 = 2

√
2
√
cos 2𝜙 (див. рис. 1.16).

Розв’язок.

З системи рiвнянь

𝜌 = 4 sin𝜙,

𝜌 = 2
√
2
√
cos 2𝜙

⎫⎬⎭
знаходимо точки перетину кола та лемнiскати: 𝐴

(︁
2,
𝜋

6

)︁
, 𝐵

(︂
2,

5𝜋

6

)︂
.

Враховуючи симетрiю фiгури

Рис. 1.16

(див. рис. 1.16), її площу обчислю-
ємо за формулою

𝑆 = 2

⎛⎝∫︁∫︁
𝐷1

𝜌𝑑𝜌𝑑𝜙+

∫︁∫︁
𝐷2

𝜌𝑑𝜌𝑑𝜙

⎞⎠ ,

𝐷1 =
{︁
2
√
2
√
cos 2𝜙 6 𝜌 6

4 sin𝜙,
𝜋

6
6 𝜙 6

𝜋

4

}︁
, 𝐷2 =

{︁
0 6

𝜌 6 4 sin𝜙,
𝜋

4
6 𝜙 6

𝜋

2

}︁
. Пере-

ходячи до повторного iнтеграла,
одержимо:

𝑆 =2

⎛⎜⎝
𝜋
4∫︁

𝜋
6

𝑑𝜙

4 sin𝜙∫︁
2
√
2
√
cos 2𝜙

𝜌𝑑𝜌+

𝜋
2∫︁

𝜋
4

𝑑𝜙

4 sin𝜙∫︁
0

𝜌𝑑𝜌

⎞⎟⎠ =

𝜋
4∫︁

𝜋
6

(︀
16 sin2 𝜙− 8 cos 2𝜙

)︀
𝑑𝜙+

+

𝜋
2∫︁

𝜋
4

16 sin2 𝜙𝑑𝜙 = 8

𝜋
4∫︁

𝜋
6

(1− 2 cos 2𝜙) 𝑑𝜙+ 8

𝜋
2∫︁

𝜋
4

(1− cos 2𝜙) 𝑑𝜙 =

=8

⎛⎜⎝
𝜋
2∫︁

𝜋
6

𝑑𝜙−

𝜋
4∫︁

𝜋
6

cos 2𝜙𝑑𝜙−

𝜋
2∫︁

𝜋
6

cos 2𝜙𝑑𝜙

⎞⎟⎠ =
8𝜋

3
+ 4

√
3− 4.

При обчисленнi iнтегралiв, що мiстять sin2 𝜙 застосовувалася формула по-
ниження степення

sin2 𝜙 =
1− cos 2𝜙

2
.
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Приклад 1.13. Знайти об’єм тiла, вирiзаного iз кулi радiуса 𝑅 прямим
круговим цилiндром дiаметра 𝑅, твiрнi якого проходять через центр кулi.

Розв’язок.

Помiстимо початок координат в

Рис. 1.17

центр кулi (див. рис. 1.17), спрямувавши
вiсь 𝑂𝑧 вздовж твiрної цилiндра, а вiсь
𝑂𝑥 – вздовж дiаметра основи цилiндра.
Внаслiдок симетрiї тiла вiдносно коор-
динатних площин 𝑂𝑥𝑦 i 𝑂𝑥𝑧 достатньо
знайти об’єм частини тiла, що знахо-
диться в першому октантi, i одержаний
результат почетверити (рис. 1.18 (а)).
Вiдповiдно,

𝑉 = 4

∫︁∫︁
𝐷

𝑧 𝑑𝑥𝑑𝑦,

де 𝑧 – аплiката точок сфери, а 𝐷 – пiвколо

𝑥2 + 𝑦2 = 𝑅𝑥 в площинi 𝑂𝑥𝑦 радiуса
𝑅

2
з

центром в точцi
(︂
𝑅

2
, 0

)︂
(рис. 1.18 (б)).

(а) (б)

Рис. 1.18

Оскiльки рiвняння сфери радiуса 𝑅 з центром у початку координат має
вигляд 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 𝑅2, то в першому октантi 𝑧 =

√︀
𝑅2 − 𝑥2 − 𝑦2 i,
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вiдповiдно,

𝑉 = 4

∫︁∫︁
𝐷

√︀
𝑅2 − 𝑥2 − 𝑦2 𝑑𝑥𝑑𝑦.

Переходячи до полярних координат, одержимо

𝑉 = 4

∫︁∫︁
𝐷

√︀
𝑅2 − 𝑥2 − 𝑦2 𝑑𝑥𝑑𝑦 = 4

∫︁∫︁
𝐷

√︀
𝑅2 − 𝜌2𝜌 𝑑𝜌𝑑𝜙.

Враховуючи, що 𝜌вх = 0, 𝜌вих = 𝑅 cos𝜙, 𝛼 = 0, 𝛽 =
𝜋

2
(див. рис. 1.18 (б)), за

допомогою формули (1.24) одержимо

𝑉 = 4

∫︁∫︁
𝐷

√︀
𝑅2 − 𝜌2𝜌 𝑑𝜌𝑑𝜙 = 4

𝜋
2∫︁

0

𝑑𝜙

𝑅 cos𝜙∫︁
0

√︀
𝑅2 − 𝜌2𝜌 𝑑𝜌.

Оскiльки

𝑅 cos𝜙∫︁
0

√︀
𝑅2 − 𝜌2𝜌 𝑑𝜌 =− 1

2

𝑅 cos𝜙∫︁
0

√︀
𝑅2 − 𝜌2 𝑑

(︀
𝑅2 − 𝜌2

)︀
= −

(︀
𝑅2 − 𝜌2

)︀ 3
2

3

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑅 cos𝜙

0

=

=−
(︀
𝑅2 −𝑅2 cos2 𝜙

)︀ 3
2

3
+
𝑅3

3
=
𝑅3

3

(︀
1− sin3 𝜙

)︀
,

то

4

𝜋
2∫︁

0

𝑅3

3

(︀
1− sin3 𝜙

)︀
𝑑𝜙 =

4

3
𝑅3

⎛⎜⎝𝜋

2
−

𝜋
2∫︁

0

sin3 𝑑𝜙

⎞⎟⎠ =

=

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ 𝑡 = cos𝜙,

𝑑𝑡 = − sin𝜙𝑑𝜙,
⇒

𝜋
2∫︁

0

sin3 𝑑𝜙 =

1∫︁
0

(︀
1− 𝑡2

)︀
𝑑𝑡 =

2

3

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ =

=
4

3
𝑅3

(︂
𝜋

2
− 2

3

)︂
.

Отже, шуканий об’єм

𝑉 =
4

3
𝑅3

(︂
𝜋

2
− 2

3

)︂
.

Приклад 1.14. Обчислити площу частини параболоїда обертання 𝑧 = 𝑥2+
𝑦2, яка вирiзана цилiндром 𝑥2 + 𝑦2 = 4 (рис. 1.19).

Розв’язок.
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Застосуємо формулу

𝑄 =

∫︁∫︁
𝐷

√︁
1 + 𝑓 ′2𝑥 (𝑥, 𝑦) + 𝑓 ′2𝑦 (𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥𝑑𝑦.

Тут 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥2 + 𝑦2; 𝑓 ′𝑥 = 2𝑥, 𝑓 ′𝑦 = 2𝑦, тодi
√︁

1 + 𝑓 ′2𝑥 + 𝑓 ′2𝑦 =√︀
1 + 4(𝑥2 + 𝑦2). Отже,

Рис. 1.19

𝑄 =

∫︁∫︁
𝐷

√︀
1 + 4(𝑥2 + 𝑦2) 𝑑𝑥𝑑𝑦,

де 𝐷 – коло радiуса 2 з центром в поча-
тку координат (див. рис. 1.19). Обчислен-
ня iнтеграла проводимо у полярних коор-
динатах:

𝑄 =

∫︁∫︁
𝐷

√︀
1 + 4(𝑥2 + 𝑦2) 𝑑𝑥𝑑𝑦 =

=

∫︁∫︁
𝐷

√︀
1 + 4𝜌2 𝜌 𝑑𝜌𝑑𝜙 =

=

2𝜋∫︁
0

𝑑𝜙

2∫︁
0

√︀
1 + 4𝜌2 𝜌 𝑑𝜌.

Внутрiшнiй iнтеграл дає

2∫︁
0

√︀
1 + 4𝜌2 𝜌𝑑𝜌 =

1

8

2∫︁
0

√︀
1 + 4𝜌2 𝑑

(︀
1 + 4𝜌2

)︀
=

1

12

(︀
1 + 4𝜌2

)︀ 3
2

⃒⃒⃒⃒2
0

=

=
1

12

(︁
17
√
17− 1

)︁
.

Таким чином, шукана площа рiвна

𝑄 =
1

12

2𝜋∫︁
0

(︁
17
√
17− 1

)︁
𝑑𝜙 =

𝜋

6

(︁
17
√
17− 1

)︁
.

Приклад 1.15. Знайти координати центра ваги однорiдної пластини,
обмеженої параболою 𝑦 = 4− 𝑥2 та вiссю 𝑂𝑥 (рис. 1.20)
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Розв’язок.

Координати центра ваги фiгури знайдемо за формулами 𝑥𝑐 =
𝑀𝑦

𝑚
, 𝑦𝑐 =

𝑀𝑥

𝑚
. Для цього обчислимо статичнi моменти 𝑀𝑥, 𝑀𝑦:

Рис. 1.20

𝑀𝑥 =

∫︁∫︁
𝐷

𝑦 𝑑𝑥𝑑𝑦 =

2∫︁
−2

𝑑𝑥

4−𝑥2∫︁
0

𝑦 𝑑𝑦 =

=
1

2

2∫︁
−2

(︀
4− 𝑥2

)︀2
𝑑𝑥 =

=
1

2

2∫︁
−2

(︀
16− 8𝑥2 + 𝑥4

)︀
𝑑𝑥 =

256

15
,

𝑀𝑦 =

∫︁∫︁
𝐷

𝑥 𝑑𝑥𝑑𝑦 =

2∫︁
−2

𝑥 𝑑𝑥

4−𝑥2∫︁
0

𝑑𝑦 =

=

2∫︁
−2

(︀
4− 𝑥2

)︀
𝑥 𝑑𝑥 = −1

2

2∫︁
−2

(︀
4− 𝑥2

)︀
𝑑
(︀
4− 𝑥2

)︀
= −

(︀
4− 𝑥2

)︀2
4

⃒⃒⃒⃒
⃒
2

−2

= 0,

i визначимо площу фiгури 𝑆:

𝑆 =

∫︁∫︁
𝐷

𝑑𝑥𝑑𝑦 =

2∫︁
−2

𝑑𝑥

4−𝑥2∫︁
0

𝑑𝑦 =

2∫︁
−2

(︀
4− 𝑥2

)︀
𝑑𝑥 =

32

3
.

Вiдповiдно абсциса 𝑥𝑐 центра ваги

𝑥𝑐 =
𝑀𝑦

𝑆
=

0
32
3

= 0

(цей результат можна було б одержати без обчислень, оскiльки фiгура
симетрична вiдносно осi 𝑂𝑦), а ордината 𝑦𝑐 рiвна

𝑦𝑐 =
𝑀𝑥

𝑆
=

256
15
32
3

=
8

5
.

Отже, координати центра ваги такi: 𝑥𝑐 = 0, 𝑦𝑐 =
8

5
.
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Приклад 1.16. Знайти моменти iнерцiї 𝐼𝑥, 𝐼𝑦 вiдносно координатних осей
та момент iнерцiї 𝐼0 вiдносно початку координат однорiдної пластини з
прикладу 1.15, вважаючи, що густина 𝛾(𝑥, 𝑦) = 1.

Розв’язок.

Момент iнерцiї вiдносно осi 𝑂𝑥 обчислюємо за формулою (див. табл. 1.1)

𝐼𝑥 =

∫︁∫︁
𝐷

𝛾 𝑦2 𝑑𝑥𝑑𝑦 =

∫︁∫︁
𝐷

𝑦2 𝑑𝑥𝑑𝑦 =

2∫︁
−2

𝑑𝑥

4−𝑥2∫︁
0

𝑦2 𝑑𝑦 =
1

3

2∫︁
−2

(4− 𝑥2)3𝑑𝑥 =

=
2

3

2∫︁
0

(︀
64− 48𝑥2 + 12𝑥4 − 𝑥6

)︀
𝑑𝑥 =

4096

105
.

Аналогiчно знаходимо момент iнерцiї вiдносно осi 𝑂𝑦

𝐼𝑦 =

∫︁∫︁
𝐷

𝛾 𝑥2 𝑑𝑥𝑑𝑦 =

∫︁∫︁
𝐷

𝑥2 𝑑𝑥𝑑𝑦 =

2∫︁
−2

𝑑𝑥

4−𝑥2∫︁
0

𝑥2 𝑑𝑦 =

2∫︁
−2

𝑥2(4− 𝑥2) 𝑑𝑥 =
128

15
.

Момент iнерцiї вiдносно початку координат можна розглядати як суму
моментiв 𝐼𝑥 та 𝐼𝑦:

𝐼0 =

∫︁∫︁
𝐷

𝛾(𝑥2 + 𝑦2) 𝑑𝑥𝑑𝑦 = 𝐼𝑥 + 𝐼𝑦.

Тодi
𝐼0 =

4096

105
+

128

15
=

1664

35
≈ 47, 5.

2 ПОТРIЙНI IНТЕГРАЛИ

2.1 Поняття i умови iснування потрiйного iнтеграла.

Його геометричний та механiчний змiст

Â îñíîâi âèçíà÷åííÿ ïîäâiéíîãî iíòåãðàëà ëåæàëî ïîíÿòòÿ ïëîùi ïëîñêî¨
ôiãóðè. Ïîäiáíèì ÷èíîì ïðè ïîáóäîâi çàãàëüíîãî îçíà÷åííÿ ïîòðiéíîãî ií-
òåãðàëà îñíîâíó ðîëü âiäiãðà¹ ïîíÿòòÿ îá'¹ìó òiëà.

Íåõàé äîâiëüíà ôóíêöiÿ 𝑢 = 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) âèçíà÷åíà i îáìåæåíà â çàìêíåíié
îáìåæåíié îáëàñòi 𝐺 = R3. Ðîçiá'¹ìî îáëàñòü 𝐺 äîâiëüíèì ÷èíîì ñiòêîþ
ïîâåðõîíü íà 𝑛 ÷àñòèí 𝐺𝑖, ÿêi íå ìàþòü ñïiëüíèõ âíóòðiøíiõ òî÷îê, i îá'¹ìè
ÿêèõ äîðiâíþþòü△𝑉𝑖, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛. Ó êîæíié ÷àñòèíi 𝐺𝑖 âiçüìåìî äîâiëüíó
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òî÷êó 𝑃𝑖(𝜉𝑖, 𝜂𝑖, 𝜁𝑖), çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ â öié òî÷öi 𝑓(𝜉𝑖, 𝜂𝑖, 𝜁𝑖) ïîìíîæèìî íà
îá'¹ì △𝑉𝑖 i óòâîðèìî ñóìó

𝐼𝑛 =
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑓(𝜉𝑖, 𝜂𝑖, 𝜁𝑖)△𝑉𝑖, (2.1)

ÿêà íàçèâà¹òüñÿ iнтегральною сумою для функцiї 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) по областi
𝐺.

Íåõàé 𝑑(𝐺𝑖) � äiàìåòð 𝐺𝑖.

Означення 2.1. Якщо iнтегральна сума (2.1) при 𝜆 = max
16𝑖6𝑛

𝑑(𝐺𝑖) → 0 має

скiнченну границю 𝐼, яка не залежить нi вiд способу розбиття областi 𝐺
на частини 𝐺𝑖, нi вiд вибору в них точок 𝑃𝑖, то ця границя називається
потрiйним iнтегралом вiд функцiї 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) по областi 𝐺 i познача-
ється одним iз символiв:

𝐼 =

∫︁∫︁∫︁
𝐺

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) 𝑑𝑉 або 𝐼 =

∫︁∫︁∫︁
𝐺

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑧.

Òàêèì ÷èíîì, çà îçíà÷åííÿì∫︁∫︁∫︁
𝐺

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) 𝑑𝑉 = lim
𝜆→0

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑓(𝜉𝑖, 𝜂𝑖, 𝜁𝑖)△𝑉𝑖, (2.2)

äå ôóíêöiÿ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) íàçèâà¹òüñÿ iнтегровною в областi 𝐺; 𝐺 � область
iнтегрування, 𝑥, 𝑦, 𝑧 � змiннi iнтегрування, à 𝑑𝑉 (àáî 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧) � елемент
об’єму.

Теорема 2.1 (достатня умова iнтегровностi функцiї). Якщо функцiя
𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) неперервна в замкненiй обмеженiй областi 𝐺, то вона в цiй обла-
стi iнтегровна.

Геометричний змiст потрiйного iнтеграла. ßêùî âñþäè â îáëàñòi 𝐺
ïîêëàñòè 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) ≡ 1, òî ïîòðiéíèé iíòåãðàë (2.2) ðiâíèé îá'¹ìó òiëà 𝐺:

𝑉 =

∫︁∫︁∫︁
𝐺

𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧. (2.3)

Механiчний змiст потрiйного iнтеграла. Êîëè ïiäiíòåãðàëüíà ôóí-
êöiÿ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) íåâiä'¹ìíà â îáëàñòi 𝐺, òî ¨¨ ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê îá'¹ìíó
ãóñòèíó 𝜌(𝑥, 𝑦, 𝑧) ó òî÷öi (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝐺 äåÿêîãî ðîçïîäiëó ìàñè ïî òiëó 𝐺,
òîäi ìàñà 𝑚 öüîãî òiëà çíàõîäèòüñÿ çà ôîðìóëîþ:

𝑚 =

∫︁∫︁∫︁
𝐺

𝜌(𝑥, 𝑦, 𝑧) 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧. (2.4)

Çàóâàæìî, ùî ïîòðiéíèé iíòåãðàë (2.2) iñíó¹ i ó âèïàäêó 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) 6 0,
ÿêùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè 2.1.
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2.2 Властивостi потрiйних iнтегралiв

1. Ñòàëèé ìíîæíèê ìîæíà âèíîñèòè çà çíàê ïîòðiéíîãî iíòåãðàëà:∫︁∫︁∫︁
𝐺

𝐶 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) 𝑑𝑉 = 𝐶

∫︁∫︁∫︁
𝐺

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) 𝑑𝑉, 𝐶 = const. (2.5)

2. Ïîòðiéíèé iíòåãðàë âiä ñóìè äåêiëüêîõ ôóíêöié ðiâíèé ñóìi ïîòðiéíèõ
iíòåãðàëiâ âiä äîäàíêiâ, òîáòî:∫︁∫︁∫︁
𝐺

(𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)± 𝑔(𝑥, 𝑦, 𝑧)) 𝑑𝑉 =

∫︁∫︁∫︁
𝐺

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) 𝑑𝑉±
∫︁∫︁∫︁
𝐺

𝑔(𝑥, 𝑦, 𝑧) 𝑑𝑉.

(2.6)

3. ßêùî â îáëàñòi iíòåãðóâàííÿ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) > 0, òî∫︁∫︁∫︁
𝐺

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) 𝑑𝑉 > 0. (2.7)

4. ßêùî äëÿ iíòåãðîâíèõ â 𝐺 ôóíêöié âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) >
𝑔(𝑥, 𝑦, 𝑧), òî ∫︁∫︁∫︁

𝐺

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) 𝑑𝑉 >
∫︁∫︁∫︁
𝐺

𝑔(𝑥, 𝑦, 𝑧) 𝑑𝑉. (2.8)

5. ßêùî 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) iíòåãðîâíà â 𝐺, òî iíòåãðîâíîþ ¹ i |𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)|, ïðè÷îìó⃒⃒⃒⃒
⃒⃒∫︁∫︁∫︁

𝐺

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) 𝑑𝑉

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 6 ∫︁∫︁∫︁

𝐺

|𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)| 𝑑𝑉. (2.9)

6. (Àäèòèâíiñòü ïîòðiéíîãî iíòåãðàëà.) ßêùî îáëàñòü iíòåãðóâàííÿ 𝐺
ôóíêöi¨ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧), ðîçáèòè íà 𝑛 ÷àñòèí 𝐺1, 𝐺2, . . . , 𝐺𝑛, ÿêi íå ìàþòü
ñïiëüíèõ âíóòðiøíiõ òî÷îê, òî∫︁∫︁∫︁

𝐺

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) 𝑑𝑉 =

∫︁∫︁∫︁
𝐺1

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) 𝑑𝑉 +

∫︁∫︁∫︁
𝐺2

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) 𝑑𝑉+

· · ·+
∫︁∫︁∫︁
𝐺𝑛

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) 𝑑𝑉 (2.10)
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7. (Îöiíêà ïîòðiéíîãî iíòåãðàëà.) ßêùî ôóíêöiÿ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) íåïåðåðâíà â
îáìåæåíié çàìêíåíié îáëàñòi 𝐺, ÿêà ìà¹ îá'¹ì 𝑉 , òî

𝑚𝑉 6
∫︁∫︁∫︁
𝐺

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) 𝑑𝑉 6𝑀 𝑉, (2.11)

äå 𝑚 i𝑀 � íàéìåíøå i íàéáiëüøå çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) â îáëàñòi
𝐺.

8. (Ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ ôóíêöi¨.) ßêùî ôóíêöiÿ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) íåïåðåðâíà â
îáìåæåíié çàìêíåíié îáëàñòi 𝐺, ÿêà ìà¹ îá'¹ì 𝑉 , òî â öié îáëàñòi iñíó¹
òàêà òî÷êà 𝑃 (𝑥0, 𝑦0, 𝑧0), ùî∫︁∫︁∫︁

𝐺

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) 𝑑𝑉 = 𝑓(𝑃 )𝑉.

Âåëè÷èíó

𝑓(𝑃 ) =
1

𝑉

∫︁∫︁∫︁
𝐺

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) 𝑑𝑉 (2.12)

íàçèâàþòü середнiй значенням функцiї 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) â îáëàñòi 𝐺.

2.3 Обчислення потрiйного iнтеграла в декартових ко-

ординатах

Îá÷èñëåííÿ ïîòðiéíîãî iíòåãðàëà çâîäèòüñÿ äî ïîñëiäîâíîãî îá÷èñëåííÿ
òðüîõ âèçíà÷åíèõ iíòåãðàëiâ.

Íåõàé çàìêíåíà îáëàñòü 𝐺 îáìåæåíà çíèçó i çâåðõó, âiäïîâiäíî, ïîâåðõ-
íÿìè 𝑧 = 𝑧1(𝑥, 𝑦) i 𝑧 = 𝑧2(𝑥, 𝑦), äå ôóíêöi¨ 𝑧1(𝑥, 𝑦), 𝑧2(𝑥, 𝑦) âèçíà÷åíi i íå-
ïåðåðâíi â îáëàñòi 𝐷, ÿêà ¹ ïðîåêöi¹þ îáëàñòi 𝐺 íà ïëîùèíó 𝑂𝑥𝑦, ïðè÷îìó
𝑧1(𝑥, 𝑦) < 𝑧2(𝑥, 𝑦), (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷. Iç áîêiâ îáëàñòü 𝐺 îáìåæåíà öèëiíäðè÷íîþ
ïîâåðõíåþ, òâiðíi ÿêî¨ ïàðàëåëüíi îñi 𝑂𝑧. Êîæíà ïðÿìà, ïàðàëåëüíà îñi 𝑂𝑧,
ïåðåòèíà¹ ãðàíèöþ îáëàñòi 𝐺 íå áiëüøå íiæ ó äâîõ òî÷êàõ (ðèñ. 2.1).

ßêùî ïðè öüîìó îáëàñòü 𝐷 ¹ ïðàâèëüíîþ, òî îáëàñòü 𝐺 íàçèâà¹òüñÿ
правильною в напрямку осi 𝑂𝑧. Òîáòî, êîæíà ïðÿìà, ÿêà ïðîõîäèòü
÷åðåç êîæíó âíóòðiøíþ òî÷êó (𝑥, 𝑦, 0) ∈ 𝐷 ïàðàëåëüíî îñi 𝑂𝑧, ïåðåòèíà¹
ìåæó îáëàñòi 𝐺 òiëüêè ó äâîõ òî÷êàõ 𝑀 i 𝑁 . Òî÷êó 𝑀 íàçâåìî точкою
входу в область𝐺, òî÷êó𝑁 � точкою виходу з областi𝐺, à ¨õíi àïëiêàòè
ïîçíà÷èìî, âiäïîâiäíî, ÷åðåç 𝑧вх i 𝑧вих. Òîäi 𝑧вх = 𝑧1(𝑥, 𝑦) áóäå íèæíüîþ
ìåæåþ, à 𝑧вих = 𝑧2(𝑥, 𝑦) � âåðõíüîþ ìåæåþ iíòåãðóâàííÿ çà çìiííîþ 𝑧, i äëÿ
áóäü-ÿêî¨ íåïåðåðâíî¨ â îáëàñòi 𝐺 ôóíêöi¨ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) ìà¹ ìiñöå ôîðìóëà∫︁∫︁∫︁

𝐺

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) 𝑑𝑉 =

∫︁∫︁
𝐷

𝑑𝑥𝑑𝑦

𝑧2(𝑥,𝑦)∫︁
𝑧1(𝑥,𝑦)

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) 𝑑𝑧. (2.13)
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Ó âíóòðiøíüîìó iíòåãðàëi çìiííi 𝑥, 𝑦 ââàæàþòü ñòàëèìè. Ïiñëÿ éîãî îá÷è-
ñëåííÿ îäåðæèìî âèðàç, ùî çàëåæèòü ëèøå âiä 𝑥 i 𝑦.

ßêùî îáëàñòü 𝐷 ¹ ïðà-

Рис. 2.1

âèëüíîþ â íàïðÿìêó îñi 𝑂𝑦,
òîáòî,

𝐷 = {𝜙1(𝑥) 6 𝑦 6 𝜙2(𝑥), 𝑎 6 𝑥 6 𝑏},

äå 𝜙1(𝑥), 𝜙2(𝑥) � íåïåðåðâíi
ôóíêöi¨ íà âiäðiçêó [𝑎, 𝑏], òî

∫︁∫︁
𝐷

𝑑𝑥𝑑𝑦

𝑧2(𝑥,𝑦)∫︁
𝑧1(𝑥,𝑦)

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) 𝑑𝑧 =

=

𝑏∫︁
𝑎

𝑑𝑥

𝜙2(𝑥)∫︁
𝜙1(𝑥)

𝑑𝑦

𝑧2(𝑥,𝑦)∫︁
𝑧1(𝑥,𝑦)

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) 𝑑𝑧.

(2.14)
Òàêèì ÷èíîì, iç ôîðìóë
(2.13) i (2.14) îäåðæèìî

∫︁∫︁∫︁
𝐺

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) 𝑑𝑉 =

𝑏∫︁
𝑎

𝑑𝑥

𝜙2(𝑥)∫︁
𝜙1(𝑥)

𝑑𝑦

𝑧2(𝑥,𝑦)∫︁
𝑧1(𝑥,𝑦)

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) 𝑑𝑧. (2.15)

Ïîðÿäîê iíòåãðóâàííÿ ìîæå áóòè é iíøèì. ßêùî îáëàñòü 𝐷 ïðàâèëüíà
ó íàïðÿìêó îñi 𝑂𝑥, òîáòî

𝐷 = {𝜓1(𝑦) 6 𝑥 6 𝜓2(𝑦), 𝑐 6 𝑦 6 𝑑},

äå 𝜓1(𝑦) i 𝜓2(𝑦) � íåïåðåðâíi ôóíêöi¨ íà âiäðiçêó [𝑐, 𝑑], òî

∫︁∫︁∫︁
𝐺

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) 𝑑𝑉 =

𝑑∫︁
𝑐

𝑑𝑦

𝜓2(𝑦)∫︁
𝜓1(𝑦)

𝑑𝑥

𝑧2(𝑥,𝑦)∫︁
𝑧1(𝑥,𝑦)

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) 𝑑𝑧. (2.16)

Çîêðåìà, ÿêùî îáëàñòþ iíòåãðóâàííÿ ¹ ïàðàëåëåïiïåä

𝐺 = {𝑎 6 𝑥 6 𝑏, 𝑐 6 𝑦 6 𝑑, 𝑘 6 𝑧 6 𝑙},

òî ∫︁∫︁∫︁
𝐺

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) 𝑑𝑉 =

𝑏∫︁
𝑎

𝑑𝑥

𝑑∫︁
𝑐

𝑑𝑦

𝑙∫︁
𝑘

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) 𝑑𝑧. (2.17)

Ó öüîìó âèïàäêó iíòåãðóâàííÿ âèêîíó¹òüñÿ â áóäü-ÿêîìó ïîðÿäêó, îñêiëüêè
îáëàñòü 𝐺 ïðàâèëüíà ó íàïðÿìêó âñiõ òðüîõ êîîðäèíàòíèõ îñåé 𝑂𝑥, 𝑂𝑦, 𝑂𝑧.
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Приклад 2.1. Обчислити потрiйний iнтеграл
∫︀∫︀∫︀
𝐺

(𝑥 − 𝑦 − 𝑧) 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 по

областi 𝐺, обмеженiй площинами 𝑥 = −1, 𝑥 = 1, 𝑦 = 0, 𝑦 = 1, 𝑧 = 0, 𝑧 = 2.

Розв’язок.

Оскiльки область iнтегрування 𝐺 – паралелепiпед: 𝐺 = {−1 6 𝑥 6 1, 0 6
𝑦 6 1, 0 6 𝑧 6 2}, то за формулою (2.17) маємо∫︁∫︁∫︁
𝐺

(𝑥− 𝑦 − 𝑧) 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 =

1∫︁
−1

𝑑𝑥

1∫︁
0

𝑑𝑦

2∫︁
0

(𝑥− 𝑦 − 𝑧) 𝑑𝑧 =

=

1∫︁
−1

𝑑𝑥

1∫︁
0

(︂
(𝑥− 𝑦)𝑧 − 𝑧2

2

)︂⃒⃒⃒⃒2
0

𝑑𝑦 =

=2

1∫︁
−1

𝑑𝑥

1∫︁
0

(𝑥− 𝑦 − 1) 𝑑𝑦 = 2

1∫︁
−1

(︂
(𝑥− 1)𝑦 − 𝑦2

2

)︂⃒⃒⃒⃒1
0

𝑑𝑥 =

=2

1∫︁
−1

(︂
𝑥− 3

2

)︂
𝑑𝑥 = −6.

Приклад 2.2. Обчислити iнтеграл

𝐼 =

∫︁∫︁∫︁
𝐺

𝑧 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧,

де область 𝐺 обмежена верхньою половиною елiпсоїда 𝑥2

𝑎2 + 𝑦2

𝑏2 + 𝑧2

𝑐2 6 1 i
площиною 𝑂𝑥𝑦.

Розв’язок.

Проекцiєю областi iнтегрування 𝐺 на координатну площину 𝑂𝑥𝑦 є елiпс
𝑥2

𝑎2 + 𝑦2

𝑏2 6 1. Тому межами змiни 𝑥 є числа −𝑎 i 𝑎, при фiксованому ж
𝑥 змiнна 𝑦 змiнюється вiд − 𝑏

𝑎

√
𝑎2 − 𝑥2 до + 𝑏

𝑎

√
𝑎2 − 𝑥2. Оскiльки 𝐺 обме-

жена знизу координатною площиною 𝑂𝑥𝑦, а зверху – поверхнею елiпсоїда,
то при фiксованих 𝑥 i 𝑦 аплiката 𝑧 буде змiнюватися в межах вiд 0 до

𝑐
√︁
1− 𝑥2

𝑎2 −
𝑦2

𝑏2 .
Застосовуючи формулу (2.14), одержимо

𝐼 =

𝑎∫︁
−𝑎

𝑑𝑥

+ 𝑏
𝑎

√
𝑎2−𝑥2∫︁

− 𝑏
𝑎

√
𝑎2−𝑥2

𝑑𝑦

𝑐
√︁
1−𝑥2

𝑎2
−𝑦2

𝑏2∫︁
0

𝑧 𝑑𝑧 =
𝑐2

2

𝑎∫︁
−𝑎

𝑑𝑥

+ 𝑏
𝑎

√
𝑎2−𝑥2∫︁

− 𝑏
𝑎

√
𝑎2−𝑥2

(︂
1− 𝑥2

𝑎2
− 𝑦2

𝑏2

)︂
𝑑𝑦 =
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враховуючи парнiсть пiдiнтегральної функцiї

= 𝑐2
𝑎∫︁

−𝑎

𝑑𝑥

+ 𝑏
𝑎

√
𝑎2−𝑥2∫︁

0

(︂
1− 𝑥2

𝑎2
− 𝑦2

𝑏2

)︂
𝑑𝑦 =

2𝑏𝑐2

3𝑎3

𝑎∫︁
−𝑎

=
(︀
𝑎2 − 𝑥2

)︀3/2
𝑑𝑥

=
4𝑏𝑐2

3𝑎3

𝑎∫︁
0

(︀
𝑎2 − 𝑥2

)︀3/2
𝑑𝑥 =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ 𝑥 = 𝑎 sin 𝑡

𝑑𝑥 = 𝑎 cos 𝑡 𝑑𝑡

𝑡 = arcsin 𝑥
𝑎

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ = 4𝑎𝑏𝑐2

3

𝜋/2∫︁
0

cos4 𝑡 𝑑𝑡 =

=
𝑎𝑏𝑐2

3

𝜋/2∫︁
0

(1 + cos 2𝑡)2𝑑𝑡 =
𝜋

4
𝑎𝑏𝑐2.

Приклад 2.3. Обчислити масу 𝑚 тiла, обмеженого площинами 𝑥 = 0,
𝑦 = 0, 𝑧 = 0, 𝑥+𝑦+𝑧 = 2, 𝑥 = 1, 𝑦 = 1, якщо його густина 𝜌(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥+2𝑧
(рис. 2.2).

Розв’язок.

Проекцiєю тiла на коорди-

Рис. 2.2

натну площину 𝑂𝑥𝑦 є фiгура
𝑂𝐴𝐶𝐵, утворена прямими 𝑥 =
0, 𝑦 = 0, 𝑥 = 1, 𝑦 = 1. Зрозумi-
ло, змiннi 𝑥 та 𝑦 змiнюються
в межах вiд 0 до 1. При фiксо-
ваних 𝑥, 𝑦 точка може руха-
тися по вертикалi вiд площини
𝑧 = 0 до площини 𝑥+ 𝑦+ 𝑧 = 2;
таким чином аплiката 𝑧 буде
змiнюватися в межах вiд 0 до
2− 𝑥− 𝑦.

Тодi згiдно формули (2.4),
маємо

𝑚 =

∫︁∫︁∫︁
𝐺

𝜌(𝑥, 𝑦, 𝑧) 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 =

1∫︁
0

𝑑𝑥

1∫︁
0

𝑑𝑦

2−𝑥−𝑦∫︁
0

(𝑥+ 2𝑧) 𝑑𝑧.

Послiдовно обчислюючи iнтеграли, одержимо

𝑚 =

1∫︁
0

𝑑𝑥

1∫︁
0

(︀
𝑥𝑧 + 𝑧2

)︀⃒⃒⃒⃒⃒
2−𝑥−𝑦

0

𝑑𝑦 =

1∫︁
0

𝑑𝑥

1∫︁
0

(𝑦2 + 𝑥𝑦 − 2𝑥− 4𝑦 − 4)𝑑𝑦 =

=

1∫︁
0

(︂
𝑦3

3
+
𝑥𝑦2

2
− 2𝑥𝑦 − 2𝑦2 + 4𝑦

)︂⃒⃒⃒⃒1
0

𝑑𝑥 =

1∫︁
0

(︂
−3𝑥2

4
+

7𝑥

3

)︂
𝑑𝑥 =

19

12
.
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2.4 Замiна змiнної в потрiйному iнтегралi

Ðîçãëÿíåìî ïîòðiéíèé iíòåãðàë
∫︀∫︀∫︀
𝐺

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧, ôóíêöiÿ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)

íåïåðåðâíà â ïðîñòîðîâié îáëàñòi 𝐺. Íåõàé íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíi ôóí-
êöi¨ 𝑥 = 𝑥(𝑢, 𝑣, 𝑤), 𝑦 = 𝑦(𝑢, 𝑣, 𝑤), 𝑧 = 𝑧(𝑢, 𝑣, 𝑤) çäiéñíþþòü âçà¹ìíî îäíî-
çíà÷íå âiäîáðàæåííÿ çàìêíåíî¨ îáìåæåíî¨ îáëàñòi 𝐺 ïðîñòîðó (𝑥, 𝑦, 𝑧) íà
îáëàñòü 𝐺* ïðîñòîðó (𝑢, 𝑣, 𝑤). Òîäi ìà¹ ìiñöå формула замiни змiнних у
потрiйному iнтегралi:∫︁∫︁∫︁

𝐺

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 =

∫︁∫︁∫︁
𝐺*

𝑓(𝑥(𝑢, 𝑣, 𝑤), 𝑦(𝑢, 𝑣, 𝑤), 𝑧(𝑢, 𝑣, 𝑤)) |𝐽 | 𝑑𝑢𝑑𝑣𝑑𝑤,

(2.18)
äå ÿêîáiàí ïåðåõîäó â îáëàñòi 𝐺* íå äîðiâíþ¹ íóëþ:

𝐽 = 𝐽(𝑢, 𝑣, 𝑤) =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ 𝜕𝑥
𝜕𝑢

𝜕𝑥
𝜕𝑣

𝜕𝑥
𝜕𝑤

𝜕𝑦
𝜕𝑢

𝜕𝑦
𝜕𝑣

𝜕𝑦
𝜕𝑣

𝜕𝑧
𝜕𝑢

𝜕𝑧
𝜕𝑣

𝜕𝑧
𝜕𝑣

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ ̸= 0. (2.19)

Íà ïðàêòèöi íàé÷àñòiøå çàñòîñîâóþòü ïåðåõiä âiä äåêàðòîâèõ êîîðäèíàò
äî öèëiíäðè÷íèõ àáî ñôåðè÷íèõ êîîðäèíàò.

Öèëiíäðè÷íi êîîðäèíàòè 𝜌, 𝜙, 𝑧 ïîâ'ÿçàíi ç äåêàðòîâèìè 𝑥, 𝑦, 𝑧 ñïiââiäíî-
øåííÿìè:

𝑥 = 𝜌 cos𝜙, 𝑦 = 𝜌 sin𝜙, 𝑧 = 𝑧,

0 6 𝜌 < +∞, 0 6𝜙 < 2𝜋, −∞ < 𝑧 < +∞.

Ó öüîìó âèïàäêó ÿêîáiàí ïåðåõîäó ðiâíèé

𝐽 =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ cos𝜙 −𝜌 sin𝜙 0

sin𝜙 𝜌 cos𝜙 0

0 0 1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ = 𝜌. (2.20)

Òîäi ôîðìóëà çàìiíè çìiííèõ ó ïîòðiéíîìó iíòåãðàëi (2.23) ïðè ïåðåõîäi äî
öèëiíäðè÷íèõ êîîðäèíàò ìà¹ âèãëÿä:∫︁∫︁∫︁

𝐺

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 =

∫︁∫︁∫︁
𝐺*

𝑓(𝜌 cos𝜙, 𝜌 sin𝜙, 𝑧)𝜌 𝑑𝜌𝑑𝜙𝑑𝑧. (2.21)

Çâåðíåìî óâàãó íà òå, ùî öèëiíäðè÷íó ñèñòåìó êîîðäèíàò çðó÷íî âèêîðè-
ñòîâóâàòè, êîëè îáëàñòü iíòåãðóâàííÿ îáìåæåíà öèëiíäðè÷íèìè, ïàðàáîëi-
÷íèìè ïîâåðõíÿìè ïðÿìîëiíiéíi òâiðíi ÿêèõ, íàïðèêëàä, ïàðëåëüíi îñi 𝑂𝑧
òà ïëîùèíàìè ïåðïåíäèêóëÿðíèìè äî ïëîùèíè 𝑂𝑥𝑦.
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Ïðè ïåðåõîäi äî ñôåðè÷íî¨ ñèñòåìè êîîðäèíàò

𝑥 = 𝜌 sin 𝜃 cos𝜙, 𝑦 = 𝜌 sin 𝜃 sin𝜙, 𝑧 = 𝜌 cos 𝜃,

0 6 𝜌 < +∞, 0 6𝜙 < 2𝜋, 0 6 𝜃 6 𝜋,

ÿêîáiàí ïåðåõîäó ðiâíèé

𝐽 =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ sin 𝜃 cos𝜙 −𝜌 sin 𝜃 sin𝜙 𝜌 cos 𝜃 cos𝜙

sin 𝜃 sin𝜙 𝜌 sin 𝜃 cos𝜙 𝜌 cos 𝜃 sin𝜙

cos 𝜃 0 −𝜌 sin 𝜃

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ = −𝜌2 sin 𝜃. (2.22)

Òîìó ìà¹ ìiñöå ôîðìóëà:∫︁∫︁∫︁
𝐺

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 =

∫︁∫︁∫︁
𝐺*

𝑓(𝜌 sin 𝜃 cos𝜙, 𝜌 sin 𝜃 sin𝜙, 𝜌 cos 𝜃)×

×𝜌2 sin 𝜃 𝑑𝜌𝑑𝜙𝑑𝜃. (2.23)

Ïåðåõîäèòè äî ñôåðè÷íèõ êîîðäèíàò çðó÷íî, êîëè îáëàñòþ iíòåãðóâàííÿ
¹ êóëÿ (ðiâíÿííÿ ¨¨ ìåæi 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 𝑅2 ó ñôåðè÷íèõ êîîðäèíàòàõ ìà¹
âèãëÿä 𝜌 = 𝑅) àáî ¨¨ ÷àñòèíà, à òàêîæ ÿêùî ïiäiíòåãðàëüíà ôóíêöiÿ ìiñòèòü
âèðàç 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2.
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