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ЄДИНIСТЬ ЕНТРОПIЙНОГО РОЗВ’ЯЗКУ ЗАДАЧI ДIРIХЛЕ
ДЛЯ МОДЕЛЬНОГО РIВНЯННЯ З ВИРОДЖЕННЯМ

В роботi розглянуто задачу Дiрiхле для модельного нелiнiйного елiптичного рiв-
няння другого порядку з iзотропними та вироджуваними (за незалежними змiнними)
коефiцiєнтами, молодшим членом i L1-правою частиною. Вироджуванiсть за незале-
жними змiнними характеризується наявнiстю вагової функцiї в головнiй частинi рiв-
няння. Основним у данiй роботi є результат про єдинiсть ентропiйного розв’язку роз-
глянутої задачi. Його встановлено за мiнiмальних умов на залучену вагову функцiю.
Це – тi припущення вiдносно її iнтегровностi, якi потрiбнi для коректного введення
вiдповiдного енергетичного вагового iзотропного простору Соболєва.

Ключовi слова: вироджуванi елiптичнi рiвняння, L1-права частина, задача Дiрiхле,
ентропiйний розв’язок, єдинiсть розв’язку.

1. Вступ. Дослiдження, представлене у роботi, вiдноситься до одного з акту-
альних напрямiв сучасної теорiї нелiнiйних диференцiальних рiвнянь у частин-
них похiдних. Цей напрям включає в себе вивчення нелiнiйних рiвнянь i варi-
ацiйних нерiвностей з L1-правими частинами i мiрами в якостi правих частин.
Такого роду дослiдження активно проводяться з кiнця 80-х рокiв минулого сто-
лiття. У даний час в цiлому побудовано теорiю нелiнiйних iзотропних невиро-
джених (за незалежними змiнними) дивергентних елiптичних рiвнянь другого
порядку з L1-правими частинами або правими частинами-мiрами. В рамках цi-
єї теорiї введено поняття слабких, ентропiйних та ренормалiзованих розв’язкiв
дослiджуваних рiвнянь, доведено iснування та єдинiсть цих розв’язкiв i вста-
новлено їх належнiсть певним просторам Лебега та Соболєва. Суттєвий внесок
у розвиток даної теорiї належить Ф. Бенiлану, Л. Боккардо, Т. Галлуе, Р. Гарi-
пi, Ф. Мюра, М. П’єру, Ж.Л. Вазкезу, Ж.-М. Ракотосону, а також А. Альвiно,
В. Фероне, А. Меркальдо, Л. Орсiна, А. Порретта, С. Сегура де Леон, Г. Тром-
беттi, О.А. Ковалевському та iншим.

Основна складнiсть у вивченнi розв’язностi елiптичних рiвнянь з L1-правими
частинами полягає в тому, що така права частина не породжує лiнiйного непе-
рервного функцiоналу на вiдповiдному енергетичному соболєвському просторi.
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Внаслiдок цього безпосереднє застосування вiдомої теорiї монотонних операто-
рiв неможливе i, бiльше того, потрiбне уточнення самого поняття розв’язку та-
ких рiвнянь. Природним аналогом поняття узагальненого розв’язку, придатного
для випадку достатньо сумовної правої частини, є поняття слабкого розв’язку
(розв’язку з W 1,1 у сенсi iнтегральної тотожностi для гладких функцiй). Умови
iснування слабких роз’язкiв задачi Дiрiхле для нелiнiйних елiптичних рiвнянь
з L1 -правими частинами встановленi Л. Боккардо i Т. Галлуе (див., напри-
клад, [1], [2]).

Ефективний пiдхiд до дослiдження розв’язностi задачi Дiрiхле для нелiнiй-
них елiптичних рiвнянь другого порядку з L1-правими частинами було запропо-
новано Ф. Бенiланом, Л. Боккардо, Т. Галлуе, Р. Гарiпi, М. П’єром iЖ.Л. Вазке-
зом у роботi [3]. В рамках цього пiдходу введено поняття ентропiйного розв’язку
дослiджуваної задачi i розглянуто бiльш широкi, нiж вiдповiднi енергетичнi
соболєвськi простори, класи функцiй, яким такi розв’язки повиннi належати.
При цьому встановлено, що якщо коефiцiєнти рiвнянь задовольняють стандар-
тним умовам зростання, коерцитивностi i строгої монотонностi, то ентропiйний
розв’язок iснує та є єдиним для всього дiапазону значень параметра, який хара-
ктеризує зростання коефiцiєнтiв рiвнянь вiдносно похiдних невiдомої функцiї.
Вищезгаданi i пов’язанi з ними iншi дослiдження належать до L1-теорiї нелi-
нiйних рiвнянь з iзотропними i невироджуваними (за незалежними змiнними)
коефiцiєнтами. Що стосується нелiнiйних елiптичних рiвнянь другого порядку
з L1-правими частинами або правими частинами-мiрами у випадку анiзотро-
пiї або виродження (за незалежними змiнними) їх коефiцiєнтiв, то вiдзначимо
таке. Iснування слабкого розв’язку задачi Дiрiхле для модельного елiптичного
рiвняння з анiзотропними i невироджуваними (за незалежними змiнними) кое-
фiцiєнтами i мiрою в якостi правої частини встановлено Л. Боккардо, Т. Галлуе
та П. Марчеллiнi в роботi [4]. Iснування слабких розв’язкiв для деякого класу
рiвнянь з анiзотропними i невироджуваними (за незалежними змiнними) коефi-
цiєнтами i локально iнтегровними даними доведено М. Бендамане та К.Х. Карл-
сеном у [5]. Розв’язнiсть задачi Дiрiхле для елiптичних рiвнянь з iзотропни-
ми i вироджуваними (за незалежними змiнними) коефiцiєнтами та L1-правими
частинами або правими частинами-мiрами вивчалася в роботах Л. Ахаруша,
Е. Азрула i А. Бенкiране [6], Й. Атiка i Ж.-М. Ракотосона [7], А.К. Кавалей-
ро [8], Г.Р. Чiрмi [9], Ф.К. Лi [10].

Питання про iснування i властивостi розв’язкiв анiзотропних вироджуваних
(за незалежними змiнними) рiвнянь другого порядку без молодших членiв з L1-
правими частинами розглянуто О.А. Ковалевським i Ю.С. Горбань у [11], [12],
з молодшим членом - Ю.С. Горбань у [13], [14].

У данiй роботi розглянуто задачу Дiрiхле для модельного нелiнiйного елi-
птичного рiвняння другого порядку з iзотропними та вироджуваними (за неза-
лежними змiнними) коефiцiєнтами, молодшим членом i L1-правою частиною.
Вироджуванiсть за незалежними змiнними характеризується наявнiстю ваго-
вої функцiї в головнiй частинi рiвняння. Основним результатом є теорема про
єдинiсть ентропiйного розв’язку розглянутої задачi. Його встановлено за мi-
нiмальних умов на залучену вагову функцiю. Це – тi припущення вiдносно її
iнтегровностi, якi потрiбнi для коректного введення вiдповiдного енергетичного
вагового iзотропного простору Соболєва.

Роздiл 1: Математика i статистика
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2. Функцiйнi простори та множини. У цьому роздiлi розглянемо деякi
функцiйнi простори та множини, адаптованi до вироджуваних iзотропних рiв-
нянь, якi будуть використанi в роботi у подальшому. Вони вводяться аналогiчно
до вiдповiдних просторiв та множин для вироджуваних анiзотропних рiвнянь
(див. [15]).

Нехай n ∈ N, n > 2, Ω – обмежена область в Rn з межею ∂Ω. Нехай p ∈ (1, n).
Позначимо

p̂ =
n(p− 1)

(n− 1)p
.

Нехай ν – невiд’ємна функцiя на Ω така, що ν > 0 м.с. на Ω,

ν ∈ L1
loc(Ω), (1/ν)1/(p−1) ∈ L1(Ω). (1)

Через W 1,p(ν,Ω) позначимо множину всiх функцiй u ∈ L1(Ω) таких, що для
будь-якого i ∈ {1, . . . , n} iснує узагальнена похiдна Diu iз властивiстю ν|Diu|p ∈
L1(Ω).

Нехай ‖ · ‖1,p,ν вiдображення W 1,p(ν,Ω) в R таке, що для довiльної функцiї
u ∈ W 1,p(ν,Ω)

‖u‖1,p,ν =

∫
Ω

|u| dx+
n∑
i=1

(∫
Ω

ν|Diu|p dx
)1/p

.

Вiдображення ‖ · ‖1,p,ν є нормою в W 1,p(ν,Ω), i з огляду на друге включення
(1) множина W 1,p(ν,Ω) є банаховим простором вiдносно норми ‖ · ‖1,p,ν . Крiм
того, з огляду на перше включення (1) маємо C∞0 (Ω) ⊂ W 1,p(ν,Ω).

Через
◦
W 1,p(ν,Ω) позначимо замикання множини C∞0 (Ω) у просторiW 1,p(ν,Ω).

Очевидно, що множина
◦
W 1,p(ν,Ω) є банаховим простором вiдносно норми, iн-

дукованої нормою ‖ · ‖1,p,ν .
Покладемо

cp,ν = 1 + ‖1/ν‖ L1/(p−1)(Ω).

Твердження 1. Простiр
◦
W 1,p(ν,Ω) має такi властивостi:

(i)
◦
W 1,p(ν,Ω) ⊂

◦
W 1,1(Ω) i для довiльної функцiї u ∈ W 1,p(ν,Ω) маємо

‖u‖W 1,1(Ω) 6 cp,ν‖u‖1,p,ν ;

(ii) якщо uj → u слабко
◦
W 1,p(ν,Ω), то uj → u сильно в L1(Ω);

(iii)
◦
W 1,p(ν,Ω) – рефлексивний простiр.

Доведення. Нехай u ∈ W 1,p(ν,Ω). Значить, u ∈ L1(Ω). Зафiксуємо довiльне
i ∈ {1, . . . , n}. Використовуючи нерiвнiсть Юнга, отримаємо

|Diu| = (1/ν)1/pν1/p|Diu| 6 (1/ν)1/(p−1) + ν|Diu|p м. с. на Ω.

Звiдси, враховуючи друге включення (1) i сумовнiсть функцiї ν|Diu|p на Ω,
виводимо, що Diu ∈ L1(Ω). Тепер можна зробити висновок, що u ∈ W 1,1(Ω).
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Крiм того, використовуючи нерiвнiсть Гельдера, встановлюємо

‖u‖W 1,1(Ω) =

∫
Ω

|u| dx+
n∑
i=1

∫
Ω

(1/ν)1/p ν1/p |Diu| dx 6
∫

Ω

|u| dx+

+
n∑
i=1

(∫
Ω

(1/ν)1/(p−1) dx

)(p−1)/p(∫
Ω

ν |Diu| dx
)1/p

6 cp,ν‖u‖1,p,ν .

Звiдси випливає справедливiсть (i). З цього факту i компактностi вкладен-

ня
◦
W 1,1(Ω) в L1(Ω) випливає справедливiсть (ii). Доведення (iii) для вагового

iзотропного простору
◦
W 1,p(ν,Ω) проводиться аналогiчно доведенню твердже-

ння 2.2 з [15] для вагових анiзотропних соболєвських просторiв. Твердження
доведено.

Далi, нехай для довiльного k > 0 Tk – функцiя на R така, що

Tk(s) =

{
s, якщо |s| 6 k,

k sign s, якщо |s| > k.

Аналогiчно вiдомим результатам для невагових просторiв Соболєва (див.,

наприклад, [16, гл.2]) маємо: якщо u ∈
◦
W 1,p(ν,Ω) i k > 0, то Tk(u) ∈

◦
W 1,p(ν,Ω)

i для будь-якого i ∈ {1, . . . , n}

DiTk(u) = Diu · 1{|u|<k} м. с. на Ω. (2)

Через
◦
T1,p(ν,Ω) позначимо множину всiх функцiй u : Ω → R таких, що для

будь-якого k > 0 маємо Tk(u) ∈
◦
W 1,p(ν,Ω).

Ясно, що
◦
W 1,p(ν,Ω) ⊂

◦
T1,p(ν,Ω). (3)

Для довiльних u : Ω→ R i x ∈ Ω покладемо

k(u, x) = min{l ∈ N : |u(x)| 6 l}.

Означення 1. Нехай u ∈
◦
T1,p(ν,Ω), i ∈ {1, . . . , n}. Тодi δiu – функцiя на Ω

така, що для будь-якого x ∈ Ω

δiu(x) = DiTk(u,x)(u) (x).

Означення 2. Якщо u ∈
◦
T1,p(ν,Ω), то δu – вiдображення Ω в Rn таке, що

для будь-якого x ∈ Ω δu(x)i = δi(x), i ∈ {1, . . . , n}.

Твердження 2. Нехай u ∈
◦
T1,p(ν,Ω). Тодi для довiльного k > 0 маємо

DiTk(u) = δiu · 1|u|<k м. с. на Ω, i = 1, . . . , n.

Доведення. Доведення цього твердження проводиться аналогiчно викла-
деному в [17] для невагового випадка.

З (2), (3) i твердження 2 випливає, що якщо u ∈
◦
W 1,p(ν,Ω), то δiu = Diu

м.с. на Ω, i = 1, . . . , n.

Роздiл 1: Математика i статистика
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Твердження 3. Нехай u ∈
◦
T1,p(ν,Ω) i v ∈

◦
W 1,p(ν,Ω) ∩ L∞(Ω). Тодi u− v ∈

◦
T1,p(ν,Ω) i для будь-якого k > 0 маємо

DiTk(u− v) = δiu−Div м.с. на {|u− v| < k}, i = 1, . . . , n.

Доведення. Доведення цього твердження проводиться аналогiчно викла-
деному в [15] для вагового анiзотропного випадка.

Твердження 4. Нехай u ∈
◦
T1,p(ν,Ω) i w ∈

◦
W 1,p(ν,Ω) ∩ L∞(Ω). Тодi для

будь-якого k > 0 маємо ν|δiu|p−2δiuDiTk(u− w) ∈ L1(Ω), i = 1, . . . , n.

Доведення. Перш за все вiдмiтимо, що iснує множина E ⊂ Ω мiри нуль
така, що

∀x ∈ Ω\E |w(x)| 6 ‖w‖L∞(Ω).

Зафiксуємо k > 0, i ∈ {1, . . . , n}. З означення зрiзаючої функцiї випливає,
що

ν|δiu|p−2δiuDiTk(u− w) = 0 м.с. на {|u− w| > k}. (4)

Покладемо k1 = k + ‖w‖L∞(Ω). Оскiльки {|u − w| < k}\E ⊂ {|u| < k1},
використовуючи твердження 2, виводимо

DiTk(u) = δiu м.с. на {|u− w| < k}.

З останньої рiвностi та твердження 3 випливає, що

ν|δiu|p−2δiuDiTk(u− w) = ν|DiTk1(u)|p−2DiTk1(u)(DiTk1(u)−Diw) =

= ν|DiTk1(u)|p − ν|DiTk1(u)|p−2DiTk1(u)Diw м.с. на {|u− w| < k},

звiдки

|ν|δiu|p−2δiuDiTk(u− w)| 6 ν|DiTk1(u)|p + ν|DiTk1(u)|p−1|Diw|
м.с. на {|u− w| < k}. (5)

Застосуємо для оцiнки другого доданку в правiй частинi (5) нерiвнiстьЮнга:

ν|DiTk1(u)|p−1|Diw| = ν1/pν(p−1)/p|DiTk1(u)|p−1|Diw| 6
6 ν|DiTk1(u)|p + ν|Diw|p м.с. на {|u− w| < k}. (6)

З (5) i (6), враховуючи сумовнiсть функцiй ν|DiTk1(u)|p та ν|Diw|p на Ω,
виводимо, що функцiя ν|δiu|p−2δiuDiTk(u−w) є сумовною м.с. на {|u−w| < k}.
Цей факт разом з (4) i означає потрiбне. Твердження доведено.

Твердження 5. Iснує додатна стала c0, яка залежить тiльки вiд n, p ma
‖1/ν‖L1/(p−1)(Ω), така, що для довiльної функцiї u ∈

◦
W 1,p(ν,Ω) маємо(∫

Ω

|u|n/(n−1)dx

)(n−1)/n

6 c0

n∏
i=1

(∫
Ω

ν|Diu|pdx
)1/np

.

Наук. вiсник Ужгород. ун-ту. 2021. Вип. 38, № 1 ISSN 2616-7700 (print), 2708-9568 (online)



38 Ю. С. ГОРБАНЬ, Ю. А. АНДРЕЄВА, А. О. БЕЛIК

Доведення. Це твердження є безпосереднiм наслiдком теореми вкладення
для вагових анiзотропних соболєвських просторiв (див., наприклад, [15, твер-
дження 2.9]).

3. Єдинiсть ентропiйного розв’язку задачi Дiрiхле. В цьому роздiлi
сформулюємо i доведемо основний результат даної роботи.

Нехай g, f ∈ L1(Ω), g > 0 на Ω. Розглянемо таку задачу Дiрiхле:

−
n∑
i=1

Di(ν(x)|Diu|p−2Diu) + g(x)eu = f(x) в Ω, (7)

u = 0 на ∂Ω. (8)

Означення 3. Ентропiйним розв’язком задачi Дiрiхле (7), (8) називати-

мемо функцiю u ∈
◦
T1,p(ν,Ω) таку, що:

(i) geu ∈ L1(Ω);

(ii) для будь-яких w ∈
◦
W 1,p(ν,Ω) ∩ L∞(Ω), k > 1∫

Ω

{ n∑
i=1

ν|δiu|p−2δiuDiTk(u−w)

}
dx+

∫
Ω

geuTk(u−w) dx 6
∫

Ω

fTk(u−w) dx. (9)

Вiдмiтимо, що означення 3 коректне. Скiнченнiсть першого iнтеграла у лiвiй
частинi (9) випливає з твердження 4, другого — з (i) та обмеженостi Tk. Нарештi,
скiнченнiсть iнтеграла у правiй частинi (9) випливає зi включення f ∈ L1(Ω) й
обмеженостi Tk.

Дамо спочатку два допомiжних результата, якi будуть використовуватися у
доведеннi теореми про єдинiсть ентропiйного розв’язку задачi Дiрiхле (7), (8).

Лема 1. Нехай u – ентропiйний розв’язок задачi Дiрiхле (7), (8). Тодi iснує
невiд’ємне число M таке, що для будь-якого k > 1 справедлива нерiвнiсть

meas {|u| > k} 6Mk−p̂. (10)

Доведення. Зафiксуємо довiльну v ∈
◦
W 1,p(ν,Ω) ∩ L∞(Ω) i покладемо

M∗ = 2

{
(4n)n−1

∫
Ω

( n∑
i=1

ν|Div|p
)
dx+ (1 + ‖v‖L∞(Ω))

(∫
Ω

geu dx+ ‖f‖L1(Ω)

)}
,

M =
(
c0M

1/p
∗
)n/(n−1)

.

Нехай k > 1. Покладемо

k1 = k + ‖v‖L∞(Ω),

I =
n∑
i=1

∫
{|u−v|<k1}

ν|δiu|pdx, J =
n∑
i=1

∫
{|u−v|<k1}

ν|δiu|p−1|Div| dx.

В силу (9) маємо∫
Ω

{ n∑
i=1

ν|δiu|p−2δiuDiTk1(u− v)

}
dx 6

∫
Ω

(f − geu)Tk1(u− v) dx.
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Звiдси, враховуючи твердження 2 та 3, отримуємо

I 6 k1

(
‖f‖L1(Ω) +

∫
Ω

geudx

)
+ J.

В свою чергу, використовуючи нерiвнiсть Юнга, знаходимо, що

J 6
I

2
+ (4n)n−1

∫
Ω

( n∑
i=1

ν|Div|p
)
dx.

З двох останнiх оцiнок виводимо нерiвнiсть

I 6M∗k. (11)

Далi, оскiльки |Tk(u)| = k на {|u| > k}, маємо

kn/(n−1) meas {|u| > k} 6
∫

Ω

|Tk(u)|n/(n−1) dx, (12)

а так як Tk(u) ∈
◦
W 1,p(ν,Ω), з (11) i тверджень 5 та 2 одержуємо(∫

Ω

|Tk(u)|n/(n−1)dx

)(n−1)/n

6 c0

n∏
i=1

(∫
Ω

ν|DiTk(u)|pdx

)1/np

=

= c0

n∏
i=1

(∫
{|u|<k}

ν|δiu|pdx

)1/np

6 c0

n∏
i=1

(∫
{|u−v|6k1}

ν|δiu|pdx

)1/np

6

6 c0I
1/p ≤ c0(M∗k)1/p.

Звiдси i з (12) виводимо нерiвнiсть (12). Лему доведено.

Лема 2. Нехай u – ентропiйний розв’язок задачi Дiрiхле (7), (8), i нехай

v ∈
◦
W 1,p(ν,Ω) ∩ L∞(Ω), k > 1, h > 1. Тодi∫
{h6|u−v|<h+k}

{ n∑
i=1

ν|δiu|p
}
dx 6 2k

(
‖f‖L1(Ω) +

∫
{|u−v|>h}

geu dx

)
+

+ 2(4n)n−1

∫
{h6|u−v|<h+k}

{ n∑
i=1

ν|Div|p
}
dx. (13)

Доведення. Покладемо

w = v + Th(u− v), k1 = k + ‖w‖L∞(Ω).

З (9) i твердження 2 випливає, що∫
{|u−v|<k}

{ n∑
i=1

ν|DiTk1(u)|p−2DiTk1(u)DiTk1(u− w)

}
dx 6

6 k

(
‖f‖L1(Ω) +

∫
{|u−v|>h}

geu dx

)
. (14)
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Покладемо

G1 = {h 6 |u− v| < h+ k}, G2 = {|u− v| < h}.

Вiдмiтимо, що
{|u− v| < k} = G1 ∪G2, G1 ∩G2 = ∅. (15)

Маємо

Tk(u− w) = Tk1(u)− v − Th(u− v) м.с. на G1, Tk(u− w) = 0 на G2.

Отже, для довiльного i ∈ {1, . . . , n},

Di Tk(u− w) = Di Tk1(u)−Div м.с. на G1, Di Tk(u− w) = 0 м.с. на G2.

Звiдси та з (14), (15) випливає, що∫
G1

{ n∑
i=1

ν|DiTk1(u)|p
}
dx 6

∫
G1

{ n∑
i=1

ν|DiTk1(u)|p−2DiTk1(u)Div

}
dx+

+k

(
‖f‖L1(Ω) +

∫
{|u−v|>h}

geu dx

)
. (16)

Позначимо через I перший iнтеграл в правiй частинi нерiвностi (16). Тодi з (16)
виводимо∫

G1

{ n∑
i=1

ν|DiTk1(u)|p
}
dx 6 k

(
‖f‖L1(Ω) +

∫
{|u−v|>h}

geu dx

)
+ I. (17)

Використовуючи нерiвнiсть Юнга, знаходимо, що

I 6
1

2

∫
G1

{ n∑
i=1

ν|DiTk1(u)|p
}
dx+ (4n)n−1

∫
G1

{ n∑
i=1

ν|Div|p
}
dx. (18)

Вiдмiтимо, що в силу твердження 2 для довiльного i ∈ {1, . . . , n} маємо
DiTk1(u) = δiu м.с.на G1. Враховуючи це, з (17) i (18) виводимо оцiнку (13).
Лему доведено.

Наступна теорема є основним результатом даної роботи.

Теорема 1. Нехай u1 та u2 – ентропiйнi розв’язки задачi Дiрiхле (7), (8).
Тодi u1 = u2 м.с. на Ω.

Доведення. Через ci, i = 1, 2, . . . , позначатимемо додатнi сталi, залежнi
тiльки вiд n.

Зафiксуємо довiльну функцiю v ∈
◦
W 1,p(ν,Ω) ∩ L∞(Ω) i покладемо

Φj =
n∑
i=1

ν|Div|p + |f |+ geuj , j = 1, 2.

З леми 2 випливає, що при k > 1, h > k + 1 маємо∫
{h−k6|uj−v|<h+k}

{ n∑
i=1

ν|δiu|p
}
dx 6 c1k

∫
{|uj−v|>h−k}

Φj dx, j = 1, 2. (19)
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Зафiксуємо довiльнi k > 1, h > k + 1. Покладемо

G = {|u1 − u2| < k, |u1 − v| < h, |u2 − v| < h},

G1 = {|u1 − v| < h, |u2 − v| < h}, G2 = {|u1 − v| > h} ∪ {|u2 − v| > h},

w = v + Th(u2 − v), l = k + ‖w‖L∞(Ω).

В силу означення 3 i твердження 2 маємо∫
Ω

{ n∑
i=1

ν|δiu|p−2δiu1DiTk(u1 − w)

}
dx =

=

∫
Ω

{ n∑
i=1

ν|DiTl(u1)|p−2DiTl(u1)DiTk(u1 − w)

}
dx 6

6
∫
G1

(f − geu1)Tk(u1 − u2) dx+ k

(
‖f‖L1(Ω) +

∫
G2

geu1 dx

)
. (20)

Оцiнимо зверху лiву частину нерiвностi (20). Для цього введемо множини

E ′ = {|u1 − w| < k, |u2 − v| < h}, E ′′ = {|u1 − w| < k, |u2 − v| > h}.

Легко бачити, що
G ⊂ E ′. (21)

Крiм того, маємо

E ′ \G ⊂ {h 6 |u1 − v| < h+ k} ∩ {h− k 6 |u2 − v| < h}, (22)

E ′′ ⊂ {h− k 6 |u1 − v| < h+ k}. (23)

Дiйсно, нехай x ∈ E ′. Тодi |u1(x)−u2(x)| < k, |u2(x)−v(x)| < h, |u1(x)−v(x)| > h.
Значить,

h 6 |u1(x)− v(x)| 6 |u1(x)− u2(x)| − |u2(x)− v(x)| < k + |u2(x)− v(x)| < h+ k.

Звiдси випливає, що включення (20) справедливе.
Нехай тепер x ∈ E ′′. Отже,

|u1(x)− w(x)| < k, |u2(x)− v(x)| > h. (24)

В силу другої з цих нерiвностей i означення функцiї w робимо висновок, що
w(x) = v(x) + h · sign(u2(x)− v(x)). Тодi, враховуючи першу з нерiвностей (24),
одержуємо

|u1(x)− v(x)| 6 |u1(x)− w(x)|+ |w(x)− v(x)| < h+ k,

h = |v(x)− w(x)| 6 |u1(x)− v(x)|+ |u1(x)− w(x)| < |u1(x)− v(x)|+ k.

Значить, включення (23) справедливе.
Далi, оскiльки

Tk(u1 − w) = Tl(u1)− Tl(u2) м.с. на E ′,
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для будь-якого i ∈ {1, . . . , n} маємо

DiTk(u1 − w) = DiTl(u1)−DiTl(u2) м.с. на E ′. (25)

Аналогiчно,

Tk(u1 − w) = Tl(u1)− v − Th(u2 − v) м.с. на E ′′,

i, значить, для будь-якого i ∈ {1, . . . , n} маємо

DiTk(u1 − w) = DiTl(u1)−Div м.с. на E ′′. (26)

Враховуючи (25) i (26), одержуємо∫
Ω

{ n∑
i=1

ν|DiTl(u1)|p−2DiTl(u1)DiTk(u1 − w)

}
dx =

=

∫
E′

{ n∑
i=1

ν|DiTl(u1)|p−2DiTl(u1)[DiTl(u1)−DiTl(u2)]

}
dx+

+

∫
E′′

{ n∑
i=1

ν|DiTl(u1)|p−2DiTl(u1)[DiTl(u1)−Div]

}
dx.

Звiдси, використовуючи (21), виводимо, що∫
Ω

{ n∑
i=1

ν|DiTl(u1)|p−2DiTl(u1)DiTk(u1 − w)

}
dx >

>
∫
G

{ n∑
i=1

ν|DiTl(u1)|p−2DiTl(u1)[DiTl(u1)−DiTl(u2)]

}
dx−

−
∫
E′\G

{ n∑
i=1

ν|DiTl(u1)|p−1|DiTl(u2)|
}
dx−

−
∫
E′′

{ n∑
i=1

ν|DiTl(u1)|p−1|Div|
}
dx. (27)

Позначимо через I ′ та I ′′ вiдповiдно другий i третiй iнтеграли в правiй ча-
стинi нерiвностi (27). Використовуючи нерiвнiсть Юнга, отримуємо

I ′ =

∫
E′\G

{ n∑
i=1

ν|Di Tl(u1)|p
}
dx+

∫
E′\G

{ n∑
i=1

ν|Di Tl(u2)|p
}
dx, (28)

I ′′ =

∫
E′′

{ n∑
i=1

ν|Di Tl(u1)|p
}
dx+

∫
E′′

{ n∑
i=1

ν|Div|p
}
dx. (29)

Зауважимо, що в силу твердження 2, включень (22) i (23) та нерiвностi (19)
маємо∫

(E′\G)∪E′′

{ n∑
i=1

ν|Di Tl(u1)|p
}
dx =

=

∫
(E′\G)∪E′′

{ n∑
i=1

ν|δiu1|p
}
dx 6 c1k

∫
{|u1−v|>h−k}

Φ1 dx, (30)

Роздiл 1: Математика i статистика



ЄДИНIСТЬ ЕНТРОПIЙНОГО РОЗВ’ЯЗКУ ЗАДАЧI ДIРIХЛЕ . . . 43∫
E′\G

{ n∑
i=1

ν|Di Tl(u2)|p
}
dx =

=

∫
E′\G

{ n∑
i=1

ν|δiu2|p
}
dx 6 c1k

∫
{|u2−v|>h−k}

Φ2 dx. (31)

З (28)–(31) i (22), (23) випливає, що

I ′ + I ′′ 6 c2k

{∫
{|u1−v|>h−k}

Φ1 dx+

∫
{|u2−v|>h−k}

Φ2 dx

}
.

Звiдси i з (27) одержуємо∫
Ω

{ n∑
i=1

ν|DiTl(u1)|p−2DiTl(u1)DiTk(u1 − w)

}
dx >

>
∫
G

{ n∑
i=1

ν|DiTl(u1)|p−2DiTl(u1)[DiTl(u1)−DiTl(u2)]

}
dx−

− c2k

{∫
{|u1−v|>h−k}

Φ1 dx+

∫
{|u2−v|>h−k}

Φ2 dx

}
. (32)

Враховуючи, що в силу твердження 2

∇Tl(uj) = δuj м.с. на G, j = 1, 2,

з (32) i (20) виводимо, що∫
G

{ n∑
i=1

ν|δiu1|p−2δiu1[δiu1 − δiu2]

}
dx 6

6
∫
G1

(f − geu1)Tk(u1 − u2) dx+ c3k

{∫
{|u1−v|>h−k}

Φ1 dx+

∫
{|u2−v|>h−k}

Φ2 dx

}
.

Аналогiчно цьому маємо∫
G

{ n∑
i=1

ν|δiu2|p−2δiu2[δiu2 − δiu1]

}
dx 6

6
∫
G1

(f − geu2)Tk(u2 − u1) dx+ c3k

{∫
{|u1−v|>h−k}

Φ1 dx+

∫
{|u2−v|>h−k}

Φ2 dx

}
.

Додаючи двi останнi нерiвностi, заключаємо, що для будь-яких k > 1, h > k+ 1
справедлива нерiвнiсть∫

{|u1−u2|<k,|u1−v|<h,|u2−v|<h}

{ n∑
i=1

ν[|δiu1|p−2δiu1−|δiu2|p−2δiu2][δiu1− δiu2]

}
dx 6

6
∫
{|u1−v|<h,|u2−v|<h}

g(eu2 − eu1)Tk(u1 − u2) dx+

+ c3k

{∫
{|u1−v|>h−k}

Φ1 dx+

∫
{|u2−v|>h−k}

Φ2 dx

}
. (33)
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Очевидно, що

g(eu2 − eu1)Tk(u1 − u2) 6 0 м.с. на Ω. (34)

Зауважимо, що при k > 1 маємо meas {|uj − v| > h − k} → 0, h → +∞,
j = 1, 2. Цей факт є наслiдком леми 1. З нього, в свою чергу, випливає, що при
k > 1 ∫

{|uj−v|>h−k}
Φj dx→ 0, h→ +∞, j = 1, 2. (35)

Враховуючи (34), нерiвнiсть

n∑
i=1

ν[|δiu1|p−2δiu1 − |δiu2|p−2δiu2][δiu1 − δiu2] > 0 м.с. на Ω,

i використовуючи лему Фату, з (33) i (35) виводимо, що

δu1 = δu2 м. с. на Ω. (36)

Нехай знову k > 1, h > k + 1. Покладемо

z = Th(u1 − v)− Th(u2 − v).

Ясно, що z ∈
◦
W 1,p(ν,Ω). Отже, Tk(z) ∈

◦
W 1,p(ν,Ω). Тодi в силу твердження 5 i

нерiвностi Юнга маємо(∫
Ω

|Tk(z)|n/(n−1)dx

)(n−1)/n

6 c0

n∑
i=1

(∫
Ω

ν|DiTk(z)|pdx

)1/p

. (37)

Введемо множини

H1 = {|z| < k, |u1 − v| < h, |u2 − v| < h},
H2 = {|z| < k, |u1 − v| < h, |u2 − v| > h},
H3 = {|z| < k, |u1 − v| > h, |u2 − v| < h},
H4 = {|z| < k, |u1 − v| > h, |u2 − v| > h}.

Очевидно, що

Hm ∩Hr = ∅, m 6= r, m, r = 1, . . . , 4, {|z| < k} =
4⋃

m=1

Hm. (38)

Зафiксуємо довiльне i ∈ {1, . . . , n}. Враховуючи (2) i (38), одержимо∫
Ω

ν|Di Tk(z)|p dx =
4∑

m=1

∫
Hm

ν|Diz|p dx. (39)

В силу твердження 3 i (36) маємо

Diz = 0 м.с. на H1. (40)
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Стосовно множин H2 i H3 в першу чергу зауважимо, що

H2 ⊂ {h− k < |u1 − v| < h}, H3 ⊂ {h− k < |u2 − v| < h}. (41)

Крiм того, в силу тверджень 2 i 3 маємо

Diz = δiu1 −Div м.с. на H2, (42)

Diz = Div − δiu2 м.с. на H3. (43)

Використовуючи (41)–(43) i (19), встановлюємо, що∫
H2

ν|Diz|p dx 6 2n(c1 + 1)k

∫
{|u1−v|>h−k}

Φ1 dx, (44)

∫
H3

ν|Diz|p dx 6 2n(c1 + 1)k

∫
{|u2−v|>h−k}

Φ2 dx. (45)

Нарештi, в силу тверджень 2 i 3 маємо

Diw = 0 м.с. на H4. (46)

З (39), (40) i (44)–(46) випливає, що∫
Ω

ν|Di Tk(z)|p dx 6 2n(c1 + 1)k

{∫
{|u1−v|>h−k}

Φ1 dx+

∫
{|u2−v|>h−k}

Φ2 dx

}
.

Звiдси i з (37) виводимо, що для будь-яких k > 1, h > k + 1 справедлива
нерiвнiсть(∫

{|u1−u2|<k,|u1−v|<h,|u2−v|<h}
|u1 − u2|n/(n−1)dx

)(n−1)/n

6

6 c0c4k
n∑
i=1

{∫
{|u1−v|>h−k}

Φ1 dx+

∫
{|u2−v|>h−k}

Φ2 dx

}1/p

.

Отриманий результат i твердження (35) дозволяють зробити висновок, що для
будь-якого k > 1 ∫

{|u1−u2|<k}
|u1 − u2|n/(n−1)dx = 0.

Значить, u1 = u2 м.с. на Ω. Тим самим теорему доведено.
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