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ГРАНИЧНI ТЕОРЕМИ ГIЛЛЯСТОГО ПРОЦЕСУ З МIГРАЦIЄЮ

Окремим роздiлом випадкових процесiв, що вивчає розмноження i перетворення
певних частинок є теорiя гiллястих процесiв. Основним математичним припущенням,
що видiляє гiллястi процеси серед iнших випадкових процесiв є перетворення части-
нок незалежно одне вiд одного. А самi закони розмноження i перетворення частинок
пiддаються певним закономiрностям, у яких головну роль вiдiграє випадковiсть.

Гiллястi процеси часто використовуються як математичнi моделi рiзних реальних
процесiв. Крiм того, гiллястi процеси можуть описувати динамiку популяцiї частинок
рiзної природи, зокрема, це можуть бути фотони, електрони, нейтрони, протони, ато-
ми, молекули, клiтини, мiкроорганiзми, рослини, тварини, особини, цiни, iнформацiя
тощо. Цей список можна продовжувати. Оскiльки стороннi фактори часто iснують,
iснує потреба вивчити рiзнi модифiкацiї цього процесу. Серед них є гiллястi процеси
з iммiграцiєю, емiграцiєю або поєднанням двох процесiв, а саме процесiв з мiграцiєю
у випадку дискретного або неперервного часу. Таким чином, гiллястi процеси мають
досить широке застосування у рiзних науках.

У данiй статтi дослiджується однорiдний гiллястий процес з одним типом части-
нок, мiграцiєю та неперервним часом µ(t), t ∈ [0,∞). Припускається, що в початковий
момент часу в системi знаходиться одна частинка. Процес задається перехiдними ймо-
вiрностями, що визначаються iнтенсивностями розмноження частинок, iммiграцiї та
емiграцiї частинок.

Основним результатом статтi є граничнi теореми для даної моделi процесу. Отрима-
но граничну теорему для математичного сподiвання у випадку докритичного процесу.
Також отримано граничну теорему для критичного процесу.

Ключовi слова: гiллястий процес, неперервний час, мiграцiя, критичний процес,
докритичний процес.

1. Вступ. Першi задачi з теорiї гiллястих процесiв з’явились у XIX ст. Проте
iнтенсивний розвиток цього напрямку теорiї випадкових процесiв розпочався у
40-х роках XX ст. Вперше мiграцiйнi процеси (поєднання емiграцiї та iммiгра-
цiї), розглянули С. В. Нагаєв i Л. В. Хан [1] у 1980 роцi. Вони побудували модель,
у якiй поряд з еволюцiєю частинок у системi в момент часу t (t = 0, 1, ...) або з
ймовiрнiстю Pk(t) (k = 0, 1, ...) в популяцiю iммiгрує k частинок, або з ймовiр-
нiстю Qr(t)(r = 1, ...,m) емiгрує r iз iснуючих у момент часу t частинок, де m -
довiльне фiксоване натуральне число (

∑∞
k=1 Pk(t) +

∑m
r=1 Qr(t) = 1).

Паралельно даний напрямок дослiджували Н. Янев i К. Мiтов [2]. Гiллястий
процес з випадковою мiграцiйною компонентою розглянуто як особливий випа-
док ϕ-контрольованих гiллястих процесiв, де емiграцiя, iммiграцiя та класична
еволюцiя гiллястих процесiв утворюють повну групу подiй.

Тут слiд вiдзначити, що у переважнiй бiльшостi гiлляcтi процеси з мiгра-
цiєю розглядали для випадку дискретного часу. Хоча є i статтi для гiллястих
процесiв з неперервним часом. Зокрема, у [3], [4], [5], [6].
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У данiй статтi дослiджується бiльш загальна модель однорiдний гiллястий
процес з одним типом частинок з неперервним часом та мiграцiєю (iммiграцiєю
та емiграцiєю частинок) [7]. Iммiграцiя, емiграцiя та еволюцiя вiдбуваються у
випадковi моменти часу та визначаються iнтинсивностями перехiдних ймовiр-
ностей. У [7] знайдено вигляд диференцiального рiвняння для твiрної функцiї
та вигляд системи рiвнянь Колмогорова для перехiдних ймовiрностей процесу.
А у [8] знайдено вигляд математичного сподiвання та другого моменту.

Робота складається з вступу та трьох роздiлiв. У другому роздiлi наведено
модель гiллястого процесу з мiграцiєю у випадку неперервного часу та основнi
позначення. В третьому роздiлi доведено граничну теорему для математичного
сподiвання у випадку докритичного процесу. У четвертому роздiлу доведено
граничну теорему для критичного гiллястого процесу.

2. Опис моделi гiллястого процесу з мiграцiєю та неперервним
часом. Розглянемо маркiвський гiллястий процес з одним типом частинок та
мiграцiєю µ(t), t ∈ [0,∞) [7]. µ(t) позначає кiлькiсть частинок у момент часу
t ∈ [0,∞).

Вважаємо, що у початковий момент часу в системi iснує одна частинка,
тобто

µ(0) = 1.

Процес µ(t), t ∈ [0,∞) при ∆t→ 0 задається такими перехiдними ймовiрно-
стями

P{µ(t+ ∆t) = j|µ(t) = i} =

=



1 + q0∆t+ o(∆t), i = j = 0;
qj∆t+ o(∆t), i = 0, j = 1, 2, ...;

(p0 +
m∑
l=1

rl)∆t+ o(∆t), i = 1, j = 0;

1 + (q0 + r0 + p1)∆t+ o(∆t), i = 1, j = 1;
(pj + qj−1)∆t+ o(∆t), i = 1, j = 2, ...;
m∑
l=i

rl∆t+ o(∆t) 1 < i ≤ m, j = 0;

(ip0 + r1)∆t+ o(∆t), i = 2, 3, ..., j = i− 1;
ri−j∆t+ o(∆t), i = 3, ...,m, 1 < j < i− 1;
ri−j∆t+ o(∆t), i = m+ 1, ..., i−m ≤ j < i− 1;
1 + (q0 + r0 + ip1)∆t+ o(∆t), i = 2, 3, ..., i = j;
(ipj−i+1 + qj−i)∆t+ o(∆t), i = 2, 3, ..., i < j;
o(∆t), в iнших випадках ,

де m − деяке фiксоване натуральне число, а pk, qk та rn задовольняють умови

pk ≥ 0, k 6= 1, p1 < 0,
∞∑
k=0

pk = 0,

qk ≥ 0, k 6= 0, q0 < 0,
∞∑
k=0

qk = 0,

rn ≥ 0, n = 1,m, r0 < 0,
m∑
k=0

rk = 0.
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Зазначимо, що pk (k = 0, 1, ...) − iнтенсивнiсть розмноження частинок, qk
(k = 0, 1, ...) − iнтенсивнiсть iммiграцiї частинок, а rn (n = 0,m) − iнтенсивнiсть
iммiграцiї частинок.

Введемо наступнi позначення.
Твiрну функцiю процесу µ(t) будемо позначати

F (t, s) =
∞∑
n=0

P{µ(t) = n}sn.

Також визначимо твiрнi функцiї для щiльностей перехiдних ймовiрностей
(iнтенсивностей процесiв еволюцiї, iммiграцiї та емiграцiї)

f(s) =
∞∑
n=0

pns
n, |s| ≤ 1, s ∈ C,

g(s) =
∞∑
n=0

qns
n, |s| ≤ 1, s ∈ C,

r(s) =
m∑
n=0

rns
−n, 0 < |s| ≤ 1.

Наслiдок 1 (див. [8]). Математичне сподiвання процесу µ(t) визначається
рiвнiстю

A(t) = −a1 + a2

a0

+

(
1 +

a1 + a2

a0

−
m∑
k=1

rk

k−1∑
n=0

(n− k)

t∫
0

Pµ(u, n)e−a0udu

)
ea0t. (1)

Другий момент процесу µ(t) визначається спiввiдношенням

B(t) =

(
b1 + b2

2a0

(1− e−2a0t) + (b0 + 2a1 + 2a2)

t∫
0

A(u)e−2a0udu−

−
m∑
k=1

rk

k−1∑
n=0

A2
n−k

t∫
0

Pµ(t, n)e−2a0udu

)
e2a0t.

3. Гранична теорема для математичного сподiвання гiллястого про-
цесу з мiграцiєю.

Нехай a0 = f ′(1) a1 = g′(1) 6= 0 a2 = r′(1) 6= 0 b2 = r′′(1) 6= 0.

Теорема 1. Нехай a0 < 0 та a1, a2, b2 -скiнченнi, тодi

lim
t→∞

A(t) ≤ −2a1 + 3a2 + b2

2a0

.

Доведення.
Розглянемо математичне сподiвння процесу µ(t) (1)

A(t) = −a1 + a2

a0

+

(
1 +

a1 + a2

a0

−
m∑
k=1

rk

k−1∑
n=0

(n− k)

t∫
0

P{µ(u) = n}e−a0udu

)
ea0t =
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= −a1 + a2

a0

+

(
1 +

a1 + a2

a0

−
m∑
k=1

rk

k−1∑
n=0

(n− k)

t∫
0

P{µ(u) = n}e−a0udu

)
ea0t.

Змiнивши порядок сумування отримаємо

A(t) = −a1 + a2

a0

+

(
1+

a1 + a2

a0

−
m−1∑
n=0

m∑
k=n+1

rk(n−k)

t∫
0

P{µ(u) = n}e−a0udu

)
ea0t =

= −a1 + a2

a0

+

(
1 +

a1 + a2

a0

−
m−1∑
n=0

t∫
0

P{µ(u) = n}e−a0udu

m∑
k=n+1

(n− k)rk

)
ea0t =

= −a1 + a2

a0

+

(
1+

a1 + a2

a0

−
m−1∑
n=0

t∫
0

P{µ(u) = n}e−a0udu
( m∑
k=n+1

nrk−
m∑

k=n+1

krk
))
ea0t.

Розглянемо границю при t→∞

lim
t→∞

A(t)=−a1 + a2

a0

+ lim
t→∞

(
1+

a1 + a2

a0

−
m−1∑
n=0

t∫
0

P{µ(u) = n}e−a0udu
m∑

k=n+1

(n−k)rk

)
ea0t=

= −a1 + a2

a0

+
a0 + a1 + a2

a0

lim
t→∞

ea0t− lim
t→∞

m−1∑
n=0

t∫
0

P{µ(u) = n}e−a0udu
m∑

k=n+1

(n−k)rke
a0t =

= −a1 + a2

a0

+
a0 + a1 + a2

a0

lim
t→∞

ea0t−
m−1∑
n=0

lim
t→∞

( t∫
0

P{µ(u) = n}e−a0uduea0t
) m∑
k=n+1

(n−k)rk.

Розглянемо бiльш детально

lim
t→∞

( t∫
0

P{µ(u) = n}e−a0uduea0t
)
≤ lim

t→∞

( t∫
0

e−a0uduea0t
)

=

= lim
t→∞

(e−a0t − e−a00

−a0

ea0t
)

= lim
t→∞

ea0t − 1

a0

.

Враховуючи це, отримаємо

lim
t→∞

A(t) ≤ −a1 + a2

a0

+
a0 + a1 + a2

a0

lim
t→∞

ea0t − lim
t→∞

ea0t − 1

a0

m−1∑
n=0

m∑
k=n+1

(n− k)rk =

= −a1 + a2

a0

+
a0 + a1 + a2

a0

lim
t→∞

ea0t − lim
t→∞

ea0t − 1

a0

m∑
k=1

rk

k−1∑
n=0

(n− k) =

= −a1 + a2

a0

+
a0 + a1 + a2

a0

lim
t→∞

ea0t − lim
t→∞

ea0t − 1

a0

m∑
k=1

−k − k2

2
rk =
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= −a1 + a2

a0

+
a0 + a1 + a2

a0

lim
t→∞

ea0t +
1

2
lim
t→∞

ea0t − 1

a0

m∑
k=1

(k2 − k + 2k)rk =

= −a1 + a2

a0

+
a0 + a1 + a2

a0

lim
t→∞

ea0t +
1

2
lim
t→∞

ea0t − 1

a0

(2a2 + b2) =

=
2a0 + 2a1 + 3a2 + b2

2a0

lim
t→∞

ea0t − 2a1 + 3a2 + b2

2a0

.

Звiдси випливає твердження теореми.
4. Гранична теорема для критичного гiллястого процесу з мiграцi-

єю.

Теорема 2. Нехай a0 = f ′(1) = 0, b0 = f ′′(1) > 0 a1 = g′(1) > 0 a2 = r′(1) > 0
та b0, a1, a2 − скiнченнi, то при t→∞

St(x) = P

{
2µ(t)

b1t
≤ x

}
→ S(x),

де

S(x) =


0, x < 0;

1

Γ
(

2(a1+a2)
b1

) x∫
0

y
2(a1+a2)

b1
−1
e−ydy, x ≥ 0.

Доведення.
Знайдемо вигляд характеристичної функцiї процесу F (t, e

2iτ
b1t ) та знайдемо

lim
t→∞

F (t, e
2iτ
b1t ).

Покажемо, що

lim
t→∞

t∫
0

(g(F̂ (u, e
2iτ
b1t )) + r(F̂ (u, e

2iτ
b1t )))du =

−2(a1 + a2)

b1

ln(1− iτ).

Аналогiчно, як у [9] отримаємо

lim
t→∞

t∫
0

g(F̂ (u, e
2iτ
b1t ))du =

−2a1

b1

ln(1− iτ).

Розглянемо

lim
t→∞

t∫
0

r(F̂ (u, e
2iτ
b1t ))du

та виберемо довiльне 0 < T < t. Iнтеграл представимо у виглядi

t∫
0

r(F̂ (u, e
2iτ
b1t ))du =

T∫
0

r(F̂ (u, e
2iτ
b1t ))du− a2

t∫
T

1− e
2iτ
b1t

1 + b1u
2

(1− e
2iτ
b1t )

du−

−a2

t∫
T

(
1− F̂ (u, e

2iτ
b1t )− 1− e

2iτ
b1t

1 + b1u
2

(1− e
2iτ
b1t )

)
du+
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+

t∫
T

(
r(F̂ (u, e

2iτ
b1t ))− a2(F̂ (u, e

2iτ
b1t )− 1)

)
du = I1 + I2 + I3 + I4.

Розглянемо кожен iнтеграл окремо.
При любому скiнченному T > 0 i t → ∞. Враховуючи, що |r(F̂ (u, s))| ≤

a2e
a0u|s− 1| отримаємо

|I1| =
T∫

0

|r(F̂ (u, e
2iτ
b1t ))|du ≤

T∫
0

a2|e
2iτ
b1t − 1|du ≤ 2a2|τ |T

b1t
→ 0.

Згiдно з [9] при будь-якому скiнченному T > 0 i t→∞ отримаємо, що |I3| → 0
та

I2 = −2a2

b1

t∫
T

d( b1
2

(1− e
2iτ
b1t )u)

1 + b1u
2

(1− e
2iτ
b1t )

du =

= −2a2

b1

(
ln
(
1 +

b1t

2
(1− e

2iτ
b1t )
)
− ln

(
1 +

b1T

2
(1− e

2iτ
b1t )
))

=

= −2a2

b1

ln
1 + b1t

2
(1− e

2iτ
b1t )

1 + b1T
2

(1− e
2iτ
b1t )
→ −2a2

b1

ln(1− iτ).

При |s| ≤ 1 представимо функцiю r(s) у виглядi

r(s) = a2(s− 1) + ε(s)(s− 1),

де ε(s)→ 0 при s→ 1. Звiдси випливає, що

|I4| =
t∫

T

∣∣∣∣r(F̂ (u, e
2iτ
b1t ))− a2(F̂ (u, e

2iτ
b1t )− 1)

∣∣∣∣du =

t∫
T

∣∣∣∣a2(F̂ (u, e
2iτ
b1t )− 1)+

+ε(F̂ (u, e
2iτ
b1t ))(F̂ (u, e

2iτ
b1t )− 1)− a2(F̂ (u, e

2iτ
b1t )− 1)

∣∣∣∣du ≤
≤
∣∣F̂ (u, e

2iτ
b1t )− 1

∣∣ t∫
T

ε(F̂ (u, e
2iτ
b1t ))du ≤

≤ 2τ

b1t
(t− T ) sup

T≤u≤1,|s|≤1

∣∣ε(F̂ (u, e
2iτ
b1t ))

∣∣→ 0

при t ≥ T →∞.
Отже, ми отримали що потрiбно було показати.
Розглянемо

m∑
n=0

t∫
0

P{µ(x) = n}
m∑

k=n+1

rk(1− F̂ n−k(t− x, s))e
t−x∫
0

(g(F̂ (u,s))+r(F̂ (u,s)))du
dx.
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Вiдомо, що у випадку критичного процесу при a0 = f ′(1) = 0 при скiнченному
b0 = f ′′(1) > 0 має мiсце асимптотична формула

1− F̂ (t, s) =
1− s

b1t
2

(1− s) + 1
(1 + α(t, s)),

де α(t, s)→ 0 при t→∞ рiвномiрно в | s |≤ 1.
Розглянемо

1− F̂ n−k(t− x, s) = 1−
(

1− 1− s
b1(t−x)

2
(1− s) + 1

(1 + α(t− x, s))
)n−k

=

= 1−
( b1(t−x)

2
(1− s)(1 + α(t− x, s)) + 1 + α(t− x, s)− 1 + s

b1(t−x)
2

(1− s) + 1
(1+α(t−x, s))

)n−k
=

= 1−
( b1(t−x)

2
(1− s)(1 + α(t− x, s)) + α(t− x, s) + s

b1(t−x)
2

(1− s) + 1
(1 + α(t− x, s))

)n−k
При t→∞ отримаємо, що

b1(t−x)
2

(1−s)(1+α(t−x,s))+α(t−x,s)+s
b1(t−x)

2
(1−s)+1

→ 1, а

1− F̂ n−k(t− x, s)→ 0.

Враховуючи це, ми отримаємо

lim
t→∞

m∑
n=0

t∫
0

P{µ(x) = n}
m∑

k=n+1

rk(1− F̂ n−k(t− x, s))e
t−x∫
0

(g(F̂ (u,s))+r(F̂ (u,s)))du
dx ≤

≤ lim
t→∞

m∑
n=0

t∫
0

m∑
k=n+1

rk(1− F̂ n−k(t− x, s))e
t−x∫
0

(g(F̂ (u,s))+r(F̂ (u,s)))du
dx = 0.

Зазначимо, що при t→∞ твiрна функцiя

F̂ (t, s) = 1− 1− s
b1t
2

(1− s) + 1
(1 + α(t, s))→ 1.

Таким чином, отримуємо

lim
t→∞

F (t, e
2iτ
b1t ) =

−2(a1 + a2)

b1

ln(1− iτ).

5. Висновки. У данiй статтi продовжено дослiдження однорiдного гiл-
лястого процесу з одним типом частинок з неперервним часом та мiграцiєю
(iммiграцiєю та емiграцiєю частинок) [7]. Доведено граничну теорему для ма-
тематичного сподiвання у випадку докритичного процесу та граничну теорему
для критичного гiллястого процесу.
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Prysyazhnyk K. M. Boundary theorems of branching process with migration.

A separate section of random processes studies laws of reproduction and transformation
of particles and it is the theory of branching processes. The basic mathematical assumption
distinguishes branching processes among other random processes is the transformation of
particles independently from one another. The laws of reproduction and transformation of
particles are subject to regularities, in which randomness plays a major role.

Branched processes are often used as mathematical models of different real processes, in
particular, physical, chemical, biological, genetic, demographic, environmental, economic,
technical and others. In addition, branching processes can describe the population dynam-
ics of particles of different nature, in particular, they can be photons, electrons, neutrons,
protons, atoms, molecules, cells, microorganisms, plants, animals, individuals, prices, in-
formation, etc. This list can be continued. Thus, branching processes are quite widely used
in various sciences. Since third party factors often exist, there is a need to study different
modifications of this process. Among them are branching processes with immigration, em-
igration, or a combination of two processes, namely processes with migration for the case
of discrete or continuous time.

This article investigates a homogeneous branching process with one particle type, mi-
gration, and continuous time µ(t), t ∈ [0,∞). It is assume that there is one particle in the
system at the beginning. The process is defined by transient probabilities, determined by
the intensities of particle reproduction, immigration, and emigration

The main result of the article is the boundary theorems for this process model. The
boundary theorem for mathematical expectation in the case of a subcritical process is
obtained. A boundary theorem for the critical branching process with migration and
continuous-time is also obtained.

Keywords: branching process, migration, continuous time, critical process, subcritical
process.
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