
114 С. Ю. БАБИЧ, Ю. П. ГЛУХОВ, В. Ф. ЛАЗАР

УДК 539.3
DOI https://doi.org/10.24144/2616-7700.2021.38(1).114–122

С. Ю. Бабич1, Ю. П. Глухов2, В. Ф. Лазар3

1 Iнститут механiки iм. С.П. Тимошенка НАН України,
провiдний науковий спiвробiтник,
професор, доктор технiчних наук
babich_sy@ukr.net
ORCID: https://orcid.org/0000-0003-2642-9115
2 Iнститут механiки iм. С.П. Тимошенка НАН України,
старший науковий спiвробiтник,
кандидат фiзико-математичних наук
gluchov.uriy@gmail.com
ORCID: https://orcid.org/0000-0002-6328-5993
3 Мукачiвський державний унiверситет,
доцент кафедри машинобудування, природничих дисциплiн та iнформацiйних технологiй,
кандидат технiчних наук
vflazar@gmail.com
ORCID: https://orcid.org/0000-0002-2457-571X

ДИНАМIЧНI ПРОЦЕСИ В ТIЛАХ (МАТЕРIАЛАХ) З
ПОЧАТКОВИМИ НАПРУЖЕННЯМИ. ЧАСТИНА 2. ПЛОСКI
ДИНАМIЧНI КОНТАКТНI ЗАДАЧI ДЛЯ ПIВПЛОЩИНИ З

ПОЧАТКОВИМИ НАПРУЖЕННЯМИ

Присвячується 55 рiччю математичного факультету УжНУ
В данiй статтi дослiдженi динамiчнi контактнi задачi для пiвплощини з початко-

вими напруженнями на основi введених комплексних потенцiалiв для плоских дина-
мiчних задач у випадку стисливих i нестисливих тiл з початковими напруженнями
(окремо для рiвних i нерiвних коренiв характеристичного рiвняння) одержанi пред-
ставлення напружень i перемiщень через гармонiчнi функцiї своїх аргументiв. Данi
представлення введенi коли жорсткий штамп рухається прямолiнiйно вздовж границi
пiвплощини з рiвномiрною швидкiстю. Останнє дає змогу звести дану динамiчну за-
дачу до стацiонарної в рухомiй системi координат. В результатi граничних переходiв
у випадку вiдсутностi початкових напружень одержанi комплекснi потенцiали пере-
ходять у вiдомi комплекснi потенцiали Галiна Л. А., Мусхелiшвiлi М. I. i Лехницько-
го Л. Г. Данi динамiчнi задачi зведенi до задачi Рiмана - Гiльберта. Якщо штамп руха-
ється без тертя, то з врахуванням формули Келдиша-Седова одержали явнi формули
для обчислення контактного тиску, який залежить вiд початкових напружень. Крiм
цього, в роботi розглянутi задачi про розповсюдження поверхневих хвиль вздовж пiв-
простору з початковими напруженнями. Остання задача розв’язується за допомогою
комплексних потенцiалiв. Результати повнiстю спiвпадають з тими, якi були одержанi
одним з авторiв статтi ранiше. В роботi встановленi критичнi параметри коефiцiєнтiв
подовжень для потенцiалiв Трелоара i Бортенєва-Хазановича при яких наступають
явища “резонансного характеру”. Як граничний випадок для “резонансного ефекту”
дiстаємо, що при досягненнi початковими напруженнями значень, якi вiдповiдають
поверхневiй нестiйкостi, компоненти напружено-деформованого стану прямують до
нескiнченостi. У цьому випадку тiло буде знаходитись у станi “нейтральної рiвнова-
ги ”. Тому з iнженерної точки зору ситуацiя, коли швидкiсть поверхневих хвиль Релея
у тiла з початковими напруженнями є необмеженою.

Ключовi слова: початковi напруження, характеристичнi рiвняння, пружний потен-
цiал, поверхневi хвилi, контактна задача, жорсткий штамп.
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1. Вступ. Пiдвищення надiйностi i довговiчностi iнженерних споруд i машин
є однiєю з найбiльш актуальних задач сучасного будiвництва i машинобудува-
ння. Успiшному розв’язанню її значною мiрою сприяють широкi науковi дослi-
дження в областi механiки твердого деформованого тiла, зокрема при вивченнi
проблеми передачi навантаження в конструкцiях i деталях машин. Поява нових
матерiалiв, необхiднiсть пiдвищення експлуатацiйних властивостей споруд i ма-
шин, зменшення їх ваги, збiльшення термiнiв експлуатацiї, зниження вартостi
i досягнення економiчної сумiсностi – все це залежить вiд методiв розрахунку.

По проблемах, якi вiдносяться до контактних задач для пружних, в’язко
пружних i пластичних тiл без початкових напружень на даний час одержанi
результати з широкого кола питань.

Вагомий вклад у розробку методiв розв’язання плоских i просторових кон-
тактних задач класичної (лiнiйної) теорiї пружностi внесли вiтчизнянi вченi.
Грунтовний огляд результатiв у галузi механiки контактної взаємодiї тiл без
початкових напружень наведено у монографiї за редакцiєю Л.О. Галiна «Ра-
звитие теории контактних задач в СССР» (М.:Наука, 1976.– 493 с.), а також
в багатьох працях монографiчного i навчального характеру, виданих в останнi
роки.

Число публiкацiй з механiки контактної взаємодiї неперервно зростає, що
пояснюється актуальнiстю розглядуваних проблем для iнженерної практики.
Проте сучаснi потреби iнженерної практики висунули помiж дослiдниками ряд
задач, якi вимагають використання бiльш ускладнених моделей суцiльного се-
редовища (вiдмiнних вiд класичних) iз складними фiзичними та механiчними
властивостями iз врахуванням, наприклад, таких факторiв при контактнiй вза-
ємодiї, як вплив тертя, тепловидiлення, при поверхневих властивостей матерi-
алу, жорсткуватостi та зносостiйкостi поверхнi тiла, що у свою чергу, зв’язане
з мiкромеханiкою фрикцiйної взаємодiї тощо.

2. Актуальнiсть. Одним з важливих факторiв при контактнiй взаємодiї
(разом з перерахованими) є врахування початкових (залишкових) напружень.
Однак цi питання до останнього часу майже повнiстю не розробленi. Актуаль-
нiсть таких дослiджень не викликає сумнiвiв, оскiльки початковi (залишковi)
напруження практично присутнi у всiх елементах конструкцiй. Як вiдомо по-
чатковi напруження зумовленi рiзними причинами, наприклад, технологiчними
операцiями, виконуваними при виготовленнi матерiалiв або складанням кон-
струкцiй. У випадку композицiйних матерiалiв початковi напруження, як пра-
вило, вiдповiдають напруженням уздовж армуючи елементiв. У земнiй корi
вони утворюються внаслiдок дiї гравiтацiйних сил i тектонiчних процесiв. Їх
необхiдно враховувати при розв’язаннi задач з деформацiї грунтiв (особливо
замерзлих). У пружно-пластичних тiлах також можуть бути внутрiшнi зали-
шковi напруження пiсля зняття навантажень. Початковi напруження завжди
присутнi у кровоносних судинах живих органiзмiв.

Особливу зацiкавленiсть у зв’язку з запровадженням на практицi нових шту-
чних матерiалiв, якi можуть витримувати великi початковi деформацiї, викли-
кає дослiдження динамiчних контактних задач у тiлах з початковими напруже-
ннями. Iнодi доцiльно створювати початковi напруження (залишковi i техноло-
гiчнi) для компенсацiї тих напружень, якi виникають в елементах конструкцiй,
а також для пiдвищення мiцностi характеристик конструкцiй.
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При дослiдженнi контактних задач для тiл з початковими напруженнями на
даний час склались два пiдходи: 1) дослiдження тiл з конкретною формою пру-
жного потенцiалу (Московська школа механiкiв); 2) дослiдження пружних тiл
з початковими напруженнями для довiльної структури пружного потенцiалу
в загальному виглядi для стисливих i нестисливих матерiалiв (цi дослiдження
належать авторам i становлять змiст даної роботи).

Слiд зауважити, що усi наведенi в данiй роботi результати одержанi у рам-
ках другого пiдходу, який на наш погляд має деякi переваги у порiвняннi з
першим пiдходом. Так до недавнього часу одна i таж сама контактна задача
для попередньо напружених тiл розглядалась одним автором, наприклад, для
потенцiалу Трелоара, а другим автором для потенцiалу Мунi тощо, тобто для
конкретної форми пружного потенцiалу. У данiй працi дослiдження багаточи-
сленних динамiчних задач наведенi в єдинiй загальнiй формi для стисливих i
нестисливих попередньо напружених тiл для довiльної структури пружного по-
тенцiалу. I тiльки на завершальнiй стадiї дослiджень для одержання числових
результатiв використовувались конкретнi пружнi потенцiали.

Таким чином, механiка матерiалiв i елементiв конструкцiй, геофiзика, сей-
смологiя, механiка гiрських порiд, механiка композитiв, бiомеханiка не руйную-
чi методи визначення напружень тощо – далеко не повний перелiк наукових на-
прямiв фундаментального i прикладного характеру, в яких виникли проблеми,
пов’язанi з необхiднiстю дослiдження впливу початкових (залишкових) напру-
жень або деформацiй. Виходячи iз цього, необхiдно вiдзначити важливiсть до-
слiдження початкових напружень на напружено-деформований стан в областi
контакта. Врахування початкових напружень при розрахунку вiдповiдальних
елементiв конструкцiй, машин i споруд дозволить бiльш ефективно враховувати
мiцноснi ресурси матерiалiв, правильно оцiнювати мiцнiсть i суттєво понизити
їх матерiалоємнiсть, зберiгаючи при цьому потрiбнi фундаментальнi характе-
ристики.

3. Постановка задачi. Розглядається нелiнiйно-пружне iзотропне тiло з
довiльною формою пружного потенцiалу. Викладенi нижче результати вiднося-
ться також i до ортотропного тiла, коли пружно-еквiвалентнi напрями спiвпада-
ють з напрямками координатних лiнiй вибраної системи координат. Вводяться
такi координати: xγ – лагранжевi, якi в недеформованому станi спiвпадають
з декартовими; ηγ – декартовi, якi рухаються прямолiнiйно вздовж осi 0y1 з
постiйною швидкiстю v; yγ – декартовi в початковому (деформованому) станi.
Мiж координатами введених систем при умовi, що початковий стан тiла ви-
значається перемiщеннями u0

m = δim (λi − 1)xi; λi = const, де λi – коефiцiєнти
подовження, iснує така залежнiсть

yγ = λjxj, η1 = y1 − vt, η2 = y2, γ = 1, 2, v = const. (1)

Всi величини для збурень вiднесено до розмiрiв тiла в початковому дефор-
мованому станi. У зв’язку з цим компоненти збурень Q̃nm тензора напружень
вiднесенi до розмiру площадок, за якими вони дiють; при цьому для нерiвних ко-
ренiв характеристичного рiвняння використано пiдхiд праць Лехницького С. Г.
[1], а для рiвних коренiв - працi Мусхелiшвiлi М. I. [2]. В роботi застосовується
апарат теорiї функцiй комплексної змiнної.

4. Метод розв’язку. Комплекснi потенцiали. Введемо комплекснi потен-
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цiали для плоских динамiчних задач у випадку стисливих i нестисливих тiл з
початковими напруженнями (окремо для рiвних i нерiвних коренiв характери-
стичного рiвняння), коли данi динамiчнi задачi можна звести до стацiонарних
задач у рухомiй системi координат, яка рухається прямолiнiйно з постiйною
швидкiстю.

В роботах [3-7], [10-12] окремо для рiвних i нерiвних коренiв характеристи-
чного (визначального) рiвняння побудованi представлення напружень i пере-
мiщень через комплекснi потенцiали. В результатi ряду перетворень для сти-
сливих тiл у випадку нерiвних коренiв характеристичного рiвняння знайдено
вирази для представлення напружень i перемiщень через комплекснi потенцiали
у такому виглядi:

Q̃22 = 2Re [Φ′1 (z1) + Φ′2 (z2)] ;

Q̃21 = −2Re
[
µ1γ

(1)
21 Φ′1 (z1) + µ2γ

(2)
21 Φ′2 (z2)

]
;

Q̃12 = −2Re
[
µ1γ

(1)
12 Φ′1 (z1) + µ2γ

(2)
12 Φ′2 (z2)

]
;

Q̃11 = 2Re
[
µ2

1γ
(1)
11 Φ′1 (z1) + µ2

2γ
(2)
11 Φ′2 (z2)

]
;

uk = 2Re
[
γ

(1)
k Φ1 (z1) + γ

(2)
k Φ2 (z2)

]
(k = 1, 2) .

(2)

де Φ1 (z1), Φ2 (z2) − аналiтичнi функцiї комплексної змiнної.
Аналогiчно формулам (2) мають мiсце вирази для представлень напружень

i перемiщень через комплекснi потенцiали у випадку рiвних коренiв характе-
ристичного (визначального) рiвняння [4]. Якщо в (2) зробити деякi граничнi
переходи, то для стисливих тiл одержимо наступне. Коли ν = 0, то прийдемо
до представлень типу (2) для стисливих плоских задач стисливих тiл з по-
чатковими напруженнями. При цьому здiйснюється граничний перехiд у всiх
виразах, в тому числi при визначеннi комплексних параметрiв, коефiцiєнтiв i
комплексних потенцiалiв. Без початкових напружень, поклавши S0

11 ≡ S0
22 ≡

0, дiстанемо результати, отриманi Галiним Л. А. [8]. Якщо до останньої умо-
ви додатково приєднати умову ν = 0, то пiсля введення складових тензора
$ для лiнiйно-пружного ортотропного тiла дiстанемо комплекснi потенцiали
Лехницького С. Г. [1]. Аналогiчно вводяться комплекснi потенцiали для нести-
сливих попередньо напружених тiл окремо для нерiвних i рiвних коренiв хара-
ктеристичного рiвняння. Таким чином, напруження i перемiщення для стисли-
вих i нестисливих тiл представленi в єдинiй загальнiй формi через комплекснi
потенцiали окремо для нерiвних i рiвних коренiв характеристичного рiвнян-
ня. Введенi комплекснi зображення мiстять у собi ряд вiдомих результатiв, якi
є наслiдком граничних переходiв. Крiм цього, введенi зображення через ком-
плекснi потенцiали дають можливiсть дiстати точнi розв’язки тих класiв задач
для тiл з початковими напруженнями, якi розв’язанi для пружних тiл в рамках
класичної теорiї пружностi (у випадку вiдсутностi початкових напружень).

У роботi для тiл з початковими напруженнями вказано методи побудови
точних розв’язкiв динамiчних задач на основi комплексних потенцiалiв, одер-
жаних для вiдповiдних статичних задач. Насамперед встановлено, що iз порiв-
няння вiдповiдних виразiв для динамiчних задач стисливих тiл i виразiв для
нестисливих тiл випливає, що зображення напружень i перемiщень через ком-
плекснi потенцiали мають однакову структуру. Вiдрiзняються тiльки формули
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для визначення коефiцiєнтiв γ(j)
nm, γ(j)

k . Отже, можна проводити розв’язання у
загальнiй формi для стисливих i нестисливих тiл. Iз встановленого вище порiв-
няння комплексних зображень напружень i перемiщень через комплекснi потен-
цiали Φ1 (z1) ,Φ2 (z2) для нерiвних коренiв характеристичного рiвняння i через
потенцiали ϕ1 (z1) , ϕ2 (z2) або ψ (z1) ,Φ (z1) для рiвних коренiв однаковими фор-
мулами як для статичних, так i для динамiчних задач. Вiдрiзняються тiльки
формули для визначення напружень Q̃12, оскiльки для статичних задач γ(j)

12 = 1

при нерiвних i γ(1)
12 = 1 при рiвних коренях. При цьому для статичних i динамi-

чних задач вiдрiзняються вирази для знаходження комплексних параметрiв µj,
якi входять у комплекснi змiннi zj i вирази для знаходження Bj, B(j), B, γ(j)

nm i
γ

(j)
k

Наскiльки згаданий вище метод комплексних потенцiалiв є ефективним i
придатним до розв’язання динамiчних задач розглядуваного класу, показано
спочатку на прикладi задачi про поширення поверхневих хвиль Релея на пiв-
площинi y2 < 0 з початковими напруженнями (така задача, уже розв’язана
iншим методом). Швидкiсть поверхневої хвилi v вважаємо невiдомою i для її
визначення треба мати вiдповiднi рiвняння. Дослiдження виконано в загальнiй
формi для стисливих и нестисливих тiл окремо при нерiвних i рiвних коренях
характеристичного (основного) рiвняння. Рiвняння для знаходження швидко-
стi побудовано за умови iснування вiдмiнних вiд нуля у пiвплощинi компле-
ксних потенцiалiв, якi забезпечують виконання умов рiвностi нулю напружень
на границi пiвплощини при y2 = 0. Для нерiвних коренiв на границi пiвплощини
дiстанемо граничнi умови

Q̃22 = 2Re [Φ′1 (z1) + Φ′2 (z2)] = 0;

Q̃21 = −2Re
[
µ1γ

(1)
21 Φ′1 (z1) + µ2γ

(2)
21 Φ′2 (z2)

]
= 0. (3)

Система однорiдних рiвнянь (3) вiдносно невiдомих Φ′1 i Φ′2 має нетривiальний
розв’язок, коли визначник другого порядку дорiвнює нулю, тобто∣∣∣∣ 1

µ1γ
(1)
21

1

µ2γ
(2)
21

∣∣∣∣ = 0. (4)

Отже, з умови iснування ненульових розв’язкiв системи (3), тобто з (4), одер-
жано рiвняння для визначення швидкостi хвиль Релея у виглядi

µ2γ
(2)
21 − µ1γ

(1)
21 = 0. (5)

Зауважимо, що рiвняння (5) вiдповiдає поверхневiй нестiйкостi пiвплощини з
початковими напруженнями. Для рiвних коренiв одержано аналогiчне рiвняння
у формi

γ
(2)
21 − µ1γ

(1)
21 γ

(2)
21 = 0. (6)

Конкретнi числовi результати в роботi одержанi для потенцiалу Трелоара (не-
стисливi тiла). Також як приклад застосування комплексних потенцiалiв у ро-
ботi розглянута плоска задача про жорсткий штамп, який рухається з тертям
вздовж границi η2 ≤ 0 нижньої пiвплощини (η2 ≤ 0) з початковими напруження-
ми. Розглянуто такi динамiчнi контактнi задачi, якi зводяться до стацiонарних
задач у рухомiй системi координат. Це має мiсце тiльки тодi, коли швидкiсть
руху штампу менша за швидкiсть поширення у тiлi пружних хвиль (поздовжнiх
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i поперечних). Останнє вiдповiдає тому, що вихiдне рiвняння буде елiптично-
го типу, i аналогiї мiж явищами, якi виникають при дiї нерухомого i рухомого
штампiв у пiвплощинi з початковими напруженнями, матимуть мiсце тiльки у
цьому випадку. Також цiлком зрозумiло, що рух штампу iз надзвуковою швидкi-
стю на практицi зустрiчається рiдко. При розв’язуваннi даної контактної задачi
використанi побудованi комплекснi потенцiали. Задача зведена до вiдомої задачi
Рiмана-Гiльберта. В результатi звичайної процедури дана динамiчна контактна
задача звелась до знаходження аналiтичної функцiї w1 (z), через яку обчислю-
ється контактний тиск. Таким чином, для визначення функцiї w1 (z) одержано
таку ж змiшану задачу, як i у випадку вiдповiдної контактної динамiчної задачi
для анiзотропної пiвплощини без початкових напружень (Лехницький С.Г.), а
також таку крайову задачу (з врахуванням сил тертя), як i у випадку рухомого
штампу, який рухається вздовж границi iзотропної пiвплощини без початкових
напружень. Якщо штамп рухається без тертя (k = 0), то застосовуючи форму-
лу Келдиша-Седова [9] для аналiтичної функцiї w1 (z) в роботi [10] одержано
явну формулу. В роботi для конкретних пружних потенцiалiв встановлено за-
лежнiсть контактного тиску вiд величини початкових напружень.

З фiзичної точки зору цiкавим є випадок, коли швидкiсть руху штампу (на-
вантажень) збiгається з швидкiстю хвиль Релея у пружному тiлi з початковими
напруженнями. У роботi розглянуто деякi питання, якi пов’язанi з поверхневи-
ми явищами для динамiчної контактної задачi для пiвплощини з початковими
напруженнями.

З виразiв для аналiтичних функцiй Φj (zj) випливає, що комплекснi потен-
цiали, якi є точними розв’язками першої основної динамiчної задачi для пiвпло-
щини з початковими напруженнями, перетворюються у нескiнченнiсть, а отже
у нескiнченнiсть перетворюються компоненти напружено-деформованого стану,
обчисленi за комплексними потенцiалами, коли мають мiсце рiвняння (5) i (6).

Таким чином, рiвняння (5) (для нерiвних коренiв характеристичного рiв-
няння) i рiвняння (6) (для рiвних коренiв) є дисперсiйними рiвняннями для
визначення швидкостей поширення поверхневих хвиль Релея вздовж границi
пiвплощини з початковими напруженнями. Отже, коли швидкiсть руху штампу
наближається до швидкостi поверхневих хвиль Релея у тiлах з початковими на-
пруженнями вздовж плоскої границi виникають своєрiднi явища «резонансно-
го характеру», якi пов’язанi з необмеженим зростанням напружень у пружному
тiлi. Слiд зауважити, що аналогiчнi явища виникають i у класичнiй лiнiйнiй те-
орiї пружностi, коли швидкiсть руху штампу наближається до швидкостi хвиль
Релея у матерiалi без початкових напружень. Необхiдно зазначити, що в остан-
ньому випадку швидкiсть хвиль Релея – величина постiйна для даного мате-
рiалу, тобто iснує тiльки одна критична швидкiсть руху. Оскiльки швидкiсть
поверхневих хвиль Релея неперервно залежить вiд початкових напружень, то
для кожного випадку попереднього навантаження необхiдно обчислити швид-
кiсть поверхневих хвиль; таким чином дiстанемо неперервний спектр критичних
швидкостей руху. Як граничний випадок для «резонансного ефекту» дiстає-
мо, що при досягненнi початковими напруженнями значень, якi вiдповiдають
поверхневiй нестiйкостi, компоненти напружено-деформованого стану пряму-
ють до нескiнченностi. Одержаний результат не повинен викликати сумнiвiв,
оскiльки при досягненнi початковим станом значень, якi вiдповiдають поверх-
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невiй нестiйкостi, тiло буде знаходитись у станi «нейтральної рiвноваги». Тому
з iнженерної точки зору ситуацiя, коли швидкiсть руху штампу наближається
до швидкостi поверхневих хвиль Релея у тiлах з початковими напруженнями, є
небажаною. На основi комплексних потенцiалiв (як i випадку статики) можна
знайти точнi розв’язки основних динамiчних плоских задач (першої, другої i
змiшаної) для пiвплощини з початковими напруженнями [11-15].

5. Висновки. Таким чином, в данiй роботi побудованi комплекснi потен-
цiали плоских динамiчних задач для тiл з початковими напруженнями. В ре-
зультатi напруження i перемiщення зображенi через гармонiчнi функцiї сво-
їх аргументiв. Комплекснi потенцiали введенi у єдинiй формi для стисливих i
нестисливих тiл для потенцiалiв довiльної структури окремо для рiвних i не-
рiвних коренiв характеристичного рiвняння. На основi введених комплексних
потенцiалiв розв’язанi конкретнi задачi для рухомих штампiв у випадку пря-
молiнiйного руху з постiйною швидкiстю. За допомогою формули Келдиша –
Седова одержанi явнi формули для обчислення контактного тиску. Також ме-
тодом комплексних потенцiалiв в дослiдженнi плоских при розповсюдженнi по-
верхневих хвиль Релея вздовж пiвпростору з початковими напруженнями. На
основi чисельних дослiджень одержанi кiлькiснi i якiснi результати впливу по-
чаткових напружень на фазову швидкiсть поверхневої хвилi Релея i на основi
характеристики контактної взаємодiї [11-17]. У випадку вiдсутностi початкових
напружень одержанi результати спiвпадають з класичними. Також важливим
в роботi є те, що встановленi явища “резонансного характеру” для конкретних
пружних потенцiалiв.
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Babych S. Yu., Hlukhov Yu. P., Lazar V. F. Dynamic processes in bodies
(materials) with initial stress. Part 2. Flat dynamic contact problems for a half-plane
with initial stresses.

The dynamic contact problems for a half-plane with initial stresses on the basis of
introduced complex potentials for plane dynamic problems in the case of compressible
and incompressible bodies with initial stresses (separately for equal and unequal roots of a
characteristic equation), the obtained representations of stresses and displacements through
the harmonic functions of their arguments have been investigated in the article. These
representations are introduced when the load is applied through a rigid stamp and moves
rectilinearly along the boundary of the half-plane at a uniform velocity. The latter makes it
possible to reduce this dynamic problem to a stationary one in a moving coordinate system.
As a result of boundary transitions in the absence of initial stresses, the obtained complex
potentials pass into the known complex potentials Galin L.A, Muskhelishvili M.I. and
Lekhnytsky L.G. These dynamic problems are reduced to the Riemann-Hilbert problem.
If the stamp moves without friction, then taking into account the Keldysh-Sedov formula we
obtain explicit formulas for calculating the contact pressure, which depends on the initial
stresses. Additionally, the problems of propagation of surface waves along a half-plane with
initial stresses have also been considered in the article. The latter problem is solved with
the help of complex potentials. The results are exactly the same as those obtained earlier
by one of the authors of the article. The critical parameters of elongation coefficients for
Treloir and Bortnev-Khazanovich potentials at which “resonant nature” phenomena occur
have been established in the article.

As a limiting case for the “resonance effect”, we get that when the initial stresses reach
values corresponding to the surface instability, the components of the stress-strain state go
to infinity. In this case, the body will be in a state of "neutral equilibrium". Thus, the
Rayleigh surface waves in bodies with initial stresses are unlimited.

Keywords: Initial stresses, characteristic equations, elastic potential, surface waves, con-
tact problem, rigid stamp.
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