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СТРУКТУРА СИГНАТУРНОГО КУБУ БУЛЕВИХ АЛГЕБР

Дана робота є продовженням дослiджень, розпочатих в [1], у яких теорiя буле-
вих функцiй розглядається з точки зору унiверсальних алгебр. У цiй роботi описано
клас функцiонально неповних алгебр, проведено дослiдження основних типiв алгебр
i розташування їх по ярусах сигнатурного кубу. У даних дослiдженнях унiверсальнi
булевi алгебри утворюють 11-мiрний сигнатурний куб, до складу якого входять 2048
алгебр. Запропоновано нумерацiю (кодифiкацiю) цих алгебр. Вводиться поняття сумi-
жних, граничних, внутрiшнiх класiв функцiонально повних i функцiонально неповних
алгебр.

Булевi алгебри дослiджуваного класу M подiляють на чотири пiдкласи: клас вну-
трiшнiх функцiонально неповних алгебр, клас граничних функцiонально неповних ал-
гебр, клас граничних функцiонально повних алгебр, клас внутрiшнiх функцiонально
повних алгебр. У данiй роботi пропонується алгоритм знаходження граничних фун-
кцiонально повних алгебр на основi розширення сигнатури функцiонально неповних
алгебр булевими операцiями. Побудованi пiдкласи граничних алгебр для кожної з оди-
надцяти операцiй. Вказано iзоморфiзм графiв деяких класiв граничних алгебр. На
основi об’єднання графiв отримали Ω-граф граничних функцiонально повних алгебр.

Ключовi слова: сигнатурний куб, граничнi алгебри.

1. Вступ. У роботi продовжується дослiдження структури булевих алгебр,
описаних в [1]. Клас булевих алгебр M включає в себе всi алгебри, у сигнатури
яких входять операцiї з множини Q = {0, 1,¬,∧,∨,⊕,⇒,⇐,⇔, ↑, |}. Оскiльки
|M | = 211, то виникає проблема нумерацiї (кодифiкацiї) булевих алгебр. Для
того, щоб задати булеву алгебру U = 〈A, Ω〉 досить вказати всi операцiї, якi
входять в сигнатуру Ω. Кожнiй сигнатурi алгебри U можна поставити у вiдпо-
вiднiсть булевий вектор – код сигнатури, який у свою чергу може бути заданий
натуральним числом, яке будемо називати кодом алгебри. Оскiльки алгебри
можуть мати рiзну нумерацiю, то в роботах, крiм сигнатурного коду алгебри
наводять булевий код сигнатури або номер алгебри. Наприклад, сигнатурному
коду Ω = {¬,∨,⇔} у класi алгебр, що використовує першi дев’ять операцiй з Q
(фiксованим порядком операцiй) буде поставлено у вiдповiднiсть булевий код
(0, 0, 1, 0, 1, 0, 0, 0, 1). Якщо ця алгебра закодована числом 148 = 22 + 24 + 27,
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то при кодуваннi використано прямий код, якщо числом 41 = 20 + 23 + 25− то
зворотнiй. У данiй роботi використовується зворотнiй код.

Означення 1. Алгебри U1 = 〈A, Ω1〉, U2 = 〈A, Ω2〉 називаються сумiжни-
ми, якщо iснує ребро, яке з’єднує цi алгебри.

Сумiжнi алгебри U1 i U2 в Ω-кубi вiдрiзняються тiльки однiєю операцiєю,
тобто |Ω1 ∪ Ω2 − Ω1 ∩ Ω2| = 1. Сумiжнi алгебри знаходяться у сусiднiх ярусах
Ω-кубу.

Означення 2. Алгебра U = 〈A, Ω〉 називається граничною, якщо вона мi-
стить сумiжнi функцiонально повнi та функцiонально неповнi алгебри.

Означення 3. Алгебра U = 〈A, Ω〉 називається внутрiшньою, якщо всi її
сумiжнi алгебри є функцiонально повними або функцiонально неповними.

Означення 4. Функцiонально неповна алгебра називається передповною,
якщо довiльне розширення її сигнатури перетворює цю алгебру у функцiональ-
но повну.

Булевi алгебри класу M подiляються на чотири пiдкласи: M1−клас вну-
трiшнiх функцiонально неповних алгебр; M2−клас граничних функцiонально
неповних алгебр;M3− клас граничних функцiонально повних алгебр;M4− клас
внутрiшнiх функцiонально повних алгебр [1].

На рис. 1 наведено граф функцiонально неповних алгебр.

Твердження 1. Всi функцiонально неповнi алгебри в класiM є граничними
i утворюють Ω-граф.

Твердження доведено в [1].

Твердження 2. Функцiонально повна алгебра буде граничною тодi i тiль-
ки тодi, коли iснує операцiя, яка входить до складу всiх базисiв цiєї алгебри.

Рис. 1. Граф функцiонально неповних алгебр

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика
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2. Основнi результати. Розiб’ємо множину граничних функцiонально
повних алгебрM3 на пiдкласиM3 = M1

3∪M2
3∪...∪M9

3∪M10
3 ∪M11

3 , деM i
3, i = 1, 11

– множина всiх граничних функцiонально повних алгебр, якi мають сумiжнi
ребра, що з’єднують їх з алгебрами класу M2. Кожне сумiжне ребро вiдповiдає
i-й операцiї вказанiй в множинi Q. Це означає, що в сигнатуру алгебр класу M i

3

входить i-ва операцiя, а в сигнатури вiдповiдних сумiжних алгебр ця операцiя
не входить. Позначимо через M+i

2 – клас функцiонально неповних алгебр, в
сигнатуру яких входить i-ва операцiя, M−i

2 – клас алгебр, якi отримують з M i
2

усуненням з сигнатури i-ої операцiї, тодi отримаємо

M i
2 = M2 −

(
M+i

2 ∪M−i
2

)
. (1)

Клас алгебр M i
3 можна отримати з M i

2 розширенням сигнатури i-вою опе-
рацiєю. Якщо сигнатуру всiх алгебр M2 розширити i-вою операцiєю, то алге-
бри M+i

2 i M−i
2 залишаються функцiонально неповними, а решта алгебр пе-

рейдуть за допомогою ребра, що вiдповiдає i-й операцiї, у клас функцiональ-
но повних. З того, що |M2| = 88 i

∣∣M+i
2

∣∣=∣∣M−i
2

∣∣, то з формули (1) отримуємо
|M i

2| = 88− 2
∣∣M+i

2

∣∣. На основi останньої формули отримуємо таблицю 1, у якiй
вказано кiлькiсть алгебр, у сигнатуру яких входить i-ва операцiя.

Таблиця 1.

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
M+i

2 33 33 16 32 32 30 16 16 30 0 0
M i

2 22 22 56 24 24 28 56 56 28 88 88

Означення 5. Два графи G i H називаються iзоморфними, якщо мiж їх
вершинами можна установити таку бiєкцiю f , що двi вершини u, v графа G
сумiжнi тодi i тiльки тодi, коли f(u) i f(v) сумiжнi вершини у графi H.

Задача розпiзнавання iзоморфiзмiв графiв вiдноситься до класу NP - пов-
них. У роботi [4] стверджувалось, що «пошуки окремих критерiїв та ознак iзо-
морфiзмiв для графiв того чи iншого класу можуть бути дуже важкими i не
завжди успiшними». Сучаснi роботи по теорiї графiв [5] пiдтверджують, що
проблему iзоморфiзму графiв не вдалося вирiшити.

Позначимо через Gi − Ω-граф, який вiдповiдає класу граничних функцiо-
нально повних алгебрM i

2. Для кожного класуM i
2 побудовано сигнатурнi графи

G1 −G9, наведенi на рис. 2 – 6.

Твердження 3. Iзоморфними є Ω-графи: G1
∼= G2, G4

∼= G5, G6
∼= G9,

G7
∼= G8, G10

∼= G11.
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Рис. 2. Графи G1 та G2 класу граничних алгебр M1
2 i M2

2

Рис. 3. Граф G3 класу граничних алгебр M3
2

Рис. 4. Графи G4 i G5 класу граничних алгебр M4
2 i M5

2

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика
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Рис. 5. Графи G6 i G9 класу граничних алгебр M6
2 i M9

2

Рис. 6. Графи G7 i G8 класу граничних алгебр M7
2 i M8

2 .

Графи G1 − G9 об’єднанi в один сигнатурний граф, який зображений на
рис. 7.

Рис. 7. Ω-граф граничних функцiональних алгебр M i
2.
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Iзоморфiзм сигнатурних графiв Gi, i = 1, 9 доводиться за допомогою бiєкцiї
вершин, заданих таблицями 2 - 5:

Таблиця 2.

m=1 260 273 289 261 276 292 388 277 293 305 308 389 401
m =2 130 152 168 138 146 162 386 154 170 178 184 394 402
m=1 404 417 420 309 405 421 433 436 437
m=2 408 418 424 186 410 426 434 440 442

Таблиця 3.

m=4 96 41 97 104 168 224 289 352 105 169 225 232 297 353 360
m=5 80 25 88 81 152 208 273 336 89 153 209 216 281 337 344
m=4 417 424 480 233 361 425 481 488 489
m=5 401 408 464 217 345 409 465 472 473

Таблиця 4.

m=6 12 25 41 152 168 13 28 44 140 29 45 57 60 141 153
m=9 3 25 41 273 289 11 19 35 259 27 43 57 54 267 275
m=6 156 169 172 184 408 424 61 157 173 185 188 440 189
m=9 281 291 297 305 401 424 59 283 299 307 313 443 315

Таблиця 5.

m=7 6 13 38 140 268 388 60 204 284 325 404 205 316 453
m=8 6 11 35 138 131 386 54 202 150 323 402 203 182 451
m=7 12 14 44 196 276 30 77 269 294 332 420 286 333 460
m=8 3 7 38 332 146 29 75 267 163 330 418 151 331 458
m=7 68 22 69 261 292 46 141 270 300 389 452 302 397 318
m=8 66 19 67 279 169 39 139 163 166 387 450 167 395 183
m=7 260 28 76 262 324 54 197 278 308 396 62 310 436 461
m=8 30 22 74 134 194 51 195 166 178 394 55 179 434 459

Означення 6. Алгебра U = 〈A, Ω〉 називається насиченою в класi K, якщо
в результатi довiльного розширення сигнатури отримуємо алгебру, яка не
належить K.

На основi Ω-графiв Gi, i = 1, 9 побудована таблиця 6, що вказує кiлькiсть
канонiчних, насичених i вiльних алгебр в класах M i

2.

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика
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Таблиця 6.

M i
2 M1

2 M2
2 M3

2 M4
2 M5

2 M6
2 M7

2 M8
2 M9

2

Код
канонiчних
алгебр

130,
152,
168

260,
273,
289

66,68,
80,96

96,41,
168,
189

25,80,
152,
273

12,35,
41,152,
168

3,4,25,
273,
289

6,12,
68,
260

36,
66
130

К-сть
канонiчних

3 3 4 4 4 5 5 4 4

Код
насичених
алгебр

442 437 245,
378,
496

489 473 189,
440

315,
433

318,
461,
436

183,
459,
434

К-сть
насичених

1 1 3 1 1 2 2 3 3

К-сть вiльних
алгебр

18 18 49 19 19 21 49 49 21

К-сть алгебр
в M i

2

22 22 56 24 24 28 56 56 28

З рисунка 7 отримуємо, що Ω-граф G класу граничних алгебр M2 включає
двiстi дев’ятнадцять вершин; п’ятнадцять вершин, якi вiдповiдають канонiчним
алгебрам з номерами 3, 6, 12, 66, 68, 80, 96, 130, 260, 25, 41, 152, 168, 273,
289; дванадцять вершин, якi вiдповiдають граничним алгебрам з номерами 183,
189,245, 315, 318, 378, 437, 442, 459.

Розглянемо класи алгебр M1−10
2 , M1−10, 11

2 , M1−11
2 , якi отримали з M1−9

2 роз-
ширенням їх сигнатур вiдповiдно операцiями Шеффера (10) та Вебба (11). Зро-
зумiло, що M1−9, 10

3 , M1−9, 11
3 − класи граничних алгебр, а M10−11

3 − клас вну-
трiшнiх функцiонально повних алгебр. Якщо G2, G

10
2 , G

11
2 , G

10−11
2 – Ω-графи

вiдповiдних класiв M2, M
1−10
2 , M1−10, 11

2 , G1−11
2 , то легко бачити, що цi графи

iзоморфнi, а їх об’єднання утворює Ω-граф, який схематично можна зобразити
у виглядi

Рис. 8. Ω-граф класiв алгебр M2, M
1−10
2 , M1−10, 11

2 , G1−11
2 .

Iз побуваного Ω-графа, наведеного на рисунку 7, отримаємо справедливiсть
теорем.

Теорема 1. У класi Mвiдсутнi внутрiшнi функцiонально неповнi алгебри.

Теорема 2. Множина булевих алгебр Mскладається з 88 граничних фун-
кцiонально неповних алгебр; 395 граничних функцiонально повних алгебр; 1565
внутрiшнiх функцiонально повних алгебр.
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3. Висновки. У данiй роботi проведенi дослiдження структури граничних
функцiонально повних алгебр класу M3. Для кожного пiдкласу граничних ал-
гебр побудованi сигнатурнi графи Gi, i = 1, 9, i на їх основi встановлено поту-
жностi канонiчних, насичених та вiльних алгебр. Доведено iзоморфiзм графiв
Gi, i = 1, 9, якi об’єднанi в Ω-граф граничних функцiональнио повних алгебр.
Сформульованi i доведенi теореми про число граничних функцiонально непов-
них алгебр, граничних функцiонально повних алгебр та внутрiшнiх функцiо-
нально повних алгебр.
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Mych I. A., Nykolenko V. V., Vartsaba O. V. Structure of signature cube of
boolean algebra.

This paper is a continuation of the research distributed in [1], the theory of Boolean
functions is considered from the point of view of universal algebras. This paper describes
a class of functionally incomplete algebras, studies the main types of algebras and their
location on the tiers of the signature cube. In the data of researches of universal Boolean
algebras the 11-dimensional signal cube according to which 2048 algebras enter is created.
Codification of these algebras has been offered. The notion of adjacent, boundary, and in-
ternal classes of functionally superficial and functionally incomplete algebras is introduced.

Boolean algebras of the class M are divided into four subclasses: a class of internal
functionally incomplete algebras, a class of boundary functionally incomplete algebras, a
class of boundary functionally superficial algebras, a class of internal functionally com-
plete algebras. In this paper, an algorithm is proposed for finding boundary functionally
complete algebras based on the expansion of signals of functionally incomplete algebras by
Boolean operations. Subclasses of boundary algebras have been constructed for each of the
eleven operations. The isomorphism of graphs of some classes of boundary algebras has
been indicated. Ω-graph of boundary functionally complete algebras was obtained on the
basis of combining graphs.

Keywords: signature cube, boundary algebras.
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