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ГРАНИЧНА ТЕОРЕМА ДЛЯ ТОЧКОВИХ ПРОЦЕСIВ,
ПОВ’ЯЗАНИХ З УЗАГАЛЬНЕНОЮ ЗАДАЧЕЮ ПРО ДНI

НАРОДЖЕННЯ

У роботi доведено граничну теорему для послiдовностi точкових процесiв, якi опи-
сують моменти (𝑟 + 1)-х надходжень рiзних типiв з загальної кiлькостi в 𝑛 типiв в
узагальненiй задачi про днi народження. Класична задача про днi народження, вiдо-
ма з популярної лiтератури, вiдповiдає параметрам 𝑟 = 1 (достатньо одного збiгу) та
𝑛 = 365 (кiлькiсть днiв у невисокосному роцi). Доведення базується на застосуваннi
технiки пуассонiзацiї/депуассонiзацiї. Цей результат далi використовується для про-
стого доведення деяких класичних граничних теорем у задачi про днi народження,
якi фактично описують асимптотичну поведiнку рiзних змiстовних функцiоналiв вiд
побудованих процесiв.

Ключовi слова: задача про днi народження, точковий процес, гранична теорема,
груба збiжнiсть, процес Пуассона, пуассонiзацiя, депуассонiзацiя, теорема про непе-
рервне вiдображення.

1. Вступ. Задача про днi народження, яка є однiєю з класичних та найпо-
пулярнiших задач комбiнаторної теорiї ймовiрностей, була вперше розглянута
Р. фон Мiзесом у 1939 р. Наведемо одне з її численних формулювань у виглядi,
зручному для подальших узагальнень.

Розглянемо достатньо велику множину людей, якi в послiдовнi цiлi момен-
ти часу один за одним заходять до кiмнати. Позначимо через 𝑇 (365)

1 випадковий
момент часу, коли до кiмнати вперше зайшла людина, день народження якої
збiгається з днем народження когось з уже присутнiх. Тут верхнiй iндекс пока-
зує загальну кiлькiсть рiзних можливих днiв народження (всi роки вважаються
невисокосними), а нижнiй означає, що достатньо збiгу з днем народження лише
одного з присутнiх.

У природний спосiб узагальнюючи це формулювання, розглянемо таку за-
дачу. Нехай у послiдовнi цiлi моменти часу до спостерiгача один за одним над-
ходять об’єкти, кожен з яких з iмовiрнiстю 1

𝑛
незалежно вiд iнших належить

до одного з 𝑛 типiв. Будемо позначати через 𝑇 (𝑛)
𝑟 перший момент часу, коли

деякий з типiв з’явився в (𝑟 + 1)-й раз. Зокрема, 𝑇 (𝑛)
0 = 1, а 𝑇 (365)

1 вiдповiдає
iнтерпретацiї, наведенiй у попередньому абзацi.
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У цiй роботi ми пропонуємо дещо нетрадицiйний пiдхiд, що дозволяє легко
отримувати граничнi теореми для випадкових величин 𝑇 (𝑛)

𝑟 та їх узагальнень.
Вiн базується на основному результатi роботи — граничнiй теоремi для послi-
довностi точкових процесiв

(︀
𝜉
(𝑛)
𝑟 , 𝑛 ≥ 1

)︀
, що описують моменти (𝑟+ 1)-х надхо-

джень усiх 𝑛 типiв. Пiд збiжнiстю точкових процесiв ми традицiйно розумiємо
їх збiжнiсть за розподiлом у грубiй топологiї, заданiй на просторi локально скiн-
ченних точкових мiр. Вiдомо (див., наприклад, теорему 4.20 у монографiї [1]),
що ця збiжнiсть еквiвалентна збiжностi вiдповiдних лiчильних процесiв у 𝐽1-
топологiї Скорохода.

У нещодавнiх роботах [2] та [3] розглядалося питання про збiжнiсть точкових
процесiв у iншiй класичнiй задачi — задачi збирача купонiв. В цiй статтi ми
будемо застосовувати iдеї пуассонiзацiї та депуассонiзацiї схожi до тих, що були
використанi в [3].

2. Огляд деяких попереднiх результатiв. Явним формулам для чи-
слових характеристик випадкових величин 𝑇 (𝑛)

𝑟 та їх подальших узагальнень,
а також граничним теоремам для таких величин присвячено безлiч робiт. На-
приклад, з майже очевидного зображення

E𝑇 (𝑛)
1 =

𝑛+1∑︁
𝑘=1

P
{︀
𝑇

(𝑛)
1 ≥ 𝑘

}︀
=

= 1 +
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑛(𝑛− 1) · · · (𝑛− 𝑘 + 1)

𝑛𝑘
=

∫︁ ∞

0

e−𝑡
(︁
1 +

𝑡

𝑛

)︁𝑛
d𝑡

(1)

та результатiв роботи [4] про асимптотичну поведiнку 𝑄-функцiї Рамануджа-
на (яка якраз i задається другою сумою в (1)) випливають рiзноманiтнi до-
сить точнi оцiнки величини E𝑇 (𝑛)

1 . Ми наведемо тут для повноти викладен-
ня лише початок класичного асимптотичного розкладу Рамануджана-Ватсона-
Кнута, який в наших позначеннях може бути записаний у виглядi

E𝑇 (𝑛)
1 =

√︂
𝜋𝑛

2
+

2

3
+

1

12

√︂
𝜋

2𝑛
− 4

135𝑛
+ . . .

Вiдповiднi посилання можна знайти в бiблiографiї до процитованої роботи [4].
Зауважимо також, що при 𝑛 = 365, тобто для класичної задачi про днi наро-
дження, E𝑇 (365)

1 ≈ 24.62. Це трохи вiдрiзняється вiд медiанного значення 23,
вiдомого з популярної лiтератури.

Аналог формули (1) для довiльного 𝑟 ≥ 1 був отриманий в роботi [5]:

E𝑇 (𝑛)
𝑟 =

∫︁ ∞

0

e−𝑡
[︁
𝑆𝑟

(︁ 𝑡
𝑛

)︁]︁𝑛
d𝑡,

де позначено 𝑆𝑟(𝑡) =
∑︀𝑟

𝑗=0
𝑥𝑗

𝑗!
. На його основi в цiй роботi також було одержано

асимптотичну формулу

E𝑇 (𝑛)
𝑟 ∼ 𝑟+1

√︀
(𝑟 + 1)! Γ

(︁𝑟 + 2

𝑟 + 1

)︁
𝑛

𝑟
𝑟+1 , 𝑛→ ∞.

З результатiв статтi [6] (див. також [7]), зокрема, випливає гранична теорема
для 𝑇 (𝑛)

𝑟 :

lim
𝑛→∞

P{𝑛− 𝑟
𝑟+1𝑇 (𝑛)

𝑟 ≤ 𝑥} = 1− e−
𝑥𝑟+1

(𝑟+1)! , 𝑥 ≥ 0. (2)
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Отже, граничним є розподiл Вейбула зi щiльнiстю 𝑥𝑟

𝑟!
e−

𝑥𝑟+1

(𝑟+1)! · 1{𝑥 ≥ 0}. Бага-
то iнших граничних теорем для спорiднених випадкових величин та процесiв
можна знайти у класичнiй монографiї [8], а також у численних журнальних пу-
блiкацiях. Вiдзначимо, зокрема, роботи [7] та [9]. В першiй з них запропоновано
потужний метод вкладення в процес Пуассона, який ми будемо використову-
вати в цiй роботi, а у другiй за допомогою цього ж методу, зокрема, розгляну-
то схожу задачу з випадковими ймовiрностями належностi об’єктiв до рiзних
типiв. Зауважимо також, що в порiвняно нещодавнiй статтi [10] розглядалися
граничнi теореми для моментiв досягнення сумарної кiлькостi в 𝑟 збiгiв серед
усiх об’єктiв, що надiйшли до цього часу.

Як було вiдзначено у вступi, основним результатом цiєї роботи є гранична
теорема для послiдовностi точкових процесiв

(︀
𝜉
(𝑛)
𝑟 , 𝑛 ≥ 1

)︀
, що описують момен-

ти (𝑟+1)-х надходжень рiзних типiв. З цього факту за допомогою теореми про
неперервне вiдображення можна легко отримувати граничнi результати для рi-
зноманiтних функцiоналiв вiд процесiв 𝜉(𝑛)𝑟 , наприклад, такi, як формула (2) та
її узагальнення.

3. Основний результат. Для фiксованих 𝑟, 𝑛 ≥ 1 розглянемо точковий
процес 𝜉(𝑛)𝑟 , атоми якого визначаються (у спецiальний спосiб нормованими) мо-
ментами (𝑟 + 1)-х надходжень усiх 𝑛 типiв.

Нехай дискретна випадкова величина 𝑌 (𝑛)
𝑖,𝑟 , 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, задає момент надхо-

дження (𝑟+1)-го об’єкта типу 𝑖. Її розподiл, очевидно, визначається формулою

P{𝑌 (𝑛)
𝑖,𝑟 = 𝑘} = 𝐶𝑟

𝑘−1

(︁ 1
𝑛

)︁𝑟+1(︁𝑛− 1

𝑛

)︁𝑘−𝑟−1

, 𝑘 ≥ 𝑟 + 1, (3)

i є одним з варiантiв вiд’ємного бiномiального розподiлу. В цих термiнах введена
у вступi величина 𝑇 (𝑛)

𝑟 допускає зображення

𝑇 (𝑛)
𝑟 = min{𝑌 (𝑛)

1,𝑟 , . . . , 𝑌
(𝑛)
𝑛,𝑟 }.

Оскiльки зi зростанням 𝑛 значення 𝑇 (𝑛)
𝑟 також збiльшуватимуться, то точко-

вий процес, побудований за 𝑌 (𝑛)
𝑖,𝑟 , не матиме жодної границi при 𝑛 → ∞. Тому

для забезпечення збiжностi до деякого граничного процесу випадковi величини
𝑌

(𝑛)
𝑖,𝑟 треба в деякий спосiб нормувати. Отже, розглянемо точковий процес 𝜉(𝑛)𝑟

вигляду

𝜉(𝑛)𝑟 =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝛿
𝑛
− 𝑟

𝑟+1 𝑌
(𝑛)
𝑖,𝑟

, (4)

де 𝛿𝑎 означає одиничну точкову мiру, зосереджену в 𝑎. Основним результатом
цiєї роботи є теорема про збiжнiсть процесiв 𝜉(𝑛)𝑟 при 𝑛 → ∞ до деякого нео-
днорiдного точкового процесу Пуассона.

Перед формулюванням цього результату коротко нагадаємо означення збi-
жностi точкових процесiв за розподiлом у грубiй топологiї (детальне викладе-
ння можна знайти, наприклад, у главi 4 в [1] або у роздiлах 3.4, 3.5 в [11]).
Позначимо через 𝑀𝑝(R) простiр усiх локально скiнченних точкових мiр на R.
Для 𝜇, 𝜇1, 𝜇2, . . . ∈ 𝑀𝑝(R) кажуть, що 𝜇𝑛 збiгаються до 𝜇 у грубiй (vague) то-
пологiї, якщо

∫︀
R 𝑓 d𝜇𝑛 →

∫︀
R 𝑓 d𝜇 для будь-якої фiнiтної неперервної функцiї

𝑓 : R → [0,+∞). Факт такої збiжностi позначають 𝜇𝑛
𝑣−→ 𝜇. Простiр 𝑀𝑝(R) з
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топологiєю цiєї збiжностi допускає повну сепарабельну метризацiю, що у стан-
дартний спосiб дозволяє розглядати збiжнiсть точкових процесiв (тобто випад-
кових точкових мiр) 𝜉, 𝜉1, 𝜉2 . . . за розподiлом у грубiй топологiї. Її ми будемо

позначати 𝜉𝑛
𝑣𝑑−→ 𝜉.

Тепер ми можемо сформулювати основний результат роботи. Ми виключимо
з розгляду випадок 𝑟 = 1, оскiльки в цiй ситуацiї наш метод доведення не
спрацьовує. Питання про справедливiсть теореми в цьому випадку залишається
наразi вiдкритим.

Теорема 1. Нехай 𝑟 ≥ 2 та 𝜉𝑟 є неоднорiдним точковим процесом Пуассона
на R з мiрою iнтенсивностi

𝜆𝑟(d𝑥) =
𝑥𝑟

𝑟!
1{𝑥 ≥ 0} d𝑥. (5)

Тодi 𝜉
(𝑛)
𝑟

𝑣𝑑−→ 𝜉𝑟 при 𝑛→ ∞.

Зауважимо, що граничний процес 𝜉𝑟 може бути явно побудований у досить
простий спосiб. Розглянемо послiдовнiсть (𝐸𝑗, 𝑗 ≥ 1) незалежних однаково роз-
подiлених випадкових величин 𝐸𝑗 ∼ Exp(1). Покажемо, що атоми мiри 𝜉𝑟 зна-

ходяться в точках 𝑟+1

√︁
(𝑟 + 1)!

∑︀𝑘
𝑗=1𝐸𝑗, 𝑘 ≥ 1.

Дiйсно, внаслiдок теореми про iнтервали для однорiдного процесу Пуассо-
на (див., наприклад, теорему 7.2 в [12]) атоми випадкової пуассонiвської мiри
одиничної iнтенсивностi розташованi в точках 𝑆𝑘 =

∑︀𝑘
𝑗=1𝐸𝑗. Те, що дiя на неї

функцiєю ℎ(𝑥) = 𝑟+1
√︀
(𝑟 + 1)!𝑥, 𝑥 ≥ 0, приводить до мiри 𝜉𝑟 з теореми 1, поясню-

ється теоремою про перетворення для процесiв Пуассона (теорема 5.1 в [12]),
адже для [𝑎, 𝑏] ⊂ [0,∞) виконується рiвнiсть

ℎ(Leb)[𝑎, 𝑏] =
(︀
Leb ∘ ℎ−1

)︀
[𝑎, 𝑏] = Leb

[︁ 𝑎𝑟+1

(𝑟 + 1)!
,

𝑏𝑟+1

(𝑟 + 1)!

]︁
=

∫︁ 𝑏

𝑎

𝑥𝑟

𝑟!
d𝑥 = 𝜆𝑟[𝑎, 𝑏].

Тут Leb позначає мiру Лебега i є мiрою iнтенсивностi однорiдного процесу Пу-
ассона з параметром 1.

4. Доведення. У роботi [7] Л. Хольст запропонував iдею пуассонiзацiї, яка
дозволяє iстотно спростити доведення граничних теорем у задачах розмiщення
частинок по комiрках i, зокрема, в задачi про днi народження. Розглянемо її
застосування в нашому випадку.

Випадковi величини 𝑌 (𝑛)
𝑖,𝑟 , 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, введенi на початку попереднього роз-

дiлу, є однаково розподiленими, але залежними. Факт цiєї залежностi поясню-
ється хоча б тим, що 𝑌 (𝑛)

𝑖,𝑟 ̸= 𝑌
(𝑛)
𝑗,𝑟 при 𝑖 ̸= 𝑗 — в один момент часу надходить

лише один об’єкт. Для того, щоб позбавитися цiєї залежностi, розглянемо пу-
ассонiзовану постановку i вважатимемо, що об’єкти надходять не в послiдовнi
цiлi моменти часу, а в моменти 𝑋

(𝑛)
𝑘 , 𝑘 ≥ 1, однорiдного точкового процесу

Пуассона з параметром 1. Отже, iнтервали мiж такими надходженнями утво-
рюватимуть послiдовнiсть незалежних Exp(1)-розподiлених випадкових вели-
чин (𝐸𝑗, 𝑗 ≥ 1). Для розрiзнення типiв рiзних об’єктiв будемо вважати цей
процес маркованим — кожному атому 𝑋

(𝑛)
𝑘 незалежно вiд iнших i вiд самої

послiдовностi (𝑋(𝑛)
𝑘 , 𝑘 ≥ 1) присвоїмо випадкову мiтку 𝑀

(𝑛)
𝑘 , рiвномiрно роз-

подiлену на множинi типiв {1, . . . , 𝑛}. Тодi внаслiдок теореми про прорiджен-
ня для процесiв Пуассона (див., наприклад, теорему 5.8 у [12]) послiдовностi
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𝑋(𝑛)(𝑖) =
(︀
𝑋

(𝑛)
𝑘 (𝑖), 𝑘 ≥ 1

)︀
, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, моментiв надходження об’єктiв рiзних

типiв утворюватимуть незалежнi однорiднi точковi процеси Пуассона з пара-
метром 1

𝑛
.

Випадкова величина𝑋(𝑛)
𝑟+1(𝑖) описує момент (𝑟+1)-го надходження 𝑖-го типу в

пуассонiзованiй постановцi, а отже, є пуассонiзованим аналогом величини 𝑌 (𝑛)
𝑖,𝑟 .

При рiзних 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑛} цi величини є незалежними й однаково розподiленими
— внаслiдок вже цитованої теореми про iнтервали вони розподiленi за законом
Γ
(︀
𝑟 + 1, 1

𝑛

)︀
. Бiльш того, за побудовою величини 𝑋

(𝑛)
𝑟+1(𝑖) та 𝑌

(𝑛)
𝑖,𝑟 допускають

простий каплiнг:

𝑋
(𝑛)
𝑟+1(𝑖) =

𝑌
(𝑛)
𝑖,𝑟∑︁
𝑗=1

𝐸𝑗, (6)

причому (𝑌
(𝑛)
𝑖,𝑟 , 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛) та (𝐸𝑗, 𝑗 ≥ 1) є незалежними. Останнє твердження

випливає з того, що перша послiдовнiсть визначається значеннями мiток 𝑀 (𝑛)
𝑘 ,

а друга задає iнтервали мiж моментами надходжень 𝑋(𝑛)
𝑘 .

Аналогiчно (4) введемо пуассонiзований точковий процес

𝜂(𝑛)𝑟 =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝛿
𝑛
− 𝑟

𝑟+1𝑋
(𝑛)
𝑟+1(𝑖)

.

На першому кроцi доведення ми покажемо, що при 𝑛 → ∞ виконується збi-

жнiсть 𝜂(𝑛)𝑟
𝑣𝑑−→ 𝜉𝑟. Для цього спочатку запишемо щiльнiсть розподiлу Γ

(︀
𝑟+1, 1

𝑛

)︀
-

розподiленої величини 𝑋(𝑛)
𝑟+1(𝑖):

𝑓 (𝑛)
𝑟 (𝑥) =

1

𝑟!𝑛𝑟+1
𝑥𝑟e−

𝑥
𝑛 , 𝑥 ≥ 0.

Тодi щiльнiсть розподiлу кожного атома 𝑛− 𝑟
𝑟+1𝑋

(𝑛)
𝑟+1(𝑖) випадкової мiри 𝜂

(𝑛)
𝑟 має

вигляд

𝑓 (𝑛)
𝑟 (𝑥) = 𝑛

𝑟
𝑟+1𝑓 (𝑛)

𝑟

(︀
𝑛

𝑟
𝑟+1𝑥

)︀
=

1

𝑟!𝑛
𝑥𝑟e−𝑥𝑛

− 1
𝑟+1
, 𝑥 ≥ 0.

Отже,

lim
𝑛→∞

𝑛𝑓 (𝑛)
𝑟 (𝑥) =

𝑥𝑟

𝑟!
1{𝑥 ≥ 0}.

Тому з теореми Лебега про мажоровану збiжнiсть випливає, що для будь-якої
обмеженої борелiвської множини 𝐵 ⊂ R виконується

lim
𝑛→∞

𝑛

∫︁
𝐵

𝑓 (𝑛)
𝑟 (𝑥) d𝑥 =

∫︁
𝐵

𝑥𝑟

𝑟!
1{𝑥 ≥ 0} d𝑥.

В термiнах грубої збiжностi це внаслiдок твердження 3.12 з [11] еквiвалентно
тому, що

𝑛P
{︀
𝑛− 𝑟

𝑟+1𝑋
(𝑛)
𝑟+1(𝑖) ∈ ·

}︀ 𝑣−→ 𝜆𝑟(·)

при 𝑛 → ∞. Тому факт збiжностi 𝜂(𝑛)𝑟
𝑣𝑑−→ 𝜉𝑟 випливає з незалежностi 𝑋

(𝑛)
𝑟+1(𝑖)

при рiзних 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 та вiдомого твердження про збiжнiсть бiномiальних то-
чкових процесiв до пуассонiвського (див., наприклад, першу частину доведення
твердження 3.21 у [11]).
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Метою наступного кроку доведення буде депуассонiзацiя, тобто перетворен-

ня 𝜂(𝑛)𝑟
𝑣𝑑−→ 𝜉𝑟 у 𝜉

(𝑛)
𝑟

𝑣𝑑−→ 𝜉𝑟. Для цього ми оцiнимо ступiнь близькостi дограничних
процесiв 𝜂(𝑛)𝑟 та 𝜉(𝑛)𝑟 .

Для довiльних 𝜀 > 0 та 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑛} з рiвностi (6) випливає, що

P
{︁⃒⃒
𝑛− 𝑟

𝑟+1𝑋
(𝑛)
𝑟+1(𝑖)− 𝑛− 𝑟

𝑟+1𝑌
(𝑛)
𝑖,𝑟

⃒⃒
> 𝜀
}︁
=

= P
{︂⃒⃒⃒⃒𝑌 (𝑛)

𝑖,𝑟∑︁
𝑗=1

(𝐸𝑗 − 1)

⃒⃒⃒⃒
> 𝑛

𝑟
𝑟+1 𝜀

}︂
= EP

𝑌
(𝑛)
𝑖,𝑟

{︂⃒⃒⃒⃒𝑌 (𝑛)
𝑖,𝑟∑︁
𝑗=1

(𝐸𝑗 − 1)

⃒⃒⃒⃒
> 𝑛

𝑟
𝑟+1 𝜀

}︂
,

(7)

де через P
𝑌

(𝑛)
𝑖,𝑟

позначено умовну ймовiрнiсть вiдносно випадкової величини 𝑌 (𝑛)
𝑖,𝑟 .

Зважаючи на незалежнiсть 𝑌 (𝑛)
𝑖,𝑟 та (𝐸𝑗, 𝑗 ≥ 1), цю ймовiрнiсть можна легко оцi-

нити за допомогою нерiвностей Чебишова та Розенталя (останню див., напри-
клад, на с. 152 в [13]):

P
𝑌

(𝑛)
𝑖,𝑟

{︂⃒⃒⃒⃒𝑌 (𝑛)
𝑖,𝑟∑︁
𝑗=1

(𝐸𝑗 − 1)

⃒⃒⃒⃒
> 𝑛

𝑟
𝑟+1 𝜀

}︂
≤

≤ 𝑛− 8𝑟
𝑟+1 𝜀−8 E

𝑌
(𝑛)
𝑖,𝑟

(︂𝑌
(𝑛)
𝑖,𝑟∑︁
𝑗=1

(𝐸𝑗 − 1)

)︂8

≤ 𝐶𝑛− 8𝑟
𝑟+1 𝜀−8

(︁
𝑌

(𝑛)
𝑖,𝑟

)︁4
.

Тут E
𝑌

(𝑛)
𝑖,𝑟

позначає умовне математичне сподiвання, 𝐶 — деяку фiксовану кон-

станту, а саму нерiвнiсть треба розумiти в сенсi майже напевно.
Простими, хоча й дещо громiздкими обчисленнями на основi (3) легко пере-

конатися, що при 𝑛→ ∞ виконується асимптотична рiвнiсть E
(︁
𝑌

(𝑛)
𝑖,𝑟

)︁4
∼ 𝐶𝑟𝑛

4 з

деякою фiксованою константою 𝐶𝑟. Тому, повертаючися до нерiвностi (7), отри-
муємо

P
{︁⃒⃒
𝑛− 𝑟

𝑟+1𝑋
(𝑛)
𝑟+1(𝑖)− 𝑛− 𝑟

𝑟+1𝑌
(𝑛)
𝑖,𝑟

⃒⃒
> 𝜀
}︁
≤

≤ 𝐶𝑛− 8𝑟
𝑟+1 𝜀−8 E

(︁
𝑌

(𝑛)
𝑖,𝑟

)︁4
= 𝐶𝐶𝑟𝑛

4− 8𝑟
𝑟+1 𝜀−8 = 𝐶 ′𝑛

4−4𝑟
𝑟+1 𝜀−8.

Тепер легко оцiнити ймовiрнiсть того, що принаймнi один атом випадкової мiри
𝜂
(𝑛)
𝑟 вiдхилиться вiд вiдповiдного атома мiри 𝜉(𝑛)𝑟 бiльше, нiж на 𝜀: за напiвади-
тивнiстю

P
{︁⃒⃒
𝑛− 𝑟

𝑟+1𝑋
(𝑛)
𝑟+1(𝑖)− 𝑛− 𝑟

𝑟+1𝑌
(𝑛)
𝑖,𝑟

⃒⃒
> 𝜀 для деякого 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛

}︁
≤

≤ 𝑛 · 𝐶 ′𝑛
4−4𝑟
𝑟+1 𝜀−8 = 𝐶 ′𝑛

5−3𝑟
𝑟+1 𝜀−8.

(8)

Зафiксуємо довiльний вiдрiзок [𝑎, 𝑏] ⊂ [0,∞]. Тодi з нерiвностi (8) випливає
оцiнка

P
{︀
𝜉(𝑛)𝑟 [𝑎, 𝑏] ̸= 𝜂(𝑛)𝑟 [𝑎, 𝑏]

}︀
≤ 𝐶 ′𝑛

5−3𝑟
𝑟+1 𝜀−8+

+ P
{︀
𝜂(𝑛)𝑟 [𝑎− 𝜀, 𝑎+ 𝜀] ≥ 1

}︀
+ P

{︀
𝜂(𝑛)𝑟 [𝑏− 𝜀, 𝑏+ 𝜀] ≥ 1

}︀
.

(9)

Наук. вiсник Ужгород. ун-ту. 2021. Том 39, № 2 ISSN 2616-7700 (print), 2708-9568 (online)



44 А. Б. IЛЬЄНКО, В. В. СТАМАТIЄВА

Сенс цiєї нерiвностi є досить прозорим: рiвнiсть 𝜉(𝑛)𝑟 [𝑎, 𝑏] = 𝜂
(𝑛)
𝑟 [𝑎, 𝑏] може не

виконуватися внаслiдок лише двох причин — або деякi атоми 𝜉(𝑛)𝑟 значно вiд-
хиляються вiд вiдповiдних атомiв 𝜂(𝑛)𝑟 , або деякi атоми 𝜂(𝑛)𝑟 розташованi досить
близько до кiнцiв вiдрiзка [𝑎, 𝑏]. Тому, покладаючи в (9) 𝜀 = 𝑛− 1

25 i позначаючи
𝛼𝑟 =

5−3𝑟
𝑟+1

+ 8
25
, дiстаємо

P
{︀
𝜉(𝑛)𝑟 [𝑎, 𝑏] ̸= 𝜂(𝑛)𝑟 [𝑎, 𝑏]

}︀
≤ 𝐶 ′𝑛𝛼𝑟+

+ P
{︀
𝜂(𝑛)𝑟 [𝑎− 𝑛− 1

25 , 𝑎+ 𝑛− 1
25 ] ≥ 1

}︀
+ P

{︀
𝜂(𝑛)𝑟 [𝑏− 𝑛− 1

25 , 𝑏+ 𝑛− 1
25 ] ≥ 1

}︀
.

Оскiльки, як неважко пересвiдчитися, 𝛼𝑟 < 0 при 𝑟 ≥ 2, перший доданок у
правiй частинi прямує до нуля при 𝑛 → ∞. Решта два доданки поводять себе
так само — цей iнтуїтивно очевидний факт є наслiдком леми 3.5 з [3]. Отже,
P
{︀
𝜉
(𝑛)
𝑟 [𝑎, 𝑏] ̸= 𝜂

(𝑛)
𝑟 [𝑎, 𝑏]

}︀
→ 0 при 𝑛→ ∞. Бiльш того, з напiвадитивностi ймовiр-

ностi випливає, що вiдрiзок [𝑎, 𝑏] тут можна замiнити на скiнченне об’єднання
таких вiдрiзкiв 𝑈 = ∪𝑙

𝑖=1[𝑎𝑖, 𝑏𝑖]. Тому за нерiвнiстю каплiнга для будь-якого
𝑘 ≥ 0 виконується⃒⃒

P{𝜉(𝑛)𝑟 (𝑈) = 𝑘} − P{𝜂(𝑛)𝑟 (𝑈) = 𝑘}
⃒⃒
≤ P

{︀
𝜉(𝑛)𝑟 (𝑈) ̸= 𝜂(𝑛)𝑟 (𝑈)

}︀
→ 0, 𝑛→ ∞.

Разом зi збiжнiстю

P
{︀
𝜂(𝑛)𝑟 (𝑈) = 𝑘

}︀
→ P

{︀
𝜉𝑟(𝑈) = 𝑘

}︀
, 𝑛→ ∞,

яка випливає з доведеного вище факту про 𝜂(𝑛)𝑟
𝑣𝑑−→ 𝜉𝑟, це дає

P
{︀
𝜉(𝑛)𝑟 (𝑈) = 𝑘

}︀
→ P

{︀
𝜉𝑟(𝑈) = 𝑘

}︀
, 𝑛→ ∞.

Отже, за теоремою 4.15 з [1] 𝜉(𝑛)𝑟
𝑣𝑑−→ 𝜉𝑟, що й треба було довести.

5. Приклад застосування. У роздiлi 4 роботи [3] наведенi деякi застосу-
вання граничної теореми для точкових процесiв, пов’язаних з задачею збирача
купонiв. Не повторюючи тут аналогiчнi мiркування для нашої задачi, ми обме-
жимося лише найпростiшим прикладом застосування теореми 1 i покажемо,
як з неї можна отримати граничну формулу (2). Перш за все зробимо одне
зауваження, необхiдне для доведення.

Зауваження 1. Результат теореми 1 залишається справедливим, якщо
розглядати випадковi мiри 𝜉

(𝑛)
𝑟 та 𝜉𝑟 на компактифiкованому просторi [0,∞].

Таку компактифiкацiю можна забезпечити, наприклад, уведенням повної ме-
трики 𝑑(𝑥, 𝑦) = |arctg 𝑥− arctg 𝑦|, 𝑥, 𝑦 ∈ [0,∞]. Доведення повнiстю аналогiчне
доведенню теореми 1.

Перейдемо до доведення формули (2). Оскiльки 𝜉(𝑛)𝑟
𝑣𝑑−→ 𝜉𝑟, то перший атом

мiри 𝜉(𝑛)𝑟 збiгається за розподiлом до першого атома мiри 𝜉𝑟. Цей факт випли-
ває з теореми про неперервне вiдображення та того, що функцiонал “перший
атом точкової мiри на компактi [0,∞]” (див. зауваження 1) внаслiдок твердже-
ння 3.13 з [11] є неперервним у грубiй топологiї. Перший атом мiри 𝜉(𝑛)𝑟 можна
записати як 𝑛− 𝑟

𝑟+1 min1≤𝑖≤𝑛 𝑌
(𝑛)
𝑖,𝑟 = 𝑛− 𝑟

𝑟+1𝑇
(𝑛)
𝑟 . Розподiл першого атома 𝐴𝑟 гра-

ничної пуассонiвської мiри 𝜉𝑟 можна легко знайти: для 𝑥 ≥ 0 з формули (5)
маємо

P{𝐴𝑟 ≤ 𝑥} = 1− P
{︀
𝜉𝑟[0, 𝑥] = 0

}︀
= 1− e−𝜆𝑟[0,𝑥] = 1− e−

𝑥𝑟+1

(𝑟+1)! .
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Звiдси безпосередньо випливає граничний результат (2) для 𝑟 ≥ 2.
Формулу (2) можна iстотно узагальнювати на зразок того, як це було зро-

блено в теоремi 4.1 у [3]. З мiркувань, наведених пiсля формулювання теореми 1,
випливає нескiнченновимiрний аналог формули (2). Ми залишимо його без де-
тального доведення, оскiльки воно проводиться повнiстю аналогiчно доведенню
згаданої теореми 4.1.

Теорема 2. Для фiксованого 𝑟 ≥ 2 нехай 𝑇
(𝑛)
𝑟,𝑘 , 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛, означає перший

момент часу, коли деякi 𝑘 з 𝑛 типiв надiйшли принаймнi по 𝑟+1 разiв кожний,
i покладемо 𝑇

(𝑛)
𝑟,𝑘 = 0 при 𝑘 > 𝑛. Розглянемо такi випадковi елементи простору

числових послiдовностей R∞:

𝑉 (𝑛)
𝑟 =

(︀
𝑛− 𝑟

𝑟+1𝑇
(𝑛)
𝑟,𝑘 , 𝑘 ≥ 1

)︀
, 𝑉𝑟 =

(︂(︁
(𝑟 + 1)!

𝑘∑︁
𝑗=1

𝐸𝑗

)︁ 1
𝑟+1
, 𝑘 ≥ 1

)︂
.

Тут, як i ранiше, 𝐸𝑗, 𝑗 ≥ 1, є незалежними Exp(1)-розподiленими випадковими
величинами.

Тодi 𝑉
(𝑛)
𝑟

𝑑−→ 𝑉𝑟 при 𝑛→ ∞ у просторi R∞.

6. Висновки та перспективи подальших дослiджень. У роботi пока-
зано, що при 𝑟 ≥ 2 послiдовнiсть точкових процесiв

(︀
𝜉
(𝑛)
𝑟 , 𝑛 ≥ 1

)︀
, якi описують

моменти (𝑟 + 1)-х надходжень усiх 𝑛 типiв в узагальненiй задачi про днi наро-
дження, збiгається за розподiлом у грубiй топологiї до деякого неоднорiдного
точкового процесу Пуассона. Цей результат дає змогу досить просто отриму-
вати граничнi теореми для рiзноманiтних змiстовних функцiоналiв вiд таких
процесiв.

Надалi було б цiкаво розповсюдити основний результат роботи на випадок
𝑟 = 1, в якому технiка пуассонiзацiї/депуассонiзацiї не спрацьовує. Iншим мо-
жливим напрямком дослiджень є вивчення збiжностi точкового процесу, який
об’єднує розглянутi процеси при рiзних 𝑟.
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