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ПРО ПОБУДОВУ НАБЛИЖЕНИХ IЗОЛЬОВАНИХ РОЗВ’ЯЗКIВ
НЕЛIНIЙНИХ IНТЕГРАЛЬНИХ РIВНЯНЬ ЗI СТЕПЕНЕВОЮ

НЕЛIНIЙНIСТЮ

Розглядається нелiнiйне iнтегральне рiвняння (НIР) зi степеневою нелiнiйнiстю
i ставиться задача побудови iзольованих обмежених за нормою розв’язкiв, на яких
похiдна Фреше оператора, визначеного лiвою частиною рiвняння обмежена зверху
i знизу. Для наближеного розв’язування НIР застосовано елементи загальної теорiї
наближених методiв. Для конструювання послiдовностi наближених рiвнянь викори-
стано метод механiчних квадратур. Сформульованi i доведенi пряма та обернена тео-
реми, якi вiдповiдно характеризують збiжнiсть апроксимацiйного методу переходу до
наближених рiвнянь i апостерiорну оцiнку похибки наближеного розв’язку.

Ключовi слова: нелiнiйне iнтегральне рiвняння, iзольований розв’язок, квадратур-
ний процес, оцiнка похибки.

1. Вступ. В роботi [1] наведено теоретичне обґрунтування та практичну реалi-
зацiю знаходження всiх iзольованих наближених розв’язкiв НIР типу Урисона

𝑢(𝑥)−
∫︁ 1

0

𝐾 (𝑥, 𝑦, 𝑢(𝑦)) 𝑑𝑦 − 𝑓(𝑥) = 0

в областi Ω = {(𝑥, 𝑦, 𝑢) : 0 ≤ 𝑥, 𝑦 ≤ 1, ‖𝑢‖ ≤ 𝑑 <∞}, де 𝑢 (𝑥) — шукана функцiя,
𝐾 (𝑥, 𝑦, 𝑢) та 𝑓 (𝑥)— неперервнi функцiї усiх своїх аргументiв в Ω. В данiй роботi
проведенi аналогiчнi мiркування щодо НIР зi степеневою нелiнiйнiстю. Отрима-
нi вiдповiднi оцiнки, якi фiгурують у, так званих, прямiй та оберненiй теоремах,
якi дають теоретичне обґрунтування та практичний апарат для вирiшення пи-
тання щодо вiдокремлення розв’язкiв таких рiвнянь.

2. Постановка задачi i допомiжнi твердження та означення.
Розглянемо рiвняння НIР вигляду

𝑢(𝑥)−
∫︁ 1

0

𝐾 (𝑥, 𝑦) · 𝑢𝑚(𝑦)𝑑𝑦 − 𝑓(𝑥) = 0,𝑚 ≥ 2, (1)

де 𝑢 (𝑥) — шукана функцiя, 𝐾 (𝑥, 𝑦), 𝑓 (𝑥) — неперервнi функцiї усiх своїх аргу-
ментiв в замкненiй областi Ω = {(𝑥, 𝑦, 𝑢) : 0 ≤ 𝑥, 𝑦 ≤ 1, ‖𝑢‖ ≤ 𝑑 <∞} ⊂ 𝐶[0, 1].

Ставиться задача знаходження всiх неперервних iзольованих в областi Ω на-
ближених розв’язкiв рiвняння (1), шляхом побудови i наступного розв’язання
апроксимацiйних рiвнянь. В роботi [2] для побудови наближених рiвнянь ви-
користовувався метод вироджених ядер. В данiй роботi використаємо метод
механiчних квадратур ∫︁ 1

0

𝑧(𝑦)𝑑𝑦 =
𝑛∑︁

𝑗=1

𝛼𝑗𝑛𝑧(𝑦𝑗𝑛) + 𝑟𝑛(𝑧), (2)
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де точки 𝑦𝑗𝑛 називаються вузлами квадратурної формули, причому 0 ≤ 𝑦1𝑛 <
< 𝑦2𝑛 < · · ·< 𝑦𝑛𝑛 ≤ 1, а коефiцiєнти 𝛼𝑗𝑛∈𝑅, 𝛼𝑗𝑛>0, 𝛼1𝑛+𝛼2𝑛+· · ·+𝛼𝑛𝑛≤𝑎 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.

Означення 1. Квадратурний процес (2) називається збiжним, якщо за-
лишковий член 𝑟𝑛(𝑧)→0 при 𝑛→∞ для будь-якої функцiї, неперервної на [0, 1].

Замiнюючи iнтеграл (1) його наближеним значенням, згiдно (2), отримаємо

𝑢(𝑥) =
𝑛∑︁

𝑗=1

𝛼𝑗𝑛𝐾 (𝑥, 𝑦𝑗𝑛)𝑢
𝑚(𝑦𝑗𝑛) + 𝑓(𝑥),𝑚 ≥ 2. (3)

Аналiтичнi розв’язки, наближеного рiвняння (3) визначаються рiвнiстю

𝑢*𝑛(𝑥) = Φ𝑛𝜉
*
𝑛 :=

𝑛∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗𝑛𝐾 (𝑥, 𝑦𝑗𝑛) ·
(︀
𝜉𝑗𝑛
)︀𝑚

+ 𝑓(𝑥), (4)

де 𝜉
*
𝑛 =

(︀
𝜉1𝑛, 𝜉2𝑛, . . . , 𝜉𝑛𝑛

)︀
— розв’язок системи рiвнянь

𝜉𝑖𝑛 =
𝑛∑︁

𝑗=1

𝛼𝑗𝑛𝐾 (𝑥𝑖𝑛, 𝑦𝑗𝑛) · (𝜉𝑗𝑛)𝑚 + 𝑓(𝑥𝑖𝑛), 𝑖 = 1, 𝑛, (5)

яка апроксимує рiвняння (1), а Φ𝑛𝜉𝑛 має вигляд

Φ𝑛𝜉𝑛 =
𝑛∑︁

𝑗=1

𝛼𝑗𝑛𝐾 (𝑥, 𝑦𝑗𝑛) · (𝜉𝑗𝑛)𝑚 + 𝑓(𝑥).

Отже, замiсть розв’язку 𝑢* (𝑥) рiвняння (1) знайдемо його розв’язки у вузлах
iнтерполяцiї 𝑦𝑗𝑛, 𝑗 = 1, 𝑛, як точнi або наближенi значення 𝜉𝑗𝑛 = 𝑢* (𝑦𝑗𝑛), якi
визначаються iз системи (5). Вектори 𝜉𝑛 = (𝜉1𝑛, 𝜉2𝑛, . . . , 𝜉𝑛𝑛) розглядаються як
елементи простору 𝑚𝑛 або 𝑅𝑛.

Щоб встановити мiру близькостi вiдповiдних розв’язкiв рiвняння (1) та си-
стеми (5) вводиться лiнiйне вiдображення 𝑝𝑛 таке, що ∀ 𝑢 (𝑥) ∈ 𝐶 [0, 1]

𝑝𝑛𝑢 = {𝑢 (𝑦1𝑛) , 𝑢 (𝑦2𝑛) , . . . , 𝑢 (𝑦𝑛𝑛)} ∈ 𝑚𝑛, (6)

а мiра близькостi розв’язкiв 𝑢* (𝑥)та 𝜉
*
𝑛 визначається величиною

⃦⃦⃦
𝑝𝑛𝑢

* − 𝜉
*
𝑛

⃦⃦⃦
[1].

Означення 2. Кажуть, що метод механiчних квадратур збiгається, якщо
для достатньо великих 𝑛 iснують розв’язки 𝜉

*
𝑛 систем (5) i для кожної по-

слiдовностi таких розв’язкiв
{︁
𝜉
*
𝑛

}︁
lim
𝑛→∞

𝜌
(︁
𝜉
*
𝑛, 𝑝𝑛𝐹

)︁
= 0, (7)

де 𝐹 — множина розв’язкiв рiвняння (1).
Подамо рiвняння (1) в операторному виглядi

𝑇𝑢 := 𝑢− 𝑇𝑢 = 0, (8)

де 𝑇 — двiчi диференцiйовний за Фреше нелiнiйний оператор, що дiє з областi
свого визначення 𝑄 гiльбертового простору 𝐻 у цей же простiр. Нехай 𝑢* (𝑥) —
один iз розв’язкiв рiвняння (8).

Роздiл 1: Математика i статистика
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Метод мiнiмальних похибок [3] полягає у побудовi iтерацiйної послiдовностi
згiдно формули

𝑢𝑘+1 = 𝑢𝑘 −
⃦⃦
𝑇𝑢𝑘

⃦⃦2
‖𝐺*

𝑘𝑇𝑢
𝑘‖2

𝐺*
𝑘𝑇𝑢

𝑘, (9)

де 𝐺𝑘 = 𝑇 ′(𝑢𝑘) — лiнiйний обмежений оператор, 𝐺*
𝑘 — спряжений йому. Наве-

демо теорему iснування i єдиностi розв’язку рiвняння (8) та збiжностi методу
(9) в якiй, на вiдмiну вiд [3], константи, що обмежують похiднi оператора 𝑇 в
кулi 𝑆(𝑢0, 𝑟) = {𝑢 ∈ 𝑄 : ‖𝑢− 𝑢0‖ ≤ 𝑟} залежать вiд 𝑢0 та 𝑟.

Теорема 1. Нехай у кулi 𝑆(𝑢0, 𝑟) з заданими 𝑢0 та 𝑟− виконуються умови⃦⃦
𝑇 (𝑢0)

⃦⃦
≤ 𝜂, ‖𝑇 ′(𝑢)‖ ≤𝑀(𝑢0, 𝑟), ‖𝑇 ′′(𝑢)‖ ≤ 𝑁(𝑢0, 𝑟), (10)

‖𝑇 ′(𝑢)ℎ‖ ≥ �̃�(𝑢0, 𝑟) ‖ℎ‖ , �̃� > 0,∀ℎ ∈ 𝐻, (11)

де 𝜂, 𝑀(𝑢0, 𝑟), 𝑁(𝑢0, 𝑟), �̃�(𝑢0, 𝑟) — константи, що забезпечують виконання
умов

𝛾 (𝑟) =
𝜂 ·𝑁(𝑢0, 𝑟)

�̃�2(𝑢0, 𝑟)
< 1, (12)

2𝜂

�̃�(𝑢0, 𝑟)
≤ 𝑟. (13)

Тодi рiвняння (8) має в кулi 𝑆(𝑢0, 𝑟) єдиний розв’язок 𝑢*, до якого, починаю-
чи з 𝑢0, монотонно i сильно збiгається послiдовнiсть {𝑢𝑘}, побудована згiдно
(9) причому оцiнка похибки характеризується нерiвнiстю

⃦⃦
𝑢* − 𝑢𝑘

⃦⃦
≤ 2𝜂

�̃�(𝑢0, 𝑟)

[︂
1− �̃�2(𝑢0, 𝑟)

𝑀2(𝑢0, 𝑟)
(1− 𝛾 (𝑟))

]︂ 𝑘
2

. (14)

3. Iснування розв’язку системи апроксимацiйних рiвнянь.
Будемо вважати, що оператор 𝑇 :

{︀
𝑢 ∈ 𝐶

[︀
Ω
]︀
: ‖𝑢‖ ≤ 𝑑

}︀
→ 𝐶 [0, 1], а систему

(5) подамо як операторне рiвняння

𝑇𝑛𝜉𝑛 := 𝜉𝑛 − 𝑇 𝑛𝜉𝑛 = 0, 𝑛 = 1, 2, . . . , (15)

де 𝑇𝑛𝜉𝑛=
(︀
𝑇𝑛1𝜉𝑛, 𝑇𝑛2𝜉𝑛, . . . , 𝑇𝑛𝑛𝜉𝑛

)︀
; 𝑇𝑛𝑖𝜉𝑛 := 𝜉𝑖𝑛−𝑇 𝑛𝑖𝜉𝑛=𝜉𝑖𝑛−

∑︀𝑛
𝑗=1 𝛼𝑗𝑛𝐾 (𝑥𝑖𝑛, 𝑦𝑗𝑛) ·

· (𝜉𝑗𝑛)𝑚 − 𝑓(𝑥𝑖𝑛), 𝑖 = 1, 𝑛, причому оператор 𝑇𝑛 переводить множину точок
𝜉𝑛 = (𝜉1𝑛, 𝜉2𝑛, . . . , 𝜉𝑛𝑛) ∈ 𝑚𝑛, що задовольняє

⃦⃦
𝜉𝑛
⃦⃦

≤ 𝑑 в 𝑚𝑛. Оскiльки iнте-
гральне рiвняння (1) має степеневу нелiнiйнiсть, то оператори 𝑇 та 𝑇𝑛 двiчi
диференцiйовнi вiдповiдно на будь-якому елементi 𝑤 ∈ 𝐶 [0, 1], ‖𝑤‖ ≤ 𝑑 та
𝜉𝑛 ∈ 𝑚𝑛,

⃦⃦
𝜉𝑛
⃦⃦
≤ 𝑑. Диференцiали операторiв мають вигляд

𝑇 ′(𝑤)ℎ = ℎ(𝑥)−𝑚

∫︁ 1

0

�̄�(𝑥, 𝑦) [𝑤(𝑦)]𝑚−1 ℎ(𝑦)𝑑𝑦, (16)

𝑇 ′′(𝑤)ℎℎ1 = −𝑚 (𝑚− 1)

∫︁ 1

0

�̄�(𝑥, 𝑦) [𝑤(𝑦)]𝑚−2 ℎ(𝑦)ℎ1(𝑦)𝑑𝑦, (17)

𝑇 ′
𝑛

(︀
𝜉𝑛
)︀
𝜁𝑛 =

{︃
𝑛∑︁

𝑗=1

[︁
𝛿
(𝑛)
𝑖𝑗 −𝑚𝛼𝑗𝑛𝐾 (𝑥𝑖𝑛, 𝑦𝑗𝑛) · (𝜉𝑗𝑛)𝑚−1

]︁
𝜁𝑗𝑛

}︃𝑛

𝑖=1

𝜁𝑛 ∈ 𝑚𝑛, (18)
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де 𝛿(𝑛)𝑖𝑗 =

{︂
1, якщо 𝑖 = 𝑗
0, якщо 𝑖 ̸= 𝑗

— символ Кронекера, або 𝑇 ′
𝑛

(︀
𝜉𝑛
)︀
𝜁𝑛 = 𝐴𝑛𝜁𝑛

𝑇 , де

𝜁𝑛
𝑇 —транспонований рядок вектора 𝜁𝑛 = (𝜁1, 𝜁2, . . . , 𝜁𝑛), а 𝐴𝑛 — квадратна

матриця порядку 𝑛:

𝐴𝑛=

⎛⎜⎝1−𝑚𝛼1𝑛𝐾 (𝑥1𝑛, 𝑦1𝑛) · (𝜉1𝑛)𝑚−1 · · · −𝑚𝛼𝑛𝑛𝐾 (𝑥1𝑛, 𝑦𝑛𝑛) · (𝜉𝑛𝑛)𝑚−1

...
...

...
−𝑚𝛼1𝑛𝐾 (𝑥𝑛𝑛, 𝑦1𝑛) · (𝜉1𝑛)𝑚−1 · · · 1−𝑚𝛼𝑛𝑛𝐾 (𝑥𝑛𝑛, 𝑦𝑛𝑛) · (𝜉𝑛𝑛)𝑚−1

⎞⎟⎠ . (19)

Правомiрнiсть переходу до розв’язання наближених рiвнянь виражаються
двома теоремами: в першiй доводиться iснування розв’язкiв послiдовностi апро-
ксимацiйних рiвнянь за даними iснування розв’язкiв вихiдного рiвняння i збi-
жностi методу переходу до наближених рiвнянь, а в другiй за даними iснува-
ння при фiксованому 𝑛 розв’язку наближеного рiвняння доводиться iснування
вiдповiдного йому розв’язку вихiдного рiвняння i дається апостерiорна оцiнка
близькостi таких розв’язкiв.

В першiй теоремi фiгурують оцiнки оператора 𝑇𝑛 у точцi 𝑝𝑛𝑢*, де 𝑢* (𝑥) —
розв’язок рiвняння (1) та на елементi 𝜉𝑛 ∈ 𝑆𝑛 (𝑝𝑛𝑢

*, 𝑟), якi вiдображенi в лемi 1.

Лема 1. Нехай 𝑢* (𝑥) — розв’язок рiвняння (1). Тодi:
1) у точцi 𝑝𝑛𝑢

* для оператора 𝑇 ′
𝑛

(︀
𝜉𝑛
)︀
, визначеного згiдно (18), справедливi

оцiнки, обчисленi в нормi простору 𝑅𝑛:

‖𝑇 ′
𝑛 (𝑝𝑛𝑢

*)‖ ≤𝑀𝑛, ‖𝑇 ′
𝑛 (𝑝𝑛𝑢

*) 𝑝𝑛ℎ‖ ≥ 𝑚𝑛 ‖𝑝𝑛ℎ‖ , де (20)

𝑀𝑛 =

⎧⎪⎨⎪⎩
{︁
𝑛+𝑚2�̃�𝑛

}︁ 1
2
, якщо 𝐾 (𝑥, 𝑦) · [𝑢* (𝑦)]𝑚−1 ≥ 0,{︁

𝑛+ 2𝑚𝑀𝑛 +𝑚2�̃�𝑛

}︁ 1
2
, якщо 𝐾 (𝑥, 𝑦) · [𝑢* (𝑦)]𝑚−1 < 0,

(21)

𝑚𝑛 =

{︃ ⃒⃒⃒
1−𝑚�̃�𝑛

⃒⃒⃒
, якщо 𝐾 (𝑥, 𝑦) · [𝑢* (𝑦)]𝑚−1 > 0,

1, якщо 𝐾 (𝑥, 𝑦) · [𝑢* (𝑦)]𝑚−1 ≤ 0,
(22)

�̃�𝑛 =
{︁∑︀𝑛

𝑖,𝑗=1

(︀
𝛼𝑗𝑛𝐾 (𝑥𝑖𝑛, 𝑦𝑗𝑛) · [𝑢* (𝑦𝑗𝑛)]𝑚−1)︀2}︁ 1

2
,

𝑀𝑛 =
∑︀𝑛

𝑗=1 𝛼𝑗𝑛

⃒⃒
𝐾 (𝑥𝑗𝑛, 𝑦𝑗𝑛) · [𝑢* (𝑦𝑗𝑛)]𝑚−1⃒⃒ ;

(23)

2) на будь-якому елементi

𝜉𝑛 ∈ 𝑆𝑛 (𝑝𝑛𝑢
*, 𝑟) = 𝑝𝑛𝑆 (𝑢*, 𝑟) =

{︀
𝜉𝑛 ∈ 𝑚𝑛 :

⃦⃦
𝜉𝑛 − 𝑝𝑛𝑢

*⃦⃦ ≤ 𝑟
}︀

для похiдної 𝑇 ′′
𝑛

(︀
𝜉𝑛
)︀
справедлива оцiнка⃦⃦

𝑇 ′′
𝑛

(︀
𝜉𝑛
)︀⃦⃦

≤ 𝑁𝑛 (𝑝𝑛𝑢
*, 𝑟) , (24)

де

𝑁𝑛 (𝑝𝑛𝑢
*, 𝑟) =

{︃
(𝑚 (𝑚− 1))2

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝛼2
𝑗𝑛𝐾

2
(𝑥𝑖𝑛, 𝑦𝑗𝑛) ·
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·
𝑚−2∑︁
𝑙=0

(︁
𝐶 𝑙

𝑚−2 (𝑢
* (𝑦𝑗𝑛))

𝑙
)︁2

·
𝑚−2∑︁
𝑙=0

(︀
𝑟2
)︀𝑚−2−𝑙

}︃ 1
2

, (25)

𝐶 𝑙
𝑚−2 =

(𝑚−2)!
𝑙!(𝑚−2−𝑙)!

— число комбiнацiй з 𝑚− 2 по 𝑙.

Доведення. Використовуючи вигляд (18) оператора 𝑇 ′
𝑛

(︀
𝜉𝑛
)︀
𝜁𝑛, згiдно ви-

значення норми у просторi 𝑅𝑛 за нерiвнiстю Кошi справедливi нерiвностi:

‖𝑇 ′
𝑛 (𝑝𝑛𝑢

*) 𝑝𝑛ℎ‖=

⎧⎨⎩
𝑛∑︁

𝑖=1

(︃
𝑛∑︁

𝑗=1

[︁
𝛿
(𝑛)
𝑖𝑗 −𝑚𝛼𝑗𝑛𝐾 (𝑥𝑖𝑛, 𝑦𝑗𝑛) · (𝑢* (𝑦𝑗𝑛))𝑚−1

]︁
ℎ (𝑦𝑗𝑛)

)︃2
⎫⎬⎭

1
2

≤

≤

{︃
𝑛∑︁

𝑖=1

(︃
𝑛∑︁

𝑗=1

[︁
𝛿
(𝑛)
𝑖𝑗 −𝑚𝛼𝑗𝑛𝐾 (𝑥𝑖𝑛, 𝑦𝑗𝑛) · (𝑢* (𝑦𝑗𝑛))𝑚−1

]︁2 𝑛∑︁
𝑗=1

[ℎ (𝑦𝑗𝑛)]
2

)︃}︃ 1
2

=

=

{︃
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1

[︁
𝛿
(𝑛)
𝑖𝑗 −𝑚𝛼𝑗𝑛𝐾 (𝑥𝑖𝑛, 𝑦𝑗𝑛) · (𝑢* (𝑦𝑗𝑛))𝑚−1

]︁2}︃ 1
2

‖𝑝𝑛ℎ‖ =

=

{︃
𝑛∑︁

𝑖=1

(︃
1− 2𝑚

𝑛∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗𝑛𝛿
(𝑛)
𝑖𝑗 𝐾 (𝑥𝑖𝑛, 𝑦𝑗𝑛) · [𝑢* (𝑦𝑗𝑛)]𝑚−1+

+
𝑛∑︁

𝑗=1

(︀
𝑚𝛼𝑗𝑛𝐾 (𝑥𝑖𝑛, 𝑦𝑗𝑛) · [𝑢* (𝑦𝑗𝑛)]𝑚−1)︀2)︃}︃ 1

2

‖𝑝𝑛ℎ‖ ≤

≤

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

{︁
𝑛+𝑚2

∑︀𝑛
𝑖,𝑗=1

(︀
𝛼𝑗𝑛𝐾 (𝑥𝑖𝑛, 𝑦𝑗𝑛) · [𝑢* (𝑦𝑗𝑛)]𝑚−1)︀2}︁ 1

2 ‖𝑝𝑛ℎ‖ ,
якщо 𝐾 (𝑥, 𝑦) · [𝑢* (𝑦)]𝑚−1 ≥ 0,{︁

𝑛+ 2𝑚
∑︀𝑛

𝑗=1 𝛼𝑗𝑛

⃒⃒
𝐾 (𝑥𝑗𝑛, 𝑦𝑗𝑛) · [𝑢* (𝑦𝑗𝑛)]𝑚−1

⃒⃒
+

+ 𝑚2
∑︀𝑛

𝑖,𝑗=1

(︀
𝛼𝑗𝑛𝐾 (𝑥𝑖𝑛, 𝑦𝑗𝑛) · [𝑢* (𝑦𝑗𝑛)]𝑚−1)︀2}︁ 1

2 ‖𝑝𝑛ℎ‖ ,
якщо 𝐾 (𝑥, 𝑦) · [𝑢* (𝑦)]𝑚−1 < 0.

Оцiнимо похiдну оператора 𝑇𝑛 зверху, враховуючи що 𝑇 ′
𝑛 (𝑝𝑛𝑢

*) 𝑝𝑛ℎ=𝐴𝑛 (𝑝𝑛ℎ)
𝑇,

де матриця 𝐴𝑛 має вигляд (19). Розглянемо випадки:
1. Нехай 𝐾 (𝑥, 𝑦) · 𝑢𝑚(𝑦) ≤ 0. Тодi

‖𝑇 ′
𝑛 (𝑝𝑛𝑢

*) 𝑝𝑛ℎ‖=

⎧⎨⎩
𝑛∑︁

𝑖=1

(︃
𝑛∑︁

𝑗=1

[︁
𝛿
(𝑛)
𝑖𝑗 −𝑚𝛼𝑗𝑛𝐾 (𝑥𝑖𝑛, 𝑦𝑗𝑛) · (𝑢* (𝑦𝑗𝑛))𝑚−1

]︁
ℎ (𝑦𝑗𝑛)

)︃2
⎫⎬⎭

1
2

≥

≥

⎧⎨⎩
𝑛∑︁

𝑖=1

(︃
𝑛∑︁

𝑗=1

𝛿
(𝑛)
𝑖𝑗 ℎ (𝑦𝑗𝑛)

)︃2
⎫⎬⎭

1
2

=

{︃
𝑛∑︁

𝑗=1

[ℎ (𝑦𝑗𝑛)]
2

}︃ 1
2

= ‖𝑝𝑛ℎ‖ .

2. Якщо 𝐾 (𝑥, 𝑦) · 𝑢𝑚(𝑦) > 0, тодi проведемо наступнi мiркування. Подамо
матрицю 𝐴𝑛 у виглядi рiзницi 𝐴𝑛 = 𝐸𝑛 − 𝐴𝑛, де 𝐸𝑛 — одинична матриця 𝑛-го
порядку, а 𝐴𝑛 — квадратна матриця з елементами

�̃�𝑖𝑗 = 𝑚𝛼𝑗𝑛𝐾 (𝑥𝑖𝑛, 𝑦𝑗𝑛) · [𝑢* (𝑦𝑗𝑛)]𝑚−1 , 𝑖, 𝑗 = 1, 𝑛.
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Для норм матриць справедлива нерiвнiсть ‖𝑇 ′
𝑛 (𝑝𝑛𝑢

*) 𝑝𝑛ℎ‖ =
⃦⃦⃦
𝐴𝑛 · (𝑝𝑛ℎ)𝑇

⃦⃦⃦
=

=
⃦⃦⃦
𝐸𝑛 · (𝑝𝑛ℎ)𝑇 − 𝐴𝑛 · (𝑝𝑛ℎ)𝑇

⃦⃦⃦
≥
⃒⃒⃒ ⃦⃦⃦

𝐸𝑛 · (𝑝𝑛ℎ)𝑇
⃦⃦⃦
−
⃦⃦⃦
𝐴𝑛 · (𝑝𝑛ℎ)𝑇

⃦⃦⃦ ⃒⃒⃒
. Знайдемо 𝑚𝑛,

для якого ⃒⃒⃒ ⃦⃦⃦
𝐸𝑛 · (𝑝𝑛ℎ)𝑇

⃦⃦⃦
−
⃦⃦⃦
𝐴𝑛 · (𝑝𝑛ℎ)𝑇

⃦⃦⃦ ⃒⃒⃒
≥ 𝑚𝑛

⃦⃦⃦
(𝑝𝑛ℎ)

𝑇
⃦⃦⃦
. (26)

Оцiнимо
⃦⃦⃦
𝐴𝑛 · (𝑝𝑛ℎ)𝑇

⃦⃦⃦
. За нерiвнiстю Кошi, використовуючи (23), отримаємо

⃦⃦⃦
𝐴𝑛 ·(𝑝𝑛ℎ)𝑇

⃦⃦⃦
=𝑚

⎧⎨⎩
𝑛∑︁

𝑖=1

(︃
𝑛∑︁

𝑗=1

[︀
𝛼𝑗𝑛𝐾 (𝑥𝑖𝑛, 𝑦𝑗𝑛)·[𝑢* (𝑦𝑗𝑛)]𝑚−1]︀·ℎ (𝑦𝑗𝑛))︃2

⎫⎬⎭
1
2

≤𝑚�̃�𝑛 ‖𝑝𝑛ℎ‖ .

Очевидно, що
⃦⃦⃦
𝐸𝑛 · (𝑝𝑛ℎ)𝑇

⃦⃦⃦
= ‖𝐸𝑛 · (𝑝𝑛ℎ)‖ = ‖𝑝𝑛ℎ‖ =

⃦⃦⃦
(𝑝𝑛ℎ)

𝑇
⃦⃦⃦
. Запишемо (26)

у виглядi двох нерiвностей:⃦⃦⃦
𝐸𝑛 · (𝑝𝑛ℎ)𝑇

⃦⃦⃦
−
⃦⃦⃦
𝐴𝑛 · (𝑝𝑛ℎ)𝑇

⃦⃦⃦
≥ 𝑚𝑛

⃦⃦⃦
(𝑝𝑛ℎ)

𝑇
⃦⃦⃦

⃦⃦⃦
𝐸𝑛 · (𝑝𝑛ℎ)𝑇

⃦⃦⃦
−
⃦⃦⃦
𝐴𝑛 · (𝑝𝑛ℎ)𝑇

⃦⃦⃦
≤ −𝑚𝑛

⃦⃦⃦
(𝑝𝑛ℎ)

𝑇
⃦⃦⃦ (27)

Якщо �̃�𝑛 <
1
𝑚
, тодi⃦⃦⃦

𝐸𝑛 · (𝑝𝑛ℎ)𝑇
⃦⃦⃦
−
⃦⃦⃦
𝐴𝑛 · (𝑝𝑛ℎ)𝑇

⃦⃦⃦
≥
(︁
1−𝑚�̃�𝑛

)︁ ⃦⃦⃦
(𝑝𝑛ℎ)

𝑇
⃦⃦⃦
. (28)

Якщо �̃�𝑛 >
1
𝑚
, тодi другу з нерiвностей (27) запишемо у виглядi⃦⃦⃦
𝐸𝑛 · (𝑝𝑛ℎ)𝑇

⃦⃦⃦
+𝑚𝑛

⃦⃦⃦
(𝑝𝑛ℎ)

𝑇
⃦⃦⃦
≤
⃦⃦⃦
𝐴𝑛 · (𝑝𝑛ℎ)𝑇

⃦⃦⃦
та використаємо

⃦⃦⃦
𝐴𝑛 · (𝑝𝑛ℎ)𝑇

⃦⃦⃦
≤ 𝑚�̃�𝑛 ‖𝑝𝑛ℎ‖. Звiдси

(1 +𝑚𝑛)
⃦⃦⃦
(𝑝𝑛ℎ)

𝑇
⃦⃦⃦
≤ 𝑚�̃�𝑛

⃦⃦⃦
(𝑝𝑛ℎ)

𝑇
⃦⃦⃦
,

тобто
𝑚𝑛 ≤ 𝑚�̃�𝑛 − 1. (29)

На основi нерiвностей (28) та (29) отримаємо, що в даному випадку𝑚𝑛=
⃒⃒⃒
𝑚�̃�𝑛−1

⃒⃒⃒
.

Доведемо твердження 2). Пiд похiдною 𝑇 ′′
𝑛

(︀
𝜉𝑛
)︀
розумiють сукупнiсть 𝑇 ′′

𝑛

(︀
𝜉𝑛
)︀
=

=
[︀
𝑉1𝑛
(︀
𝜉𝑛
)︀
, 𝑉2𝑛

(︀
𝜉𝑛
)︀
, . . . , 𝑉𝑛𝑛

(︀
𝜉𝑛
)︀ ]︀

, де 𝑉𝑘𝑛
(︀
𝜉𝑛
)︀
=
[︁

𝜕2𝑇𝑛𝑖

𝜕𝜉𝑘𝑛𝜕𝜉𝑗𝑛

]︁
, 𝑖, 𝑗, 𝑘 = 1, 𝑛,

а
⃦⃦
𝑇 ′′
𝑛

(︀
𝜉𝑛
)︀⃦⃦

=

{︂∑︀𝑛
𝑖=1

∑︀𝑛
𝑗=1

∑︀𝑛
𝑘=1

⃒⃒⃒
𝜕2𝑇𝑛𝑖

𝜕𝜉𝑘𝑛𝜕𝜉𝑗𝑛

⃒⃒⃒2}︂ 1
2

. Звiдси, враховуючи, що мiшанi

похiднi функцiй 𝑇𝑛𝑖
(︀
𝜉𝑛
)︀
, 𝑖 = 1, 𝑛, дорiвнюють нулю, використовуючи формулу

бiнома Ньютона та нерiвнiсть Кошi отримаємо:

⃦⃦
𝑇 ′′
𝑛

(︀
𝜉𝑛
)︀⃦⃦2 ≤ 𝑚2 · (𝑚− 1)2 ·

𝑛∑︁
𝑗=1

𝛼2
𝑗𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

𝐾
2
(𝑥𝑖𝑛, 𝑦𝑗𝑛) · [𝜉𝑗𝑛]2(𝑚−2) ≤
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≤ 𝑚2 · (𝑚− 1)2 ·
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

𝛼2
𝑗𝑛𝐾

2
(𝑥𝑖𝑛, 𝑦𝑗𝑛) ·

(︀
[(𝜉𝑗𝑛 − 𝑢* (𝑦𝑗𝑛)) + 𝑢* (𝑦𝑗𝑛)]

𝑚−2)︀2 =
= 𝑚2 (𝑚− 1)2

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝛼2
𝑗𝑛𝐾

2
(𝑥𝑖𝑛, 𝑦𝑗𝑛)·

(︃
𝑚−2∑︁
𝑙=0

𝐶 𝑙
𝑚−2 (𝜉𝑗𝑛 − 𝑢* (𝑦𝑗𝑛))

𝑚−2−𝑙 (𝑢* (𝑦𝑗𝑛))
𝑙

)︃2

≤

≤𝑚2 (𝑚−1)2
[︃

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝛼2
𝑗𝑛𝐾

2
(𝑥𝑖𝑛, 𝑦𝑗𝑛)·

𝑚−2∑︁
𝑙=0

(︁
𝐶 𝑙

𝑚−2 (𝑢
* (𝑦𝑗𝑛))

𝑙
)︁2

·
𝑚−2∑︁
𝑙=0

(𝜉𝑗𝑛−𝑢* (𝑦𝑗𝑛))2(𝑚−2−𝑙)

]︃
≤

≤𝑚2 (𝑚− 1)2
[︃

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝛼2
𝑗𝑛𝐾

2
(𝑥𝑖𝑛, 𝑦𝑗𝑛)·

𝑚−2∑︁
𝑙=0

(︁
𝐶 𝑙

𝑚−2 (𝑢
* (𝑦𝑗𝑛))

𝑙
)︁2

·
𝑚−2∑︁
𝑙=0

(︀
𝑟2
)︀𝑚−2−𝑙

]︃
,

оскiльки ∀𝑗=1, 𝑛 справедлива нерiвнiсть (𝜉𝑗𝑛− 𝑢*(𝑦𝑗𝑛))
2≤
∑︀𝑛

𝑖=1(𝜉𝑖𝑛− 𝑢*(𝑦𝑖𝑛))
2=𝑟2.

Лема доведена.
Наведемо теорему про iснування розв’язкiв системи (5) i збiжнiсть методу

переходу до системи (5).

Теорема 2. Нехай виконанi умови:
1) рiвняння (1) має розв’язок 𝑢* (𝑥) ∈ 𝐶 [0, 1];
2) квадратурний процес (2) збiгається, тобто 𝑟𝑛(𝑧) → 0 при 𝑛 → ∞ для

будь-якої функцiї 𝑧 (𝑥) ∈ 𝐶 [0, 1];
3) функцiя 𝐾 (𝑥, 𝑦) · 𝑢𝑚(𝑦) неперервна за всiма змiнними в областi Ω1 =

= {(𝑥, 𝑦, 𝑢)}: ‖𝑢− 𝑢*‖ ≤ 𝑟, а функцiя 𝑓(𝑥) неперервна на [0, 1];
4) оператор 𝑇 , визначений згiдно (8), двiчi неперервно диференцiйовний за

Фреше в кулi 𝑆(𝑢*, 𝑟) = {𝑢 ∈ 𝐶 [0, 1] : ‖𝑢− 𝑢*‖ ≤ 𝑟}, причому для операто-
ра 𝑇 ′

𝑛, визначеного згiдно (18), у точцi 𝑝𝑛𝑢
* справедливi нерiвностi (20);

5) на будь-якому елементi

𝜉𝑛 ∈ 𝑆𝑛 (𝑝𝑛𝑢
*, 𝑟) = 𝑝𝑛𝑆 (𝑢*, 𝑟) =

{︀
𝜉𝑛 ∈ 𝑚𝑛 :

⃦⃦
𝜉𝑛 − 𝑝𝑛𝑢

*⃦⃦ ≤ 𝑟
}︀

для оператора 𝑇 ′′
𝑛

(︀
𝜉𝑛
)︀
виконується нерiвнiсть (24).

Тодi справедливi твердження:
1) Оператори 𝑇 , 𝑇 ′, 𝑇𝑛, 𝑇 ′

𝑛, визначенi вiдповiдно формулами (8), (16), (15),
та (18), є цiлком неперервними вiдповiдно на кулях 𝑆 (𝑢*, 𝑟) i 𝑆𝑛 (𝑝𝑛𝑢

*, 𝑟),
причому послiдовнiсть операторiв 𝑇𝑛 :𝑆𝑛(𝑝𝑛𝑢

*, 𝑟)→𝑚𝑛𝑇 ′
𝑛 (𝑝𝑛𝑢

*)∈𝐿(𝑚𝑛,𝑚𝑛)
компактно апроксимують вiдповiдно оператори 𝑇 : 𝑆 (𝑢*, 𝑟) → 𝐶 [0, 1] та
𝑇 ′ (𝑢*) ∈ 𝐿 (𝐶 [0, 1] , 𝐶 [0, 1]).

2) Iснує така область 𝑑(𝑟) = (0, 𝑟0), де 𝑟0 (𝑟0 > 0) — корiнь рiвняння 𝑚𝑛−
−𝑁𝑛 (𝑝𝑛𝑢

*, 𝑟) · 𝑟 = 0, що для будь-якого 𝑟 ∈ 𝑑(𝑟) буде виконуватися нерiв-
нiсть

𝑚𝑛 −𝑁𝑛 (𝑝𝑛𝑢
*, 𝑟) · 𝑟 > 0. (30)

3) Для операторiв 𝑇𝑛, 𝑇
′
𝑛 в кулi 𝑆𝑛 (𝑝𝑛𝑢

*, 𝑟) вiрнi оцiнки, обчисленi в нормi
простору 𝑅𝑛:

‖𝑇𝑛 (𝑝𝑛𝑢*)‖ ≤

{︃
𝑛∑︁

𝑖=1

[︀
𝑟𝑛
(︀
𝐾 (𝑥𝑖𝑛, 𝑦) [𝑢 (𝑦)]

𝑚)︀]︀2}︃ 1
2

= 𝜂 (𝑛, 𝑢*) , (31)
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‖𝑇 ′
𝑛 (𝑝𝑛𝑢)‖ ≤𝑀𝑛 +𝑁𝑛 (𝑝𝑛𝑢

*, 𝑟) · 𝑟 =𝑀𝑛 (𝑝𝑛𝑢
*, 𝑟) , (32)

‖𝑇 ′
𝑛 (𝑝𝑛𝑢) 𝑝𝑛ℎ‖ ≥

[︀
𝑚𝑛 −𝑁𝑛 (𝑝𝑛𝑢

*, 𝑟) · 𝑟
]︀
‖𝑝𝑛ℎ‖ = �̃�𝑛 (𝑝𝑛𝑢

*, 𝑟) ‖𝑝𝑛ℎ‖ . (33)

4) Для будь-якого 𝑟 ∈ 𝑑(𝑟) знайдеться спiльне 𝑛𝑜 (𝑟), що при 𝑛 ≥ 𝑛𝑜 (𝑟)
будуть виконуватися умови

𝛾 (𝑟) =
𝜂 (𝑛, 𝑢*)𝑁𝑛 (𝑝𝑛𝑢

*, 𝑟)

�̃�2
𝑛 (𝑝𝑛𝑢

*, 𝑟)
< 1, (34)

2 · 𝜂 (𝑛, 𝑢*)
�̃�𝑛 (𝑝𝑛𝑢

*, 𝑟)
≤ 𝑟. (35)

5) При всiх 𝑛 ≥ 𝑛𝑜 (𝑟) система рiвнянь (5) має в кулi 𝑆𝑛 (𝑝𝑛𝑢
*, 𝑟) єдиний

розв’язок 𝜉
*
𝑛, що вiдповiдає розв’язку 𝑢* (𝑥) рiвняння (1), до якого, почи-

наючи з 𝑢0 = 𝜉
0

𝑛 = 𝑝𝑛𝑢
*, монотонно i сильно збiгається послiдовнiсть{︁

𝜉
𝑘

𝑛

}︁
, побудована згiдно (9) для системи (5), причому справедлива оцiнка

похибки ⃦⃦⃦
𝜉
*
𝑛 − 𝜉

𝑘

𝑛

⃦⃦⃦
≤ 𝜂 (𝑛, 𝑢*)

�̃�𝑛 (𝑝𝑛𝑢
*, 𝑟)

[︃
1− �̃�2

𝑛 (𝑝𝑛𝑢
*, 𝑟)

𝑀
2

𝑛 (𝑝𝑛𝑢
*, 𝑟)

(1− 𝛾 (𝑟))

]︃𝑘/2
. (36)

6) Будь-яка послiдовнiсть розв’язкiв
{︁
𝜉
𝑘

𝑛

}︁
збiгається при 𝑛 → ∞ за нор-

мою до елемента 𝑝𝑛𝑢
*, причому швидкiсть збiжностi характеризується

нерiвнiстю ⃦⃦⃦
𝜉
*
𝑛 − 𝑝𝑛𝑢

*
⃦⃦⃦
≤ 𝜂 (𝑛, 𝑢*)

�̃�𝑛 (𝑝𝑛𝑢
*, 𝑟)

. (37)

Доведення. Розглянемо рiвняння (1) та систему (5) вiдповiдно як опера-
торнi рiвняння (8), (15) у просторах 𝑚𝑛 та 𝐶 [0, 1]. Згiдно (3), (4) оператори
𝑇 : 𝑆 (𝑢*, 𝑟) → 𝐶 [0, 1] та 𝑇 𝑛 : 𝑆𝑛 (𝑝𝑛𝑢

*, 𝑟) → 𝑚𝑛 є цiлком неперервними на ку-
лях 𝑆 (𝑢*, 𝑟) i 𝑆𝑛 (𝑝𝑛𝑢

*, 𝑟). Доведемо, що по вiдношенню до зв’язуючих вiдобра-
жень 𝑝𝑛, заданих згiдно (6), послiдовнiсть операторiв 𝑇 𝑛 компактно апроксимує
оператор 𝑇 . Для цього перевiримо обидвi умови означення 5.1 [4]: 1) дiйсно,
∀𝑢 ∈ 𝑆 (𝑢*, 𝑟), використовуючи твердження 8.1 [4], на основi компактностi сiм’ї{︀
𝑧𝑥 (𝑦) = 𝐾 (𝑥, 𝑦) · [𝑢 (𝑦)]𝑚

}︀
, будемо мати:

1)
⃦⃦
𝑝𝑛𝑇𝑢−𝑇 𝑛𝑝𝑛𝑢

⃦⃦
= max

1≤𝑖≤𝑛

⃒⃒⃒⃒
⃒
∫︁ 1

0

𝐾 (𝑥𝑖𝑛, 𝑦)·[𝑢 (𝑦)]𝑚 𝑑𝑦 −
𝑛∑︁

𝑗=1

𝛼𝑗𝑛𝐾 (𝑥𝑖𝑛, 𝑦𝑗𝑛)·[𝑢 (𝑦𝑗𝑛)]𝑚
⃒⃒⃒⃒
⃒=

= max
1≤𝑖≤𝑛

⃒⃒
𝑟𝑛
(︀
𝐾 (𝑥𝑖𝑛, 𝑦)·[𝑢 (𝑦)]𝑚

)︀⃒⃒
→0 при 𝑛→ ∞;

2) для ∀𝜉𝑛=(𝜉1𝑛, 𝜉2𝑛,. . ., 𝜉𝑛𝑛) ∈ 𝑆𝑛 (𝑝𝑛𝑢
*, 𝑟) , згiдно умов(2), (3), враховуючи, що

𝑛∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗𝑛=𝛼=𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, на основi теореми Арцела послiдовнiсть
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𝑤𝑛 (𝑥)=
𝑛∑︁

𝑗=1

𝛼𝑗𝑛𝐾 (𝑥, 𝑦𝑗𝑛)·[𝜉𝑗𝑛]𝑚 − 𝑓 (𝑥) компактна в 𝐶 [0, 1] i 𝑝𝑛𝑤𝑛 (𝑥)=𝑇 𝑛𝜉𝑛.

Аналогiчно покажемо [4], що послiдовнiсть операторiв 𝑇 𝑛
′
(𝑝𝑛𝑢

*) компактно
апроксимує оператор 𝑇 ′ (𝑢*) ∈ 𝐿 (𝐶 [0, 1] , 𝐶 [0, 1]). На основi компактностi сiм’ї
функцiй

{︀
𝑧𝑥 (𝑦) = 𝑚𝐾 (𝑥, 𝑦) · [𝑢* (𝑦)]𝑚−1}︀ отримаємо

⃦⃦⃦
𝑝𝑛𝑇 ′ (𝑢*)− 𝑇

′

𝑛 (𝑝𝑛𝑢
*)
⃦⃦⃦
= max

1≤𝑖≤𝑛

⃒⃒⃒⃒
𝑚

∫︁ 1

0

𝐾 (𝑥𝑖𝑛, 𝑦) · [𝑢* (𝑦)]𝑚−1 𝑑𝑦−

−
𝑛∑︁

𝑗=1

𝛼𝑗𝑛𝐾 (𝑥𝑖𝑛, 𝑦𝑗𝑛) · [𝑢* (𝑦𝑗𝑛)]𝑚−1

⃒⃒⃒⃒
⃒ = 𝑚 · max

1≤𝑖≤𝑛

⃒⃒
𝑟𝑛
(︀
𝐾 (𝑥𝑖𝑛, 𝑦) · [𝑢* (𝑦)]𝑚−1)︀⃒⃒→ 0

при 𝑛 → ∞. Послiдовнiсть �̃�𝑛 (𝑢
* (𝑥)) = 𝑚

∑︀𝑛
𝑗=1 𝛼𝑗𝑛𝐾 (𝑥, 𝑦𝑗𝑛) · [𝑢* (𝑦𝑗𝑛)]𝑚−1 ком-

пактна в 𝐶 [0, 1] i 𝑝𝑛�̃�𝑛 (𝑢
* (𝑥)) = 𝑇 𝑛

′
(𝑝𝑛𝑢

*).
Покажемо, що iснує така область 𝑑(𝑟) = (0, 𝑟0), що 𝑚𝑛−𝑁𝑛 (𝑝𝑛𝑢

*, 𝑟) · 𝑟 > 0
для будь-якого 𝑟 ∈ 𝑑(𝑟). Дiйсно, перепишемо останню нерiвнiсть у виглядi
𝑁𝑛(𝑝𝑛𝑢

*, 𝑟) · 𝑟 − 𝑚𝑛 < 0. Функцiя 𝑓 (𝑟) = 𝑁𝑛 (𝑝𝑛𝑢
*, 𝑟) · 𝑟 − 𝑚𝑛 є зростаючою

i 𝑓 (𝑟) < 0 при 𝑟 = 0. Тодi знайдеться таке 𝑟0 ∈ (0,∞), що 𝑓 (𝑟0) = 0 i для
будь-якого 𝑟 ∈ (0, 𝑟0) = 𝑑(𝑟) буде справедлива нерiвнiсть 𝑓 (𝑟) < 0.

Мiркування при доведеннi твердження 3 аналогiчнi проведеним в [1], тому
в данiй роботi не наводяться.

Так як для довiльного 𝑟 ∈ (0, 𝑟0) виконується нерiвнiсть (30), тодi з умови
збiжностi квадратурного процесу (умова 2), можна стверджувати, що iснує таке
𝑛𝑜 (𝑟), починаючи з якого (при 𝑛 ≥ 𝑛𝑜 (𝑟)) при всiх 𝑛 система нерiвностей (34),
(35) буде сумiсною, а це означає, що для оператора 𝑇𝑛𝜉𝑛 виконуються всi умови
теореми 1, тобто система рiвнянь (5) в кулi 𝑆𝑛 (𝑝𝑛𝑢

*, 𝑟) має єдиний розв’язок

𝜉
*
𝑛, до якого, починаючи з 𝜉

0

𝑛 = 𝑝𝑛𝑢
* збiгається послiдовнiсть

{︁
𝜉
𝑘

𝑛

}︁
, побудована

згiдно (9) для системи (5) та справедливi оцiнки (36), (37). З нерiвностi (37)

випливає, що
⃦⃦⃦
𝜉
*
𝑛 − 𝑝𝑛𝑢

*
⃦⃦⃦

→ 0 при 𝑛 → ∞, а це означає збiжнiсть методу

переходу вiд рiвняння (1) до системи (5). Теорема доведена.
4. Iснування i єдинiсть розв’язку рiвняння (1). Припустимо, що iснує

𝑙 точних iзольованих розв’язкiв 𝜉*1𝑛, 𝜉
*
2𝑛, . . . , 𝜉

*
𝑙𝑛 системи (5), якi при деякому

фiксованому 𝑛 ≥ 𝑛𝑜 всi вони можуть бути знайденi, наприклад за допомогою
𝜀𝑠-алгоритму [5]. За цими розв’язками, згiдно (4), можна побудувати вiдповiднi
аналiтичнi розв’язки 𝑢*1𝑛, 𝑢

*
2𝑛, . . . , 𝑢

*
𝑙𝑛. Наступна теорема дає розв’язання задачi

знаходження для кожного 𝑣, 𝑣 (𝑥) = 𝑢*𝑖𝑛 (𝑖 = 1, 𝑙) таких значень радiуса 𝑟, якi
б у кулi 𝑆 (𝑣, 𝑟) =

{︀
𝑢 ∈ Ω : ‖𝑢− 𝑣‖ ≤ 𝑟

}︀
забезпечили виконання достатнiх умов

iснування єдиного розв’язку рiвняння (1) (теорема 1).

Теорема 3. Нехай виконанi умови:

1) функцiї 𝐾 (𝑥, 𝑦) · [𝑢 (𝑦)]𝑚 та 𝑓 (𝑥) належать простору 𝐶𝜒

[︀
Ω
]︀
, 𝜒 ≥ 3,

𝐶𝜒

[︀
Ω
]︀
⊂ 𝐿2 [0, 1];

2) при кожному фiксованому 𝑛 ≥ 𝑛𝑜 система рiвнянь (5) має розв’язок 𝜉
*
𝑛,

а вiдповiдний йому аналiтичний розв’язок 𝑣 = 𝑢*𝑛(𝑥) має вигляд (4).
Тодi справедливi наступнi твердження:
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1) норма нев’язки наближеного розв’язку 𝑣 iнтегрального рiвняння (1) задо-
вольняє нерiвнiсть

‖𝑇𝑣‖ ≤ ‖𝑟𝑛 (𝑣 (𝑦))‖ ≤ 𝑏𝑠 ·𝑄(𝑠), (38)

де 𝑏𝑠 — множник, незалежний вiд функцiї 𝐾(𝑥, 𝑦) · [𝑣(𝑦)]𝑚, свiй для кожної
квадратурної формули, а 𝑄(𝑠) задовольняє нерiвнiсть

max
0≤𝑥,𝑦≤1

⃒⃒⃒⃒
𝑑𝑠

𝑑𝑦𝑠
[︀
𝐾(𝑥, 𝑦) · [𝑣(𝑦)]𝑚

]︀ ⃒⃒⃒⃒
≤ 𝑄(𝑠); (39)

2) для будь-якого 𝑢 ∈ 𝑆 (𝑣, 𝑟) вiрнi оцiнки, обчисленi в нормi простору 𝐿2 [0, 1]

‖𝑇 ′ (𝑢)‖ ≤𝑀 +𝑁 (‖𝑣‖ , 𝑟) · 𝑟 =𝑀 (𝑣, 𝑟) , (40)

де
‖𝑇 ′ (𝑢)ℎ‖ ≥ [𝑚−𝑁 (‖𝑣‖ , 𝑟) · 𝑟] , ‖ℎ‖ = 𝑚 (𝑣, 𝑟) ‖ℎ‖ , (41)

а константа 𝜃 визначається iз нерiвностi{︂∫︁ 1

0

[︀
𝑣2 (𝑦)

]︀𝑚−2
𝑑𝑡

}︂ 1
2

≤ 𝜃

(︂∫︁ 1

0

𝑣2(𝑦)𝑑𝑦

)︂𝑚−2
2

;

‖𝑇 ′′ (𝑢)‖ ≤ 𝑁 (‖𝑣‖ , 𝑟) , (42)

де
𝑁 (‖𝑣‖ , 𝑟) = 𝑚(𝑚− 1)

⃦⃦
𝐾(𝑥, 𝑦)

⃦⃦
·

·𝜃

(︃
𝑟𝑚−2 +

𝑚−3∑︁
𝑖=1

(𝑚− 1− 𝑖) . . . (𝑚− 2)

𝑖!
‖𝑣‖𝑖 𝑟𝑚−2−𝑖 + ‖𝑣‖𝑚−2

)︃
, (43)

𝑀 =

{︃
(1 +𝑚2𝑀2

1 )
1
2 , якщо 𝐾(𝑥, 𝑦) [𝑣(𝑦)]𝑚−1 ≥ 0,

(1 + 2𝑚𝑀1 +𝑚2𝑀2
1 )

1
2 , якщо 𝐾(𝑥, 𝑦) [𝑣(𝑦)]𝑚−1 < 0,

(44)

𝑚𝑛 =

{︂
|1−𝑚𝑀1| , якщо 𝐾(𝑥, 𝑦) [𝑣(𝑦)]𝑚−1 > 0, 𝑀1 ̸= 1

𝑚

1, якщо 𝐾(𝑥, 𝑦) [𝑣(𝑦)]𝑚−1 ≤ 0,
(45)

𝑀1 =
⃦⃦⃦
𝐾

2
(𝑥, 𝑦) [𝑣(𝑦)]2(𝑚−1)

⃦⃦⃦
; (46)

3) скалярне рiвняння 𝑚 − 𝑁 (‖𝑣‖ , 𝑟) · 𝑟 = 0 має принаймнi один додатнiй
розв’язок 𝑅, при кожному фiксованому 𝑛 ≥ 𝑛0;

4) iснує таке 𝑛0 ≥ 𝑛0, що при 𝑛 ≥ 𝑛0 кожному розв’язку 𝑣 рiвняння (3) буде
вiдповiдати свiй iнтервал (𝑟1, 𝑟2) ⊂ [0,∞) змiни радiуса 𝑟 кулi 𝑆 (𝑣, 𝑟).
На цьому iнтервалi буде сумiсна система нерiвностей (12), (13) в якiй
𝜂 = 𝑟𝑛 (𝑣), а функцiї 𝑚 (𝑣, 𝑟) та 𝑁 (‖𝑣‖ , 𝑟) мають вигляд (43) та (45)
вiдповiдно;

5) рiвняння (1) має у кулi 𝑆 (𝑣, 𝑟), де 𝑟 ∈ (𝑟1, 𝑟2) єдиний розв’язок 𝑢* (𝑥), що
вiдповiдає даному 𝑣 (𝑥), до якого, починаючи з 𝑢0 (𝑥) = 𝑣 (𝑥), при 𝑘 → ∞
збiгається послiдовнiсть

{︀
𝑢𝑘 (𝑥)

}︀
, побудована згiдно (9) для оператора 𝑇 ,

причому справедлива нерiвнiсть⃦⃦
𝑢* (𝑥)− 𝑢𝑘 (𝑥)

⃦⃦
≤ 𝑏𝑠 ·𝑄(𝑠)

𝑚 (𝑣, 𝑟)

[︂
1− 𝑚2 (𝑣, 𝑟)

𝑀2 (𝑣, 𝑟)
(1− 𝛾 (𝑟))

]︂𝑘/2
; (47)
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6) апостерiорна оцiнка похибки, що характеризує близькiсть розв’язкiв 𝑢* (𝑥)
та 𝑣 (𝑥) вiдповiдно рiвнянь (1) та (3) визначається нерiвнiстю

‖𝑢* (𝑥)− 𝑣 (𝑥)‖ ≤ 𝑏𝑠 ·𝑄(𝑠)

𝑚 (𝑣, 𝑟)
. (48)

Доведення. Оскiльки 𝑣 = 𝑢*𝑛 (𝑥) є точним розв’язком рiвняння (3), то
𝑇𝑛𝑣 (𝑥) = 0. Звiдси, враховуючи вигляд оператора 𝑇 i збiжнiсть квадратурного
процесу (2), застосовуючи оцiнку залишкового члена, наведену в [5], одержимо:

‖𝑇𝑣‖≤‖𝑇𝑣 − 𝑇𝑛𝑣‖+‖𝑇𝑛𝑣‖=

⃦⃦⃦⃦
⃦
∫︁ 1

0

𝐾 (𝑥, 𝑦)·[𝑣 (𝑦)]𝑚 𝑑𝑦 −
𝑛∑︁

𝑗=1

𝛼𝑗𝑛𝐾 (𝑥, 𝑦𝑗𝑛)·[𝑣 (𝑦𝑗𝑛)]𝑚
⃦⃦⃦⃦
⃦=

= ‖𝑟𝑛 (𝑣 (𝑦))‖ ≤ 𝑏𝑠 ·𝑄(𝑠).

Доведемо, що для операторiв 𝑇 ′ (𝑢), 𝑇 ′′ (𝑢) в кулi 𝑆 (𝑣, 𝑟) виконуються оцiнки
(42)-(44). Використовуючи нерiвнiсть трикутника, формулу Лагранжа та вра-
ховуючи, що 𝑢 ∈ 𝑆 (𝑣, 𝑟), згiдно нерiвностi (44), де 𝑁 (‖𝑣‖ , 𝑟) має вигляд (45), та
оцiнки ‖𝑇 ′(𝑣)‖ ≤𝑀 , де𝑀 , визначена згiдно (46), справедливiсть яких доведена
в [2], отримаємо:

‖𝑇 ′ (𝑢)‖ ≤ ‖𝑇 ′ (𝑣)‖+ ‖𝑇 ′ (𝑢)− 𝑇 ′ (𝑣)‖ ≤

≤𝑀 +

⃦⃦⃦⃦∫︁ 1

0

𝑇 ′′ (𝑣 + 𝜏 (𝑢− 𝑣)) 𝑑𝜏 · (𝑢− 𝑣)

⃦⃦⃦⃦
≤𝑀 +𝑁 (‖𝑣‖ , 𝑟) · 𝑟 =𝑀 (‖𝑣‖ , 𝑟) .

Знайдемо значення 𝑚, для якого виконується нерiвнiсть ‖𝑇 ′ (𝑣)ℎ‖ ≥ 𝑚 ‖ℎ‖.
Нехай 𝐾 (𝑥, 𝑦) · [𝑣 (𝑦)]𝑚−1 ≤ 0. Тодi

‖𝑇 ′ (𝑣)ℎ‖ =

⃦⃦⃦⃦
ℎ (𝑥)−𝑚

∫︁ 1

0

𝐾 (𝑥, 𝑦) · [𝑣 (𝑦)]𝑚−1 ℎ (𝑦) 𝑑𝑦

⃦⃦⃦⃦
≥ ‖ℎ (𝑦)‖ .

Нехай 𝐾 (𝑥, 𝑦) · [𝑣 (𝑦)]𝑚−1 > 0. Вiдомо, що⃦⃦⃦⃦
ℎ (𝑥)−𝑚

∫︁ 1

0

𝐾 (𝑥, 𝑦) · [𝑣 (𝑦)]𝑚−1 ℎ (𝑦) 𝑑𝑦

⃦⃦⃦⃦
≥

≥
⃒⃒⃒⃒
‖ℎ‖ −

⃦⃦⃦⃦
𝑚

∫︁ 1

0

𝐾 (𝑥, 𝑦) · [𝑣 (𝑦)]𝑚−1ℎ (𝑦) 𝑑𝑦

⃦⃦⃦⃦⃒⃒⃒⃒
≥ 𝑚 ‖ℎ‖ .

Запишемо останню нерiвнiсть у виглядi двох еквiвалентних нерiвностей:

‖ℎ‖ −𝑚
⃦⃦⃦∫︀ 1

0
𝐾 (𝑥, 𝑦) · [𝑣 (𝑦)]𝑚−1 ℎ (𝑦) 𝑑𝑦

⃦⃦⃦
≥ 𝑚 · ‖ℎ‖

‖ℎ‖ −𝑚
⃦⃦⃦∫︀ 1

0
𝐾 (𝑥, 𝑦) · [𝑣 (𝑦)]𝑚−1 ℎ (𝑦) 𝑑𝑦

⃦⃦⃦
≤ −𝑚 · ‖ℎ‖

(49)

Використовуючи формулу Кошi-Буняковського та позначення (48), будемо ма-
ти:⃦⃦⃦⃦∫︁ 1

0

𝐾 (𝑥, 𝑦) · [𝑣 (𝑦)]𝑚−1 ℎ (𝑦) 𝑑𝑦

⃦⃦⃦⃦2
=

∫︁ 1

0

(︂∫︁ 1

0

𝐾 (𝑥, 𝑦) · [𝑣 (𝑦)]𝑚−1 ℎ (𝑦) 𝑑𝑦

)︂2

𝑑𝑥 ≤
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≤
∫︁ 1

0

∫︁ 1

0

𝐾
2
(𝑥, 𝑦)·[𝑣 (𝑦)]2(𝑚−1)𝑑𝑦𝑑𝑥·‖ℎ‖2=

⃦⃦⃦
𝐾 (𝑥, 𝑦)·[𝑣 (𝑦)](𝑚−1)

⃦⃦⃦2
·‖ℎ‖2=𝑀2

1·‖ℎ‖
2. (50)

Якщо 𝑀1 <
1
𝑚
, тодi

(1−𝑚𝑀1) ‖ℎ‖ ‖ℎ‖ −𝑚

⃦⃦⃦⃦∫︁ 1

0

𝐾 (𝑥, 𝑦) · [𝑣 (𝑦)]𝑚−1 ℎ (𝑦) 𝑑𝑦

⃦⃦⃦⃦
≥

≥ ‖ℎ‖ −𝑚
⃦⃦
𝐾 (𝑥, 𝑦) · [𝑣 (𝑦)]𝑚−1

⃦⃦
· ‖ℎ‖ = (1−𝑚𝑀1) ‖ℎ‖ ,

тобто перша з нерiвностей (49) виконується при 𝑚 = 1−𝑚𝑀1.
Розглянемо другу з нерiвностей (49), яку запишемо у виглядi

(1 +𝑚) ‖ℎ‖ ≤ 𝑚

⃦⃦⃦⃦∫︁ 1

0

𝐾 (𝑥, 𝑦) · [𝑣 (𝑦)]𝑚−1 ℎ (𝑦) 𝑑𝑦

⃦⃦⃦⃦
,

та застосуємо оцiнку (50). Будемо мати: (1 +𝑚) ‖ℎ‖ ≤ 𝑚𝑀1 ‖ℎ‖, тобто друга з
нерiвностей (49) виконується при 𝑚 ≤ 𝑚𝑀1−1, якщо𝑀1 >

1
𝑚
. Звiдси випливає,

що 𝑚 = |1−𝑚𝑀1|. Тодi, згiдно нерiвностi трикутника, враховуючи що

‖𝑇 ′ (𝑣)− 𝑇 ′ (𝑢)‖ ≤
⃦⃦⃦⃦∫︁ 1

0

𝑇 ′′ (𝑣 + 𝜏 (𝑢− 𝑣)) 𝑑𝜏 · (𝑢− 𝑣)

⃦⃦⃦⃦
≤

≤
∫︁ 1

0

‖𝑇 ′′ (𝑣 + 𝜏 (𝑢− 𝑣))‖ 𝑑𝜏 · ‖𝑢− 𝑣‖ ≤ 𝑁 (‖𝑣‖ , 𝑟) · 𝑟,

отримаємо

‖𝑇 ′ (𝑢)ℎ‖ ≥ ‖𝑇 ′ (𝑣)ℎ‖ − ‖(𝑇 ′ (𝑣)− 𝑇 ′ (𝑢))ℎ‖ ≥ 𝑚 ‖ℎ‖ − ‖𝑇 ′ (𝑣)− 𝑇 ′ (𝑢)‖ ‖ℎ‖ ≥

≥ [𝑚−𝑁 (‖𝑣‖ , 𝑟) · 𝑟] ‖ℎ‖ .

Доведемо справедливiсть твердження 3. Позначимо 𝑓 (𝑟) = 𝑁 (‖𝑣‖ , 𝑟) ·𝑟−𝑚.
Враховуючи вигляд функцiї 𝑁 (‖𝑣‖ , 𝑟), 𝑓 (𝑟) — зростаюча (при 𝑟 > 0), причому
𝑓 (𝑟) < 0 при 𝑟 = 0. Тому знайдеться таке 𝑅 > 0, що 𝑓

(︀
𝑅
)︀
= 0, тобто 𝑅 є

коренем рiвняння 𝑚−𝑁 (‖𝑣‖ , 𝑟) · 𝑟 = 0.
Для доведення тверджень 4-6 вiдмiтимо, що кожному фiксованому 𝑛 ≥ 𝑛0

буде вiдповiдати своя множина розв’язкiв 𝑣 (𝑥) = 𝑢*𝑖𝑛 (𝑥), 𝑖 = 1, 𝑙. Для кожного
такого 𝑛 ≥ 𝑛0 i вiдповiдного йому розв’язку 𝑣 (𝑥) iснує свiй iнтервал сумiсностi
системи нерiвностей (12), (13). Це випливає iз збiжностi квадратурного процесу
(𝑟𝑛 (𝑣) → 0 при 𝑛 → ∞), а функцiї 𝑚 (𝑣, 𝑟) та 𝑁 (‖𝑣‖ , 𝑟) залежать вiд 𝑟. Отже,
знайдуться такi фiксованi 𝑛 ≥ 𝑛0 i вiдповiднi їм 𝑣 (𝑥), що iснує iнтервал (𝑟1, 𝑟2) i
для всiх 𝑟 ∈ (𝑟1, 𝑟2) буде виконуватися система нерiвностей (12), (13), а значення
𝑟1 та 𝑟2 визначаються шляхом розв’язання вказаної системи. Звiдси випливає,
що в кулi 𝑆 (𝑣, 𝑟), де 𝑟 ∈ (𝑟1, 𝑟2) виконанi всi умови теореми 1, що означає iсну-
вання єдиного розв’язку 𝑢* (𝑥) ∈ 𝑆 (𝑣, 𝑟) рiвняння (1), збiжнiсть послiдовностi{︀
𝑢𝑘 (𝑥)

}︀
, побудованої згiдно (9) та справедливiсть апостерiорних оцiнок (49),

(50). Теорема доведена.
5. Висновки. В данiй роботi наведено спосiб побудови аналiтичних розв’язкiв

нелiнiйного iнтегрального рiвняння зi степеневою нелiнiйнiстю та знаходження
областi єдиностi кожного розв’язку. Цими областями є замкненi кулi, центрами
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яких i є точнi чи наближенi розв’язки апроксимацiйних рiвнянь, а радiуси зна-
ходять, використовуючи достатнi умови теореми iснування i єдиностi розв’язку
та збiжностi iтерацiйного методу мiнiмальних похибок.
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Mamay L. M. About the construction of approximate isolated solutions of nonlin-
ear integral equations with power nonlinearity.

This paper is devoted to questions of the global approximate solving of nonlinear inte-
gral equations with nonlinear degree. The elements of general theory of the approximate
methods for the class of the nonlinear integral equations (NIE) with nonlinear degree were
applied. To designing sequence of approximated equations a quadrature formula was used.
Direct and return theorems were formulated and proved for this class of NIE, which reflect
interrelation between exact and sequence of approximated equations in sense of existence
of solution and their conformity.
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