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ГОМОМОРФIЗМИ ЛIНIЙНИХ ГРУП, ЩО МIСТЯТЬ
НОРМАЛЬНI ПIДГРУПИ ЕЛЕМЕНТАРНИХ ТРАНСВЕКЦIЙ

У статтi розглядаються розширенi i стандартнi описи гомоморфiзмiв груп 𝐸 (𝑛,𝑅) ⊆
⊆ 𝐺 ⊆ 𝐺𝐿 (𝑛,𝑅), 𝑛 ≥ 2 над асоцiативними кiльцями 𝑅 з 1.

Показано, що гомоморфiзми з умовою (*) групи 𝐸 (𝑛,𝑅) � 𝐺 ⊆ 𝐺𝐿 (𝑛,𝑅), 𝑛 ≥ 4
над асоцiативними кiльцями 𝑅 з 1 мають розширено стандартний опис, а при деяких
обмеженнях стандартний опис на групах 𝐺 i 𝐸 (𝑛,𝑅).

В роботi також описуються гомоморфiзми з умовою (*) групи 𝐸 (𝑛,𝑅) ⊆ 𝐺 ⊆
𝐺𝐿 (𝑛,𝑅), 𝑛 ≥ 4, що вiдображають її у групу 𝐺𝐿 (𝑚,𝐾), 𝑚 ≥ 2, якi є мономорфiзмами
(зокрема такими є iзоморфiзми) або 𝐸 (𝑛,𝐾) ⊆ Λ𝐸 (𝑛,𝑅) над асоцiативними кiльцями
𝑅 i 𝐾 з 1.

Показано, що такi гомоморфiзми допускають стандартний опис на групi 𝐸 (𝑛,𝑅).

Ключовi слова: асоцiативнi кiльця з 1, гомоморфiзми з умовою (*), розширенi i
стандартнi описи гомоморфiзмiв лiнiйних груп.

1. Вступ. Cтаття присвячена вивченню гомоморфiзмiв матричних груп, якi мi-
стять пiдгрупи елементарних трансвекцiй над асоцiативними кiльцями
з 1.

Вводиться поняття стандартного опису гомоморфiзмiв матричних груп над
асоцiативними кiльцями з 1. Розглядається гомоморфiзм Λ0 групи 𝐺𝐿 (𝑛,𝑅) у
групу автоморфiзмiв 𝐺𝐿 (𝑊 ) лiвого (необов’язково вiльного) K -модуля W над
довiльними асоцiативними кiльцями R i K з 1, який визначається за правилом

Λ0 (𝑥) = 𝑔−1
[︀
𝛿 (𝑥) 𝑒+ 𝜈(𝑥)−1 (1− 𝑒) + 𝑒1

]︀
𝑔, 𝑥 ∈ 𝐺𝐿 (𝑛,𝑅) ,

де L i P – лiвi К -модулi, 𝑔 : 𝑊 → 𝐿⊕ · · · ⊕ 𝐿⏟  ⏞  
𝑛

⊕𝑃 – iзоморфiзм K -модулiв, 𝛿 –

кiльцевий гомоморфiзм i 𝜈 – кiльцевий антигомоморфiзм кiльця 𝑅𝑛, iндукова-
нi кiльцевим гомоморфiзмом 𝛿 : 𝑅 → 𝐸𝑛𝑑𝐿 i кiльцевим антигомоморфiзмом
𝜈 : 𝑅 → 𝐸𝑛𝑑𝐿 вiдповiдно в кiльце (𝐸𝑛𝑑𝐿)𝑛, 1 – одиниця i e – центральний
iдемпотент кiльця 𝐸𝑛𝑑𝐿, a 𝑒1 – одиниця кiльця 𝐸𝑛𝑑𝑃 , яка ортогональна з еле-
ментами кiльця 𝐸𝑛𝑑𝐿.

За означенням гомоморфiзм Λ :𝐺→𝐺𝐿 (𝑊) групи 𝐸(𝑛,𝑅)⊆𝐺⊆𝐺𝐿(𝑛,𝑅)
допускає стандартний опис на групi 𝐸 (𝑛,𝑅), якщо Λ збiгається з Λ0 на цiй
групi.
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Будемо казати, що гомоморфiзм Λ :𝐺→𝐺𝐿(𝑊) групи 𝐸(𝑛,𝑅)⊆𝐺⊆𝐺𝐿(𝑛,𝑅)
допускає розширено стандартний опис на групi 𝐺, якщо iснує гомоморфiзм 𝛾 :
𝐺→ 𝐺𝐿 (𝑊 ) такий, що Λ (𝑔) = 𝛾 (𝑔)Λ0 (𝑔), 𝑔 ∈ 𝐺, де 𝑒 – центральний iдемпотент
кiльця 𝐸𝑛𝑑𝐿 i елементи групи 𝛾 (𝐺) попарно комутують з елементами групи
Λ0 (𝐺).

Якщо при цьому елементи групи 𝛾 (𝐺) попарно комутують з елементами
всiєї групи Λ (𝑔), то будемо казати, що Λ допускає стандартний опис на групi
𝐺.

У данiй статтi робиться опис гомоморфiзмiв з умовою (*) групи 𝐸 (𝑛,𝑅)�
� 𝐺 ⊆ 𝐺𝐿 (𝑛,𝑅), 𝑛 ≥ 4 над асоцiативними кiльцями R з 1. Показано, що вони
допускають розширено стандартний опис на групi G, а в окремих випадках
стандартний опис на групi G.

Гомоморфiзми з умовою (*) групи 𝐸 (𝑛,𝑅) ⊆ 𝐺 ⊆ 𝐺𝐿 (𝑛,𝑅), 𝑛 ≥ 4 над
довiльними асоцiативними кiльцями R з 1 описанi в [1, 3, 4]. Вони допускають
стандартний опис на пiдгрупi 𝐸 (𝑛,𝑅).

У зв’язку з цим виникає природне запитання про дiю таких гомоморфiзмiв
на всiй групi G. У загальному випадку ця задача повнiстю не розв’язана, хоча
iснує багато окремих випадкiв для яких це можна зробити. Для вiдповiдi на по-
ставлене запитання використовуються спiввiдношення мiж елементами групи G
i елементами її пiдгрупи 𝐸 (𝑛,𝑅). У всiх вiдомих випадках у тiй або iншiй формi
використовується те, що пiдгрупа 𝐸 (𝑛,𝑅) є нормальною пiдгрупою групи G. У
данiй статтi робиться опис гомоморфiзмiв з умовою (*) пiдгруп повної лiнiйної
групи над асоцiативними кiльцями, в яких пiдгрупи елементарних трансвекцiй
є нормальними.

В роботi також описуються гомоморфiзми з умовою (*) групи 𝐸 (𝑛,𝑅) ⊆ 𝐺 ⊆
⊆ 𝐺𝐿 (𝑛,𝑅), 𝑛 ≥ 4 у групу 𝐺𝐿 (𝑚,𝐾), 𝑚 ≥ 2, якi є мономорфiзмами або образи
групи 𝐸 (𝑛,𝑅) яких мiстять пiдгрупу 𝐸 (𝑚,𝐾) над асоцiативними кiльцями 𝑅
i 𝐾 з 1.

Показано, що такi гомоморфiзми допускають стандартний опис на групi
𝐸 (𝑛,𝑅), в якому 𝑃 = 0.

2. Загальнi поняття i твердження. Нехай V i W – лiвi K-модулi, 𝑔 :
𝑊 → 𝑉 iзоморфiзм K -модулiв, 𝑉 = 𝑔𝑊 . Iзоморфiзм 𝑖𝑔 : 𝐺𝐿 (𝑊 ) → 𝐺𝐿 (𝑉 )
називається внутрiшнiм iзоморфiзмом, якщо вiн iндукується iзоморфiзмом 𝑔
за правилом 𝑖𝑔 (𝑥) = 𝑔𝑥𝑔−1, де x – довiльний елемент групи 𝐺𝐿 (𝑊 ).

Твердження 1. Iзоморфiзм 𝑔 iндукує iзоморфiзм

𝑔−1 : 𝑉 → 𝑊, 𝑖𝑔−1 : 𝐺𝐿 (𝑉 ) → 𝐺𝐿 (𝑊 )

i мають мiсце рiвностi 𝑖𝑔𝑖𝑔−1 = 1, 𝑖𝑔−1𝑖𝑔 = 1, 𝑖𝑔−1 = (𝑖𝑔)
−1.

Доведення випливає iз означення внутрiшнього iзоморфiзма.
Нехай R – асоцiативне кiльце з 1, 𝑅* – група оборотних елементiв кiльця

R, 𝑅𝑛 – кiльце матриць 𝑛 × 𝑛 над R, 𝑛 ≥ 2, 𝐺𝐿 (𝑛, 𝑅) = 𝑅*
𝑛 – повна лiнiйна

(матрична) група оборотних 𝑛× 𝑛 матриць над кiльцем R.
Означення 1. Вiдображення 𝛿 кiльця R в асоцiативне кiльце 𝑅1 з 1 нази-

вається кiльцевим гомоморфiзмом, якщо 𝛿 (0) = 0,

𝛿 (𝑟1 + 𝑟2) = 𝛿 (𝑟1) + 𝛿 (𝑟2) , 𝛿 (𝑟1𝑟2) = 𝛿 (𝑟1) 𝛿 (𝑟2)

для довiльних елементiв 𝑟1, 𝑟2 кiльця R.
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Означення 2. Вiдображення 𝜈 кiльця R в асоцiативне кiльце 𝑅1 з 1 на-
зивається кiльцевим антигомоморфiзмом, якщо 𝜈 (0) = 0,

𝜈 (𝑟1 + 𝑟2) = 𝜈 (𝑟1) + 𝜈 (𝑟2) , 𝜈 (𝑟1𝑟2) = 𝜈 (𝑟1) 𝜈 (𝑟2)

для довiльних елементiв 𝑟1, 𝑟2 кiльця R.
Якщо 𝛿 : 𝑅 → 𝑅1 – кiльцевий гомоморфiзм i 𝜈 : 𝑅1 → 𝑅2 – кiльцевий

антигомоморфiзм, то 𝜈𝛿 : 𝑅 → 𝑅2 є кiльцевим антигомоморфiзмом. Аналогiчно,
якщо 𝜈 : 𝑅 → 𝑅1 – кiльцевий антигомоморфiзм i 𝛿 : 𝑅1 → 𝑅2 – кiльцевий
гомоморфiзм, то 𝛿𝜈 : 𝑅 → 𝑅2 є кiльцевим антигомоморфiзмом.

Означення 3. Нехай 𝑅0 означає кiльце R у якому задана операцiя мно-
ження за правилом 𝑥 ∘ 𝑦 = 𝑦𝑥, де x, y – довiльнi елементи кiльця R. Кiльце
𝑅0 називається опозитом кiльця R.

Вiдображення 𝜈0 : 𝑅 → 𝑅0, задане за правилом 𝜈0 (𝑟) = 𝑟, 𝑟 ∈ 𝑅, є кiльцевим
антигомоморфiзмом 𝑅 в 𝑅0.

Якщо 𝛿 : 𝑅 → 𝑅1 – кiльцевий гомоморфiзм, 𝜈0 : 𝑅1 → 𝑅0
1 – кiльцевий

антигомоморфiзм, то 𝜈0𝛿 : 𝑅 → 𝑅0
1 – кiльцевий антигомоморфiзм. I, навпаки.

Якщо 𝛿 : 𝑅 → 𝑅1 – кiльцевий антигомоморфiзм, 𝜈0 : 𝑅1 → 𝑅0
1 – кiльцевий

антигомоморфiзм, то 𝜈0𝛿 : 𝑅 → 𝑅0
1 – кiльцевий гомоморфiзм.

Звуження кiльцевого гомоморфiзму на мультиплiкативну групу кiльця по-
роджує груповий гомоморфiзм, а кiльцевий антигомоморфiзм породжує групо-
вий антигомоморфiзм мультиплiкативної групи кiльця.

Груповий антигомоморфiзм породжує груповий гомоморфiзм, якщо кожно-
му елементу групи поставити у вiдповiднiсть елемент, який обернений до його
антигомоморфного образу.

Кiльцевий гомоморфiзм 𝛿 :𝑅→𝑅1 iндукує кiльцевий гомоморфiзм 𝛿 :𝑅𝑛 →
→ (𝑅1)𝑛 за правилом 𝛿 (𝑟𝑖𝑗) = (𝛿𝑟𝑖𝑗), де 𝑟𝑖𝑗 ∈ 𝑅, 1 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 𝑛.

Кiльцевий антигомоморфiзм 𝜈 : 𝑅 → 𝑅1 iндукує кiльцевий антигомомор-
фiзм 𝜈 : 𝑅𝑛 → (𝑅1)𝑛 за правилом 𝜈 (𝑟𝑖𝑗) = (𝜈𝑟𝑗𝑖) = т (𝜈𝑟𝑖𝑗), де т – означає
класичне транспонування.

Зокрема, кiльцевий гомоморфiзм 𝛿 : 𝑅 → 𝑅1 iндукує груповий гомоморфiзм
𝛿 : 𝐺𝐿 (𝑛,𝑅) → 𝐺𝐿 (𝑛,𝑅1) за правилом 𝛿𝑔 =

(︀
𝛿𝑔
)︀
, 𝑔 ∈ 𝐺𝐿 (𝑛,𝑅), а кiльцевий

антигомоморфiзм 𝜈 : 𝑅 → 𝑅1 груповий гомоморфiзм 𝜈 : 𝐺𝐿 (𝑛,𝑅) → 𝐺𝐿 (𝑛,𝑅1)
за правилом 𝜈𝑔 = (𝜈𝑔)−1, 𝑔 ∈ 𝐺𝐿 (𝑛,𝑅).

Гомоморфiзми 𝛿 i 𝜈 прийнято називати кiльцевим i контраградiєнтним го-
моморфiзмами. Вони отримуються замiною елементiв матриць групи 𝐺𝐿 (𝑛,𝑅)
на їх образи вiдносно гомоморфiзмiв 𝛿 i 𝜈 вiдповiдно.

Нехай 1 – одиниця, e – iдемпотент кiльця 𝑅1 i 𝑒1 – деякий iдемпотент, який
ортогональний з елементами кiльця 𝑅1. Вiдображення Λ𝑒 групи 𝐺𝐿 (𝑛,𝑅) ви-
значається за правилом

Λ𝑒 (𝑥) = 𝛿𝑥𝑒+ 𝜈𝑥−1 (1− 𝑒) + 𝑒1, 𝑥 ∈ 𝐺𝐿 (𝑛,𝑅)

i є гомоморфiзмом групи 𝐺𝐿 (𝑛,𝑅) у групу 𝑑𝑖𝑎𝑔 (𝐺𝐿 (𝑛,𝑅1) , 1), якщо iдемпотент
е комутує з елементами кiлець 𝛿𝑅, 𝜈𝑅.

Гомоморфiзм Λ𝑒 прийнято називати контраградiєнтно-кiльцевим гомомор-
фiзмом.

Нехай R i K – асоцiативнi кiльця з 1,W – лiвий (не обов’язково вiльний) K -
модуль, L та P – лiвi K -модулi, 𝑔 : 𝑊 → 𝐿⊕ · · · ⊕ 𝐿⏟  ⏞  

𝑛

⊕𝑃 – iзоморфiзм K -модулiв,
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𝛿 – кiльцевий гомоморфiзм i 𝜈 – кiльцевий антигомоморфiзм кiльця 𝑅𝑛, iндуко-
ванi кiльцевим гомоморфiзмом 𝛿 : 𝑅 → 𝐸𝑛𝑑𝐿 i кiльцевим антигомоморфiзмом
𝜈 : 𝑅 → 𝐸𝑛𝑑𝐿 вiдповiдно в кiльце (𝐸𝑛𝑑𝐿)𝑛, 1 – одиниця i e – iдемпотент кiль-
ця 𝐸𝑛𝑑𝐿, a 𝑒1 – одиниця кiльця 𝐸𝑛𝑑𝑃 , яка ортогональна з елементами кiльця
𝐸𝑛𝑑𝐿.

Вiдображення Λ0 групи 𝐺𝐿 (𝑛,𝑅) визначається за правилом

Λ0 (𝑥) = 𝑔−1
[︀
𝛿 (𝑥) 𝑒+ 𝜈(𝑥)−1 (1− 𝑒) + 𝑒1

]︀
𝑔, 𝑥 ∈ 𝐺𝐿 (𝑛,𝑅)

i є гомоморфiзмом групи𝐺𝐿 (𝑛,𝑅) у групу 𝑔−1𝑑𝑖𝑎𝑔 (𝐺𝐿 (𝑛,𝐸𝑛𝑑𝐿) , 1) 𝑔 ⊆ 𝐺𝐿 (𝑊 ),
якщо e комутує з елементами кiлець 𝛿𝑅, 𝜈𝑅.

Одиничний елемент i центральний iдемпотент е кiльця 𝐸𝑛𝑑𝐿 породжують
одиничний елемент i центральний iдемпотент 𝑒 · 1 кiльця (𝐸𝑛𝑑𝐿)𝑛, якi також
будемо позначати 1 i буквою е вiдповiдно.

Якщо 𝑃 = 0, то iдемпотент 𝑒1 вiдсутнiй. Якщо в Λ𝑒 кiльце 𝑅1 є кiльцем
𝐸𝑛𝑑𝐿, то Λ0 (𝑥) = 𝑔−1Λ𝑒 (𝑥) 𝑔, де 𝑥 ∈ 𝐺𝐿 (𝑛,𝑅). Таким чином Λ0 = 𝑖𝑔−1 Λ𝑒.

Позначимо через 𝑒𝑖𝑗 матрицю кiльця 𝑅𝑛, у якої на мiсцi (𝑖, 𝑗) стоїть одиниця,
а на iнших мiсцях нулi. Очевидно, що 𝑒𝑖𝑗𝑒𝑘𝑙 = 𝛿𝑗𝑘𝑒𝑖𝑙, де 𝛿𝑗𝑘 – символ Кронекера.
Одиничну матрицю кiльця 𝑅𝑛 будемо позначати 1 або Е.

Означення 4. Елементи 𝑡𝑖𝑗 (𝑟) = 1+𝑟𝑒𝑖𝑗, де 𝑟 ∈ 𝑅, 1 ≤ 𝑖 ̸= 𝑗 ≤ 𝑛, 𝑒𝑖𝑗– стан-
дартна матрична одиниця, будемо називати елементарними трансвекцiями,
а дiагональнi елементи 𝑑𝑖 = 1 − 2𝑒𝑖𝑖, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, елементарними iнволюцiями,
трансвекцiї 𝑡𝑖𝑗 (1) будемо називати одиничними елементарними трансвекцiя-
ми.

Оскiльки 𝛿 i 𝜈 – кiльцевi гомоморфiзм i антигомоморфiзм вiдповiдно, то
𝛿 (1) = 1, 𝜈 (1) = 1 i вiдображення Λ0 на одиничних елементарних трансвекцiях
має вигляд

Λ0𝑡𝑖𝑗 (1) = 𝑔−1 [𝑡𝑖𝑗 (1) 𝑒+ 𝑡𝑗𝑖 (−1) (1− 𝑒) + 𝑒1] 𝑔, 1 ≤ 𝑖 ̸= 𝑗 ≤ 𝑛.

Нехай 𝐸 (𝑛,𝑅) – пiдгрупа групи 𝐺𝐿 (𝑛,𝑅), яка породжена всiма елементар-
ними трансвекцiями 𝑡𝑖𝑗 (𝑟) = 1 + 𝑟𝑒𝑖𝑗, 𝑟 ∈ 𝑅, 1 ≤ 𝑖 ̸= 𝑗 ≤ 𝑛.

Означення 5. У довiльнiй групi G елемент [𝑔1, 𝑔2] = 𝑔1𝑔2𝑔
−1
1 𝑔−1

2 будемо на-
зивати комутатором елементiв 𝑔1, 𝑔2, а елемент [𝑔1, . . . , 𝑔𝑡] = [[𝑔1, . . . , 𝑔𝑡−1] , 𝑔𝑡]
– комутатором довжини t елементiв 𝑔1, . . . , 𝑔𝑡 групи G, де 𝑡 > 2.

Мають мiсце рiвностi 𝑑2𝑘 = 1, 𝑑𝑘𝑒𝑖𝑗𝑑
−1
𝑘 = −𝑒𝑖𝑗, якщо 𝑖 ̸= 𝑗, 𝑘 ∈ {𝑖, 𝑗}. В iнших

випадках 𝑑𝑘 комутує з 𝑒𝑖𝑗. Тому [𝑑𝑘, 𝑡𝑖𝑗 (𝑟)] = 𝑡𝑖𝑗 (−2𝑟), якщо 𝑘 ∈ {𝑖, 𝑗}, 𝑟 ∈ 𝑅. В
рештi випадкiв 𝑑𝑘 комутує з 𝑡𝑖𝑗 (𝑟).

Безпосередньою перевiркою встановлюється, що має мiсце
Твердження 2. Виконуються наступнi матричнi комутаторнi формули

[𝑡𝑖𝑘 (𝑟1) , 𝑡𝑙𝑗 (𝑟2)] = 𝑡𝑖𝑗 (𝛿𝑘𝑙𝑟1𝑟2) ,

де 1 ≤ 𝑘 ̸= 𝑖, 𝑖 ̸= 𝑗, 𝑙 ̸= 𝑗 ≤ 𝑛 – довiльнi числа, 𝛿𝑘𝑙 – символ Кронекера, 𝑟1, 𝑟2 –
довiльнi елементи кiльця R. Зокрема, [𝑡𝑖𝑘 (𝑟) , 𝑡𝑘𝑗 (1)] = 𝑡𝑖𝑗 (𝑟), [𝑡𝑖𝑘 (𝑟) , 𝑡𝑘𝑗 (1)] =
= 𝑡𝑖𝑗 (𝑟), де 1 ≤ 𝑖, 𝑗, 𝑘 ≤ 𝑛 – попарно рiзнi довiльнi натуральнi числа, 𝑟 ∈ 𝑅.

Нехай 𝐾0 – оппозит кiльця K. Як вiдмiчалось вище вiдображення 𝜈 : 𝐾 →
𝐾0, яке визначається за правилом 𝜈0 (𝑘) = 𝑘, є антиiзоморфiзмом кiлець K i𝐾0,
𝜈20 = 1. Антиiзоморфiзм 𝜈0 прийнято називати елементарним антиiзоморфiзмом.
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Довiльний антиiзоморфiзм 𝜈 = 𝜈0 (𝜈0𝜈) є добутком кiльцевого гомоморфiзму
𝜈0𝜈 i елементарного антиiзоморфiзму 𝜈0.

Вiдмiтимо, що кiльцевий гомоморфiзм 𝛿 : 𝑅 → 𝐾 iндукує кiльцевий гомо-
морфiзм 𝛿 : 𝑅 → 𝐾𝑒, де е – центральний iдемпотент кiльця K, який також
будемо позначати через 𝛿. Аналогiчно кiльцевi антигомоморфiзми 𝜈 : 𝑅 → 𝐾,
𝜈0 : 𝐾 → 𝐾 iндукують кiльцевi антигомоморфiзми 𝜈 : 𝑅 → 𝐾 (1− 𝑒), 𝜈0 : 𝐾 →
𝐾 (1− 𝑒), якi також будемо позначати 𝜈 i 𝜈0 вiдповiдно.

У цих позначеннях сума 𝛿 + 𝜈0𝜈 кiльцевих гомоморфiзмiв 𝛿 i 𝜈0𝜈 є кiльцевим
гомоморфiзмом i її можна позначати через 𝛿. Гомоморфiзм Λ𝑒 в такому разi
дiє за правилом

Λ𝑒𝑥 = 𝛿 (𝑥) 𝑒+ 𝜈0
(︀
𝛿 (𝑥)

)︀−1
(1− 𝑒) + 𝑒1,

де x – довiльна матриця групи 𝐺𝐿 (𝑛,𝑅), e – iдемпотент, який комутує з еле-
ментами кiльця 𝛿𝑅, а 𝑒1 – iдемпотент, який ортогональний з елементами кiльця
𝛿𝑅.

Надалi, будемо вважати, що гомоморфiзм Λ𝑒 визначений саме в такий спосiб.
Зокрема,

Λ𝑒𝑡𝑖𝑗 (𝑟) = 𝑡𝑖𝑗 (𝛿𝑟) 𝑒+ 𝑡𝑗𝑖 (−𝜈0𝛿𝑟) (1− 𝑒) + 𝑒1,

де r – довiльний елемент кiльця R, e – iдемпотент, який комутує, а 𝑒1 – iдем-
потент, який ортогональний з елементами кiльця 𝛿𝑅.

Антиiзоморфiзм 𝜈0 : 𝐾 → 𝐾0 iндукує антиiзоморфiзм 𝜈0 : 𝐾𝑛 → (𝐾0)𝑛 i,
як наслiдок, антиiзоморфiзм 𝜈0 груп 𝐺𝐿 (𝑛,𝐾) i 𝐺𝐿 (𝑛,𝐾0). Останнiй прийня-
то називати елементарно-контраградiєнтним. Вiн утворюється iз нетотожнього
(єдиного) автоморфiзма графа типу 𝐴𝑛, що зберiгає кути, тобто який пару (𝑖, 𝑗)
вiдображає у пару (𝑗, 𝑖).

Аналогiчно кiльцевий гомоморфiзм 1 : 𝐾𝑛 → 𝐾𝑛 утворюється з тотожнього
вiдображення 𝐾 → 𝐾 i тотожнього автоморфiзма графа типу 𝐴𝑛, який, зро-
зумiло, зберiгає кути графа.

Таким чином, з точнiстю до внутрiшнього iзоморфiзму i кiльцевого гомомор-
фiзму, пiд стандартними неодиничними гомоморфiзмами алгебраїчної групи ти-
пу 𝐴𝑛, розумiють пов’язанi з iдемпотентами 𝑒 i (1− 𝑒) гомоморфiзми (тотожний
i контраградiєнтний), якi iндукованi автоморфiзмами графа, що зберiгають йо-
го кути.

Нагадаємо, що систему центральних ортогональних iдемпотентiв кiльця на-
зивають повною, якщо їх сума дорiвнює одиницi.

Тому у бiльш загальнiй ситуацiї стандартними вважають тi неодиничнi го-
моморфiзми алгебраїчної групи, якi, з точнiстю до внутрiшнього iзоморфiзму
i кiльцевого гомоморфiзму, при вiдповiдних iдемпотентах повної системи цен-
тральних ортогональних iдемпотентiв утворюють гомоморфiзми алгебраїчної
групи, якi породженi автоморфiзмами графа, що зберiгають його кути.

Гомоморфiзми такого типу можна вважати стандартними навiть над до-
вiльними асоцiативними кiльцями з одиницями. У бiльш широкому розумiннi
поняття стандартних гомоморфiзмiв запропонував Ж. Тiтс [11].

Подiбним чином влаштованi гомоморфiзми груп Шевалльє над комутатив-
ними кiльцями з 1. Найбiльш iстотнi результати в цьому напрямку отриманi
Р. Стейнбергом [12], Дж. Є. Хамфрi [13], Є. Абе [14], О. I. Бунiною [15].

Нехай Λ : 𝐺 → 𝐺𝐿 (𝑊 ) – гомоморфiзм з умовою (*), який з точнiстю до

Роздiл 1: Математика i статистика
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iзоморфiзму визначає розклад модуля W у пряму суму n iзоморфних мiж со-
бою пiдмодулiв, якi iзоморфнi модулю L i деякого пiдмодуля, який iзоморфний
модулю P,𝑊𝑔 = 𝐿⊕ · · · ⊕ 𝐿⏟  ⏞  

𝑛

⊕𝑃 , де L береться n раз i 𝑔 : 𝑊 → 𝑊𝑔 – вiдповiдний

iзоморфiзм. Внутрiшнiй iзоморфiзм 𝑖𝑔 : 𝐺𝐿 (𝑊 ) → 𝐺𝐿 (𝑊𝑔) у цьому випадку
будемо позначати Λ𝑔.

За означенням Λ0=Λ−1
𝑔 Λ𝑒. У [1,3] доведено, що Λ𝑔Λ=Λ𝑒. Тому Λ=Λ−1

𝑔 Λ𝑒=Λ0

на групi 𝐸 (𝑛,𝑅) вiдносно кiльцевого гомоморфiзма 𝛿 : 𝑅 → 𝐸𝑛𝑑𝐿 i централь-
ного iдемпотента 𝑒 кiльця 𝐸𝑛𝑑𝐿.

3. Означення розширено стандартного i стандартного описiв гомо-
морфiзмiв.

Означення 6. Нехай R – асоцiативне кiльце з 1. Будемо казати, що го-
моморфiзм Λ : 𝐺 → 𝐺𝐿 (𝑊 ) групи 𝐸 (𝑛,𝑅) ⊆ 𝐺 ⊆ 𝐺𝐿 (𝑛,𝑅) допускає стан-
дартний опис на групi 𝐸 (𝑛,𝑅), якщо Λ збiгається з Λ0 на цiй групi i е –
центральний iдемпотент кiльця 𝐸𝑛𝑑𝐿.

Означення 7. Нехай R – асоцiативне кiльце з 1. Будемо казати, що гомо-
морфiзм Λ : 𝐺 → 𝐺𝐿 (𝑊 ) групи 𝐸 (𝑛,𝑅) ⊆ 𝐺 ⊆ 𝐺𝐿 (𝑛,𝑅) допускає розширено
стандартний опис на групi G, якщо iснує гомоморфiзм 𝛾 : 𝐺 → 𝐺𝐿 (𝑊 ) та-
кий, що Λ (𝑥) = 𝛾 (𝑥)Λ0 (𝑥), 𝑥 ∈ 𝐺, е – центральний iдемпотент кiльця 𝐸𝑛𝑑𝐿 i
елементи групи 𝛾 (𝐺) попарно комутують з елементами групи Λ0 (𝐺). Якщо
при цьому елементи групи 𝛾 (𝐺) попарно комутують з елементами групи
Λ (𝐺), то будемо казати, що Λ допускає стандартний опис на групi G.

Зауважимо, що якщо Λ допускає стандартний опис на групi 𝐸 (𝑛,𝑅) ⊆ 𝐺 ⊆
𝐺𝐿 (𝑛,𝑅), то 𝛾 (𝐺) – комутативна група i Λ збiгається з Λ0 на групi 𝐸 (𝑛,𝑅). Це
випливає з рiвностi

Λ𝑡𝑖𝑗 (𝑟) = [Λ𝑡𝑖𝑘 (𝑟) ,Λ𝑡𝑘𝑗 (1)] =
[︀
𝛾 (𝑡𝑖𝑘 (𝑟))Λ0𝑡𝑖𝑘 (𝑟) , 𝛾 (𝑡𝑘𝑗 (1))Λ0𝑡𝑘𝑗 (1)

]︀
=

= [Λ0𝑡𝑖𝑘 (𝑟) ,Λ0𝑡𝑘𝑗 (1)] = Λ0𝑡𝑖𝑗 (𝑟) ,

де 1 ≤ 𝑖, 𝑗, 𝑘 ≤ 𝑛 – рiзнi числа, 𝑟 ∈ 𝑅.
Тому означення 7 стандартного опису гомоморфiзмiв на групi 𝐸 (𝑛,𝑅) ⊆

𝐺 ⊆ 𝐺𝐿 (𝑛,𝑅) цiлком узгоджується iз означенням 6.
4. Гомоморфiзми з умовою (*). Розглянемо гомоморфiзми з умовою (*)

пiдгруп групи 𝐺𝐿 (𝑛,𝑅), 𝑛 ≥ 4 над асоцiативними кiльцями R з 1, якi мiстять
нормальну пiдгрупу 𝐸 (𝑛,𝑅). Зокрема це так, якщо R – довiльне комутативне
кiльце з 1 [16].

Означення 8. Будемо казати, що гомоморфiзм Λ задовольняє умову (*),
якщо для довiльного ненульового нiльпотентного елемента 𝑚 ∈ 𝐸𝑛𝑑𝑊 , 𝑚2=0
iснують натуральнi числа 𝑠1 i 𝑠2, якi оборотнi в K i 𝐴 ∈ 𝐺 такi, що Λ𝐴=
= 1 + 𝑠1𝑚 i з рiвностi Λ𝐴 · Λ𝐵 = Λ𝐵 · Λ𝐴, 𝐵 ∈ 𝐺 випливає, що 𝐴𝑠2𝐵 = 𝐵𝐴𝑠2.

Зауважимо, що коли мова йде про нiльпотентний елемент m, то передбача-
ється, що вiн iснує. Тому гомоморфiзми з умовою (*) є неодиничними.

Iзоморфiзми задовольняють умову (*), якщо покласти 𝑠1 = 𝑠2 = 1 i скори-
статися тим, що 1 +𝑚 є оборотним елементом.

Якщо в означеннi гомоморфiзма з умовою (*) Λ𝐴 комутує iз скiнченною
кiлькiстю елементiв Λ𝐵𝑖, 𝐵𝑖 ∈ 𝐺, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑡, то iснує натуральне число 𝑠2,
яке оборотне в K таке, що 𝐴𝑠2 комутує з 𝐵1, . . . , 𝐵𝑡. Аналогiчно доводиться, що
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замiсть одного елемента 𝐴 ∈ 𝐺 можна розглядати скiнченну кiлькiсть елементiв
групи G.

Вiдмiтимо, що якщо гомоморфiзм Λ0 задовольняє умову (*), то кiльця 𝛿𝑅 i
𝜈𝑅 спiвпадають з кiльцем 𝐸𝑛𝑑𝐿.

5. Гомоморфiзми з умовою (*) груп, якi мiстять нормальну пiдгру-
пу елементарних трансвекцiй.

Теорема 1. Нехай R i K – асоцiативнi кiльця з 1, W – лiвий K-модуль,
𝐸 (𝑛,𝑅) � 𝐺 ⊆ 𝐺𝐿 (𝑛,𝑅), 𝑛 ≥ 4, Λ : 𝐺 → 𝐺𝐿 (𝑊 ) – довiльний гомоморфiзм з
умовою (*). Тодi Λ допускає розширено стандартний опис на групi G.

Якщо комутант 𝐺′ = 𝐸 (𝑛,𝑅), то Λ допускає стандартний опис на групi
G.

Доведення.Нехай h – довiльний елемент групиG. За умовою група𝐸 (𝑛,𝑅),
𝑛 ≥ 3 є нормальною пiдгрупою групи G. Тому

ℎ𝑡𝑖𝑗 (𝑟)ℎ
−1 =

∏︁
𝑡𝑘𝑙 (𝑟𝑘𝑙),

де ℎ ∈ 𝐺, 1 ≤ 𝑖 ̸= 𝑗 ≤ 𝑛, 𝑟 ∈ 𝑅, 𝑟𝑘𝑙 ∈ 𝑅 i добуток береться по 1 ≤ 𝑘 ̸= 𝑙 ≤ 𝑛.
Як доведено в [3, 4] iснує iзоморфiзм 𝑔 : 𝑊 → 𝑊𝑔, 𝑊𝑔 = 𝐿⊕ · · · ⊕ 𝐿⏟  ⏞  

𝑛

⊕𝑃

такий, що Λ збiгається з Λ0 на пiдгрупi 𝐸 (𝑛,𝑅) групи G. Тому

ΛℎΛ𝑡𝑖𝑗 (𝑟)Λℎ
−1 = Λ

(︀
ℎ𝑡𝑖𝑗 (𝑟)ℎ

−1
)︀
=

=
∏︁

Λ𝑡𝑘𝑙 (𝑟𝑘𝑙) =
∏︁

Λ0𝑡𝑘𝑙 (𝑟𝑘𝑙) = Λ0

(︀
ℎ𝑡𝑖𝑗 (𝑟)ℎ

−1
)︀
= Λ0 (ℎ)Λ𝑡𝑖𝑗 (𝑟) (Λ0 (ℎ))

−1.

Тим самим доведено, що елементи 𝛾 (ℎ) = Λ0(ℎ)
−1Λ (ℎ) комутують iз елемен-

тами Λ𝑡𝑖𝑗 (𝑟), а елементи Λ𝑔𝛾 (ℎ) комутують iз елементами Λ𝑔Λ𝑡𝑖𝑗 (𝑟) = Λ𝑒𝑡𝑖𝑗 (𝑟)
для всiх 1 ≤ 𝑖 ̸= 𝑗 ≤ 𝑛 i 𝑟 ∈ 𝑅. Зрозумiло, що 𝛾 – вiдображення групи G у групу
𝐺𝐿 (𝑊 ) i Λ (ℎ) = Λ0 (ℎ) 𝛾 (ℎ), ℎ ∈ 𝐺.

Розглянемо вiдображення 𝜒 : 𝐺→ 𝐺𝐿 (𝑊𝑔), яке задане за правилом 𝜒 (ℎ) =
Λ𝑔𝛾 (ℎ) для всiх ℎ ∈ 𝐺. Оскiльки елементи 𝜒 (ℎ) комутують iз елементами
Λ𝑔Λ𝑡𝑖𝑗 (𝑟) = Λ𝑒𝑡𝑖𝑗 (𝑟), то для всiх 1 ≤ 𝑖 ̸= 𝑗 ≤ 𝑛, 𝑟 ∈ 𝑅 має мiсце рiвнiсть

𝜒 (ℎ) (𝑡𝑖𝑗 (𝛿𝑟) 𝑒+ 𝑡𝑗𝑖 (−𝜈0𝛿𝑟) (1− 𝑒) + 𝑒1) =

= (𝑡𝑖𝑗 (𝛿𝑟) 𝑒+ 𝑡𝑗𝑖 (−𝜈0𝛿𝑟) (1− 𝑒) + 𝑒1)𝜒 (ℎ) .

З неї випливає, що 𝜒 (ℎ) комутує з формальними матрицями

𝑑𝑖𝑎𝑔 ((𝛿𝑟𝑒𝑖𝑗) 𝑒− (𝛿𝑟𝑒𝑗𝑖) (1− 𝑒) , 0)

для всiх 1 ≤ 𝑖 ̸= 𝑗 ≤ 𝑛, 𝑟 ∈ 𝑅. Тому

𝜒 (ℎ) = 𝜒1 (ℎ) 𝑒+ 𝜒2 (ℎ) (1− 𝑒) + 𝜒3 (ℎ) 𝑒1,

де 𝜒1 (ℎ) i 𝜒2 (ℎ) – формальнi скалярнi матрицi, якi комутують iз 𝛿𝑟 для всiх
𝑟 ∈ 𝑅.

Оскiльки Λ – гомоморфiзм iз умовою (*), то 𝛿𝑟 = 𝐸𝑛𝑑𝐿 i 𝜒1 (ℎ), 𝜒2 (ℎ) мiс-
тяться в центрi кiльця (𝐸𝑛𝑑𝐿)𝑛. Тому елементи 𝜒 (ℎ) попарно комутують iз
елементами

Λ𝑒 (ℎ1) = 𝛿 (ℎ1) 𝑒+ 𝜈0

(︁
𝛿 (ℎ1)

−1
)︁
(1− 𝑒) + 𝑒1

Роздiл 1: Математика i статистика



ГОМОМОРФIЗМ ЛIНIЙНИХ ГРУП . . . 75

для довiльних елементiв h i ℎ1 групи G. Отже, елементи 𝜒 (𝐺) попарно комуту-
ють iз елементами групи Λ𝑒 (𝐺), а елементи Λ𝑔−1𝜒 (𝐺) = 𝛾 (𝐺) попарно комуту-
ють iз елементами групи Λ𝑔−1Λ𝑒 (𝐺) = Λ0 (𝐺). Оскiльки Λ, Λ0 – гомоморфiзми
групи G i Λ (ℎ) = 𝛾 (ℎ)Λ0 (ℎ), ℎ ∈ 𝐺, то 𝛾 є гомоморфiзмом групи G. Тим самим
доведено, що Λ допускає розширено стандартний опис на групi G.

Зрозумiло, що в такому разi вiдображення 𝜒 : 𝐺 → 𝐺𝐿 (𝑊𝑔) є гомоморфi-
змом групи G. Тому вiдображення 𝜒3 : 𝐺 → 𝐺𝐿 (𝑃 ) також є гомоморфiзмом
групи G. З рiвностi 𝜒3𝐸 (𝑛,𝑅) = 1 випливає, що гомоморфiзм 𝜒3 iндукує гру-
повий гомоморфiзм 𝜒3 : 𝐺/𝐸 (𝑛,𝑅) → 𝐺𝐿 (𝑃 ).

Якщо комутант 𝐺′ групи G мiститься в групi 𝐸 (𝑛,𝑅), то група 𝐺/𝐸 (𝑛,𝑅)
– комутативна. Це означає, що елементи 𝜒3 (ℎ) i 𝜒3 (ℎ1), а значить i елементи
𝜒 (ℎ) i 𝜒 (ℎ1), а також елементи 𝛾 (ℎ) i 𝛾 (ℎ1) комутують для всiх елементiв ℎ i
ℎ1 групи G.

Тим самим доведено, що 𝛾 (𝐺) – комутативна група, елементи якої попарно
комутують з елементами Λ (𝐺). Тому Λ допускає стандартний опис на групi G.

З комутаторних формул випливає
Твердження 3. Нехай G – група, яка породжена групою оборотних дiаго-

нальних матриць 𝐷 (𝑛,𝑅) i групою 𝐸 (𝑛,𝑅). Тодi комутант групи G збiгає-
ться iз групою 𝐸 (𝑛,𝑅).

Згiдно з теоремою 1 гомоморфiзми з умовою (*) групи 𝐷 (𝑛,𝑅) · 𝐸 (𝑛,𝑅),
𝑛 ≥ 4 над асоцiативними кiльцями R з 1 допускають стандартний опис на цiй
групi. Зокрема, якщо R – локальне кiльце, то група 𝐺 (𝑛,𝑅), 𝑛 ≥ 2 збiгається
iз групою 𝐷 (𝑛,𝑅) · 𝐸 (𝑛,𝑅).

Вiдмiтимо, що якщо в теоремi 1 𝑃 = 0, то Λ також допускає стандартний
опис на групi G. Адже, в цьому випадку елементи груп 𝛾 (𝐺) i Λ (𝐺) попарно
комутують мiж собою.

Означення 9.Нехай R – асоцiативне кiльце з 1, 𝐺 – пiдгрупа групи 𝐺 (𝑛,𝑅),
𝑛 ≥ 2. Автоморфiзм Λ групи 𝐺 називається гомотетiєю, якщо iснує гомомор-
фiзм 𝛾 : 𝐺 → 𝜉(𝑅)* такий, що Λ (𝑔) = 𝛾 (𝑔) 𝑔 для всiх 𝑔 ∈ 𝐺, де 𝜉 (𝑅) – центр
кiльця R.

6. Автоморфiзми лiнiйних i проективних груп над комутативними
кiльцями.

Теорема 2. Нехай R – комутативне кiльце з 1, 𝐸 (𝑛,𝑅) ⊆ 𝐺 ⊆ 𝐺𝐿 (𝑛,𝑅),
𝑛 ≥ 3. Тодi довiльний автоморфiзм групи G є добутком стандартних авто-
морфiзмiв: внутрiшнього, кiльцевого (розширено-кiльцевого при 𝑛 = 3), кон-
траградiєнтного i гомотетiї.

Доведення. Згiдно з теоремою 1 опис автоморфiзмiв Λ групи 𝐸 (𝑛,𝑅) ⊆
𝐺⊆ 𝐺𝐿 (𝑛,𝑅), з точнiстю до стандартних автоморфiзмiв: внутрiшнього, розши-
рено-кiльцевого, контраградiєнтного зводиться до випадку, коли Λ|𝐸(𝑛,𝑅)=1.

Враховуючи, що 𝐸 (𝑛,𝑅) нормальна пiдгрупа групи 𝐺𝐿 (𝑛,𝑅) одержуємо,
що Λ (𝑔) 𝑒Λ (𝑔)−1 = Λ (𝑔𝑒𝑔−1) = 𝑔𝑒𝑔−1 для довiльних 𝑔 ∈ 𝐺 i 𝑒 ∈ 𝐸 (𝑛,𝑅). Отже,
елементи 𝛾 (𝑔) = 𝑔−1Λ (𝑔) комутують iз усiма елементами групи 𝐸 (𝑛,𝑅) i тому
є скалярними матрицями.

Тим самим, доведено, що Λ (𝑔) = 𝛾 (𝑔) 𝑔 для всiх 𝑔 ∈ 𝐺, де 𝛾 – гомоморфiзм
групи G у групу 𝑅*. Отже, Λ – гомотетiя.

Багато теорем про гомоморфiзми матричних груп над кiльцями мають мiсце
i у випадку проективних груп [8, 17]. Нагадаємо, що згiдно з означенням, якщо
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G –пiдгрупа групи 𝐺𝐿 (𝑛,𝑅), то 𝑃𝐺 = 𝐺/𝐺
⋂︀

𝜉𝐺𝐿(𝑛,𝑅) – проективна група, де
𝜉𝐺𝐿 (𝑛,𝑅) – центр групи 𝐺𝐿 (𝑛,𝑅). У роботi [5] доведено, що над комутативни-
ми кiльцями R i K з 1 iзоморфiзми Λ : 𝑃𝐺→ 𝑃𝐻, де 𝐸 (𝑛,𝑅) ⊆ 𝐺 ⊆ 𝐺𝐿 (𝑛,𝑅),
𝑛 ≥ 3, 𝐸 (𝑚,𝐾) ⊆ 𝐻 ⊆ 𝐺𝐿 (𝑚,𝐾), 𝑚 ≥ 3 є добутком стандартних iзоморфiзмiв
(при 𝑛 = 𝑚 = 3 в розширеному сенсi).

Зокрема, якщо R – комутативне кiльце з 1 i Λ – автоморфiзм групи 𝑃𝐺,
𝐸 (𝑛,𝑅) ⊆ 𝐺 ⊆ 𝐺𝐿 (𝑛,𝑅), 𝑛 ≥ 3, то Λ iндукує автоморфiзм групи 𝑃𝐸 (𝑛,𝑅),
який є стандартним у розширеному сенсi i продовжується до автоморфiзму гру-
пи 𝑃𝐺. Тому, з точнiстю до стандартних автоморфiзмiв, можна вважати, що
автоморфiзм Λ є тотожним на групi 𝑃𝐸 (𝑛,𝑅). Як i вище, доводиться, що Λ –
гомотетiя. Це означає, що автоморфiзм Λ з точнiстю до стандартних автомор-
фiзмiв є тотожним на групi 𝑃𝐺.

Зрозумiло, що вищенаведенi мiркування придатнi i у тих випадках, коли
𝐸 (𝑛,𝑅)�𝐺 ⊆ 𝐺𝐿 (𝑛,𝑅), 𝑛 ≥ 2 i Λ – автоморфiзм групи 𝑃𝐺, який тотожний на
групi 𝑃𝐸 (𝑛,𝑅) над довiльним асоцiативним кiльцем R з 1. Як i вище, тодi Λ –
тотожний автоморфiзм на всiй групi 𝑃𝐺. Iнформацiя про кiльця R, для яких
група 𝐸 (𝑛,𝑅) є нормальною пiдгрупою в групi 𝐺𝐿 (𝑛,𝑅), викладена в [10].

Однак, розраховувати на те, що з тотожностi автоморфiзму Λ групи 𝑃𝐺,
𝐸 (𝑛,𝑅) ⊆ 𝐺 ⊆ 𝐺𝐿 (𝑛,𝑅) на пiдгрупi 𝑃𝐸 (𝑛,𝑅) випливає тотожнiсть авто-
морфiзму Λ на всiй групi 𝑃𝐺 над довiльним асоцiативним кiльцем R з 1, не
доводиться. Адже, як випливає iз роботи В.М. Герасiмова [18] iснують асоцiа-
тивнi кiльця R з 1 над якими група 𝐸 (𝑛,𝑅) не є нормальною пiдгрупою групи
𝐺𝐿 (𝑛,𝑅) i iснують нетотожнi автоморфiзми групи 𝑃𝐺𝐿 (𝑛,𝑅), якi тотожнi на
всiй групi 𝑃𝐸 (𝑛,𝑅).

Однак, клас асоцiативних кiлець R з 1 для яких з тотожностi автоморфiзмiв
групи 𝑃𝐺, 𝐸 (𝑛,𝑅) ⊆ 𝐺 ⊆ 𝐺𝐿 (𝑛,𝑅) на пiдгрупi 𝑃𝐸 (𝑛,𝑅) випливає їхня тото-
жнiсть на всiй групi 𝑃𝐺, досить широкий. Як випливає iз робiт I. З. Голубчика
i О. В. Мiхальова [6], I. З. Голубчика [9] це вiрно, якщо R – є 𝑃𝐼-кiльцем або R
є двостороннiм порядком у регулярному в змiстi Ноймана кiльцi.

Iзоморфiзми матричних груп 𝐺𝐿 (𝑛,𝑅), 𝑛 ≥ 4 в групу 𝐺𝐿 (𝑚,𝐾), 𝑚 ≥ 2 над
асоцiативними кiльцями 𝑅 i 𝐾 з 1 описав I. З. Голубчик [9]. Виявилося, що вони
допускають стандартний опис на групi 𝐸 (𝑛,𝑅).

7. Гомоморфiзми з умовою (*) в частинних випадках. Нехай 𝑅 i 𝐾
– асоцiативнi кiльця з 1, 𝐸 (𝑛,𝑅) ⊆ 𝐺 ⊆ 𝐺𝐿 (𝑛,𝑅), 𝑛 ≥ 4, Λ : 𝐺 → 𝐺𝐿 (𝑚,𝐾) ≡
𝐺𝐿 (𝑊 ) гомоморфiзм з умовою (*), 𝑊 – лiвий 𝐾-модуль розмiру 𝑚.

Нехай 𝐶1 – пiдгрупа групи 𝐸 (𝑛,𝑅), яка породжена одиничними елементар-
ними трансвекцiями 𝑡𝑖𝑛 (1), 1 ≤ 𝑖 < 𝑛, 𝑡𝑛𝑗 (1), 1 < 𝑗 < 𝑛, а 𝐶2 – пiдгрупа гру-
пи 𝐸 (𝑛,𝑅), яка породжена одиничними елементарними трансвекцiями 𝑡𝑖𝑛 (1),
1 < 𝑖 < 𝑛, 𝑡𝑛𝑗 (1), 1 ≤ 𝑗 < 𝑛.

Нехай С – пiдгрупа групи 𝐸 (𝑛,𝑅), яка породжена одиничними елементар-
ними трансвекцiями 𝑡𝑖𝑗 (1), 1 ≤ 𝑖 ̸= 𝑗 ≤ 𝑛.

Виконується таке твердження.
Твердження 4. Централiзатори 𝐶𝐺 (𝐶1) i 𝐶𝐺 (𝐶2) збiгаються з центра-

лiзатором 𝐶𝐺 (𝐶) i складаються iз скалярних (не обов’язково попарно кому-
тативних) матриць групи 𝐺.

Доведення отримується безпосередньою перевiркою, яка випливає iз ви-
гляду централiзаторiв матричних одиниць.

Роздiл 1: Математика i статистика



ГОМОМОРФIЗМ ЛIНIЙНИХ ГРУП . . . 77

Теорема 3. Нехай R i K – асоцiативнi кiльця з 1, 𝐸 (𝑛,𝑅) ⊆ 𝐺 ⊆ 𝐺𝐿 (𝑛,𝑅),
𝑛 ≥ 4, 𝑊 – лiвий вiльний K-модуль, 𝑑𝑖𝑚𝑊 = 𝑚, 𝑚 ≥ 2, Λ : 𝐺 → 𝐺𝐿 (𝑊 ) ≡
𝐺𝐿 (𝑚,𝐾) – гомоморфiзм з умовою (*). Якщо Λ є мономорфiзмом (такими є
iзоморфiзми) або 𝐸 (𝑛,𝐾) ⊆ Λ𝐸 (𝑛,𝑅), то Λ допускає стандартний опис на
групi 𝐸 (𝑛,𝑅) в якому пiдмодуль 𝑃 = 0.

Доведення. Згiдно з роботами [3, 4] гомоморфiзми з умовою (*) мають
стандартний опис на групi 𝐸 (𝑛,𝑅). Це означає, що iснує iзоморфiзм 𝑔 : 𝑊 →
𝑊𝑔, де 𝑊𝑔 = 𝐿⊕ · · · ⊕ 𝐿⏟  ⏞  

𝑛

⊕𝑃 такий, що 𝐿 ̸= 0, 𝛿 : 𝑅 → 𝐸𝑛𝑑𝐿 – епiморфiзм i

Λ𝑡𝑖𝑗 (𝑟) = 𝑔−1 (𝑡𝑖𝑗 (𝛿𝑟) 𝑒+ 𝑡𝑗𝑖 (−𝜈0𝛿𝑟) (1− 𝑒) + 𝑒1) 𝑔,

𝑒 – центральний iдемпотент кiльця 𝐸𝑛𝑑𝐿, 𝑒1 – iдемпотент кiльця 𝐸𝑛𝑑𝑃 , який
ортогональний з елементами кiльця 𝐸𝑛𝑑𝐿.

Нехай 𝑥 – довiльний елемент iз 𝐻𝑜𝑚 (𝑃,𝐿).
Згiдно з умовою iснують натуральнi числа 𝑠1, 𝑠2, 𝑠′1, 𝑠

′
2, якi оборотнi в кiльцi

K i матрицi ℎ, ℎ′ групи G такi, що

Λℎ = 𝑔−1

⎛⎝ 𝐸 0 𝑠1𝑒𝑥
0 𝐸 0
0 0 1

⎞⎠ 𝑔 i Λℎ′ = 𝑔−1

⎛⎝ 𝐸 0 𝑠′1 (1− 𝑒)𝑥
0 𝐸 0
0 0 1

⎞⎠ 𝑔

i матрицi ℎ𝑠2 , (ℎ′)𝑠
′
2 комутують з елементами груп 𝐶1 i 𝐶2 вiдповiдно. Оскiльки

централiзатори 𝐶𝐺 (𝐶1) i 𝐶𝐺 (𝐶2) спiвпадають iз централiзатором 𝐶𝐺 (𝐶), то ℎ𝑠2 ,
(ℎ′)𝑠

′
2 комутують з одиничними елементарними трансвекцiями групи С. Тому

Λℎ𝑠2 , Λ (ℎ′)𝑠
′
2 комутують з елементами групи Λ𝐶 i 𝑠1𝑠2𝑒𝑥 = 𝑠′1𝑠

′
2 (1− 𝑒)𝑥 = 0. В

такому разi 𝑒𝑥 = (1− 𝑒)𝑥 = 0, i, як наслiдок, 𝑥 = 0, 𝐻𝑜𝑚 (𝑃,𝐿) = 0. Аналогiчно
доводиться, що 𝐻𝑜𝑚 (𝐿, 𝑃 ) = 0. Тому

𝐾𝑚 = 𝑔−1𝑑𝑖𝑎𝑔 ((𝐸𝑛𝑑𝐿)𝑛, 𝐸𝑛𝑑𝑃 ) 𝑔, 𝐸𝑚 = 𝑔−1𝑑𝑖𝑎𝑔 (𝐸𝑛, 1) 𝑔.

Елемент 𝑔−1𝑑𝑖𝑎𝑔 (0, 1) 𝑔 належить центру кiльця𝐾𝑚, а тому має вигляд 𝜆𝐸𝑚,
де 𝜆2 = 𝜆 – елемент центра кiльця 𝐾.

Аналогiчно елемент 𝑔−1𝑑𝑖𝑎𝑔 (𝐸𝑛, 0) 𝑔 також належить центру кiльця 𝐾𝑚 i
має вигляд (1− 𝜆)𝐸𝑚. Окрiм цього,

Λ𝐸 (𝑛,𝑅) ⊆ (1− 𝜆)𝐾𝑚 + 𝜆𝐸𝑚.

Тому трансвекцiї 𝑡𝑖𝑗 (𝜆𝐾), 1 ≤ 𝑖 ̸= 𝑗 ≤ 𝑚 комутують з елементами групи
Λ𝐸 (𝑛,𝑅).

За умовою (*) прообрази деяких степенiв елементiв 𝑡𝑖𝑗 (𝜆) iснують i ко-
мутують iз скiнченною кiлькiстю елементiв групи 𝐸 (𝑛,𝑅) (наприклад, 𝑡𝑖𝑗 (1),
1 ≤ 𝑖 ̸= 𝑗 ≤ 𝑚), а тому є скалярними матрицями. Однак, з цього не випливає,
що цi скалярнi матрицi комутують мiж собою.

Якщо ж накласти додаткову умову на Λ, з якої випливає, що деякi степенi
трансвекцiй 𝑡𝑖𝑗 (𝜆) i 𝑡𝑗𝑖 (𝜆) з показниками степенiв, якi є оборотними елементами
в кiльцi 𝐾 комутують мiж собою, то 𝜆2 = 0, 𝜆 = 0 i Λ має стандартний опис, в
якому модуль 𝑃 = 0.
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Такою додатковою умовою може бути, наприклад, вимога, щоб гомоморфiзм
з умовою (*) був мономорфiзмом. Адже, тодi деякi степенi прообразiв, якi iсну-
ють завдяки умовi (*), трансвекцiй 𝑡𝑖𝑗 (𝜆) i 𝑡𝑗𝑖 (𝜆), з показниками степенiв, якi
є оборотними елементами в кiльцi K, комутують з елементами групи 𝐸 (𝑛,𝑅),
а тому є центральними скалярними матрицями, якi комутують мiж собою. Це
означає, що вiдповiднi степенi трансвекцiй 𝑡𝑖𝑗 (𝜆) i 𝑡𝑗𝑖 (𝜆) комутують.

Тому Λ має стандартний опис, в якому модуль 𝑃 = 0.
Якщо накласти iншу додаткову вимогу 𝐸 (𝑚,𝐾) ⊆ Λ𝐸 (𝑛,𝑅), то трансвекцiї

𝑡𝑖𝑗 (𝜆) i 𝑡𝑗𝑖 (𝜆) належать групi Λ𝐸 (𝑛,𝑅). Оскiльки кожна з трансвекцiй 𝑡𝑖𝑗 (𝜆) i
𝑡𝑗𝑖 (𝜆) комутує з елементами групи Λ𝐸 (𝑛,𝑅), то вони комутують мiж собою. Це
означає, що Λ має також стандартний опис, в якому модуль 𝑃 = 0.

Твердження теореми 3 залишається правильним i в тому випадку, якщо
вимагати, щоб хоча б одна трансвекцiя 𝑡𝑖𝑗 (𝜆) належала групi Λ𝐸 (𝑛,𝑅). Адже,
в такому разi трансвекцiя 𝑡𝑗𝑖 (𝜆), яка комутує з елементами групи Λ𝐸 (𝑛,𝑅),
комутує i з трансвекцiєю 𝑡𝑖𝑗 (𝜆). Тому 𝜆2 = 0, 𝜆 = 0. Як i вище Λ має стандартний
опис, в якому модуль 𝑃 = 0.

8. Висновки та перспективи подальших дослiджень. У данiй роботi
розглядаються застосування гомоморфiзмiв з умовою (*). Зокрема, розглядає-
ться питання опису гомоморфiзмiв з умовою (*) пiдгруп повної лiнiйної групи
над асоцiативними кiльцями з 1, в яких пiдгрупи елементарних трансвекцiй є
нормальними пiдгрупами, а також знаходиться вигляд гомоморфiзмiв з умовою
(*) в деяких частинних випадках. Показано, що умова нормальностi пiдгрупи
𝐸 (𝑛,𝑅) у пiдгрупах групи 𝐺𝐿 (𝑛,𝑅), якi її мiстять, дають можливiсть довести,
що гомоморфiзми з умовою (*) допускають розширено стандартний опис, а при
деяких обмеженнях стандартний опис на таких пiдгрупах.

Задача опису гомоморфiзмiв матричних груп над асоцiативними кiльцями
є актуальною, активно розвивається, має застосування в алгебраїчнiй K -теорiї,
теорiї кiлець i модулiв та теорiї зображень груп над кiльцями. В описi гомомор-
фiзмiв є чимало задач, якi потребують вирiшення. Однiєю з них є задача опису
гомоморфiзмiв з умовою (*) лiнiйних груп над асоцiативними кiльцями з 1, якi
мiстять пiдгрупу елементарних трансвекцiй, що не є в них нормальною.

Iншою задачею є описання гомоморфiзмiв лiнiйних груп над асоцiативними
кiльцями з 1, якi мiстять пiдгрупи елементарних трансвекцiй i задаються на
них одиничними гомоморфiзмами.
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Petechuk V. M., Petechuk Y. V. Homomorphisms of linear groups that contain
normal subgroups of elementary transvections.

In the article considers extended and standard descriptions of homomorphisms of groups
𝐸 (𝑛,𝑅) ⊆ 𝐺 ⊆ 𝐺𝐿 (𝑛,𝑅), 𝑛 ≥ 2 over the associative rings R with 1.

It is shown that homomorphisms with condition (*) of the group 𝐸 (𝑛,𝑅) � 𝐺 ⊆
𝐺𝐿 (𝑛,𝑅), 𝑛 ≥ 4 over associative rings R of 1 have an extended standard description,
and at some restrictions a standard description.

The article also describes homomorphisms with condition (*) of group 𝐸 (𝑛,𝑅) ⊆ 𝐺 ⊆
𝐺𝐿 (𝑛,𝑅), 𝑛 ≥ 4 into an group 𝐺𝐿 (𝑚,𝐾), 𝑚 ≥ 2, which are monomorphisms (particular
such are isomorphisms) or 𝐸 (𝑛,𝐾) ⊆ Λ𝐸 (𝑛,𝑅) over the associative rings 𝑅 and 𝐾 with
1.

It is shown that such homomorphisms allow a standard description.

Keywords: associative rings with 1, homomorphisms with condition (*), extended and
standard descriptions of homomorphisms of linear groups.
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