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ДИНАМIЧНI ПРОЦЕСИ В ТIЛАХ (МАТЕРIАЛАХ) З
ПОЧАТКОВИМИ НАПРУЖЕННЯМИ. ЧАСТИНА 3.

ДИНАМIЧНI ПРОЦЕСИ У ПРУЖНОМУ ДВОХШАРОВОМУ
ПIВПРОСТОРI З ПОЧАТКОВИМИ НАПРУЖЕННЯМИ ПРИ ДIЇ

РУХОМИХ НАВАНТАЖЕНЬ

У статтi дослiдженi динамiчнi процеси у пружному двошаровому пiвпросторi з
початковими напруженнями при дiї рухомого навантаження. Данi задачi розв’язанi
методом iнтегральних перетворень i за допомогою комплексних потенцiалiв, введених
в роботах академiка НАН України Гузя О.М. i одного iз авторiв цiєї статтi. Проведено
оцiнку можливих значень коренiв характеристичного рiвняння. Отримано необхiднi
i достатнi умови iснування кратних коренiв характеристичного рiвняння. На вiльну
поверхню пружного шару, що лежить на пружному пiвпросторi, дiє навантаження, що
рухається з постiйною швидкiстю. Вважається, що картина деформацiй iнварiантна
у часi в системi координат, що рухається разом з навантаженням. Для матерiалiв з
пружними потенцiалами гармонiчного типу (стисливi тiла) та з пружними потенцiа-
лами типу Бартенєва-Хазановича (нестисливi тiла) проведено численнi дослiдження.
Аналiз отриманих результатiв свiдчить про суттєвий вплив початкових (залишкових)
деформацiй i швидкостi руху поверхневого навантаження на значення коренiв хара-
ктеристичного рiвняння. Крiм цього, доведено, що для заданих параметрiв завжди мо-
жна знайти область значень 𝜆1 (коефiцiєнтiв) подовження, для яких iснують критичнi
швидкостi руху навантаження. Зокрема при жорсткому з’єднаннi шару з пiвпросто-
ром можливо iснування двох критичних швидкостей руху навантаження, у крайньому
випадку, одна iз яких бiльша за швидкiсть поверхневих хвиль Релея. Отриманi ре-
зультати можуть бути використанi для дослiдження напружено-деформованого стану
елементiв багатошарового заздалегiдь деформованого пiвпростору при дiї рухомого
поверхневого навантаження.

Ключовi слова: контактнi напруження, комплекснi потенцiали, фазовi швидкостi,
жорсткi штампи, рухомi навантаження, хвилi Релея, напружено-деформований стан.

1. Вступ. Однiєю з задач, яка має значне наукове i практичне значення є за-
дача про розповсюдження хвиль у тiлах пiд дiєю прикладених до їх границь ру-
хомих навантажень (узагальнена задача Лемба про початковi навантаження).

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика
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Такий тип навантаження має мiсце, наприклад, при прокатцi металiв, виро-
бництвi паперу, пластмас, великогабаритних дзеркал тощо. Задачi такого типу
виникають також при розрахунку аеродромних i дорожнiх покриттiв, при роз-
рахунку пластин i оболонок, якi перебувають у рухомому середовищi або пiд
дiєю рухомих штампiв i в багатьох iнших випадках.

Необхiдно зазначити, що як з математичної так i з фiзичної точки зору ру-
хоме навантаження є поняттям досить загального характеру. Тому основнi за-
кономiрностi дiї рухомого навантаження можуть вивчатися незалежно вiд того,
в результатi якого фiзичного процесу цi проблеми виникають. У данiй статтi
розглянута динамiчна задача для пружного попередньо напруженого шару, що
лежить на пiвпросторi, i на яку дiє поверхневе рухоме навантаження.

Дослiдження проведенi в рамках лiнеаризованої теорiї пружностi для тiл
з початковими напруженнями [1]. В рамках цiєї теорiї рiзнi двомiрнi моделi
багатошарового середовища вивчалися в роботах [2-12]. Необхiдно зазначити,
що остання робота з даної тематики опублiкована на початку 2021р. у статтi
авторiв [13].

2. Актуальнiсть. Актуальнiсть таких дослiджень очевидна, оскiльки пра-
ктично у всiх елементах конструкцiй i деталях машин присутнi початковi (за-
лишковi) напруження. Природа виникнення початкових напружень досить рi-
зноманiтна. Про їх походження i вплив на основнi характеристики контактної
взаємодiї для статичних i динамiчних задач, в тому числi при дiї рухомих штам-
пiв, навантажень детальнiше вивчено в роботах [14-15].

3. Постановка задачi. «Розглянемо задачу в рамках постановки, викладе-
ної в роботах [1-3]. Пружний шар лежить на пружному пiвпросторi. На вiльну
поверхню шару дiє навантаження, що рухається з початковою швидкiстю 𝜈.
Вважаємо, що картина деформацiї iнварiантна вiдносно часу в системi коорди-
нат, що рухається разом з навантаженням.

4. Метод розв’язку. Спочатку розглянемо першу основну динамiчну зада-
чу для пiвплощини, яка аналогiчна задачам статики (задача Фламана). Iншими
словами, розглядається задача, коли граничнi умови вiдповiдають зосередженiй
силi iнтенсивностi p, яка прикладена до границi пiвплощини пiд кутом 𝛼1 до осi
𝑂𝑦1, i яка рухається рiвномiрно вздовж осi 𝑂𝑦1 iз швидкiстю 𝜈. Пiсля ряду пе-
ретворень, аналогiчно [4] для напруження �̃�22 вздовж осi 0𝜂2 (на вертикальнiй
осi) одержано вираз у такому виглядi:

�̃�22

⃒⃒⃒⃒
𝜂1 ≡ 𝑦1 − 𝑣𝑡 = 0

= − 𝑃

𝜋𝑦2

{︁
𝐼𝑚
[︁
𝜇1𝜇2

(︁
𝜇1𝛾

(1)
21 − 𝜇2𝛾

(2)
21

)︁]︁}︁−1

×

×𝑅𝑒
[︁(︁
𝜇2
2𝛾

(2)
21 − 𝜇2

1𝛾
(1)
21

)︁]︁
sin𝛼1 + (𝜇1 + 𝜇2) cos𝛼1. (1)

У випадку вiдсутностi початкових напружень величина, яка вiдповiдає (1) для
класичної лiнiйної теорiї пружностi iзотропного тiла, має вигляд

�̃�22

⃒⃒⃒⃒
𝜂1 ≡ 𝑦1 − 𝑣𝑡 = 0

=
𝑃

𝜋𝑦2
· 2 cos𝛼1. (2)

Для потенцiалу Трелоара (нестисливе тiло) на основi чисельних розрахункiв
виявлено вплив початкових напружень на закономiрностi розподiлу напружено-
деформованого стану в пiвплощинi з початковими напруженнями для першої

Наук. вiсник Ужгород. ун-ту. 2021. Том 39, № 2 ISSN 2616-7700 (print), 2708-9568 (online)



118 С. Ю. БАБИЧ, Ю. П. ГЛУХОВ, В. Ф. ЛАЗАР

динамiчної задачi. При цьому початковий напружено-деформований стан та-
кож визначений для плоскої деформацiї (𝜆1𝜆2𝜆3 = 1, 𝜆3 = 1). Одержанi резуль-
тати свiдчать про те, що початковi напруження, якi задаються коефiцiєнтом
подовження 𝜆1, суттєво впливають на розподiл напружень у розглянутiй пер-
шiй динамiчнiй граничнiй задачi для пiвплощин з початковими напруженнями.

В роботi дослiдженi динамiчнi процеси у пружному двохшаровому пiвпро-
сторi з початковими напруженнями при дiї рухомого навантаження методом
iнтегральних перетворень i тi ж самi задачi розв’язанi за допомогою компле-
ксних потенцiалiв. Iншими словами, однiєю iз таких задач є задача про пошире-
ння хвиль у попередньо напружених тiлах пiд дiєю прикладених до їх границь
рухомих навантажень (ускладнення задачi Лемба про точкове навантаження).
Таке навантаження має, наприклад, мiсце при прокатцi металiв, виробництвi
паперу, пластмас, великогабаритних дзеркал тощо. Задачi такого типу виника-
ють також при розрахунку аеродромних i дорожнiх покрить, при розрахунку
пластин i оболонок, якi знаходяться у рухомому середовищi або пiд дiєю рухо-
мих штампiв i в багатьох iнших випадках. Необхiдно зауважити, що як з мате-
матичної, так i з фiзичної точки зору, рухоме навантаження є поняттям досить
широким. Тому основнi закономiрностi дiї рухомого навантаження вивченi не-
залежно вiд того в результатi якого фiзичного процесу цi проблеми виникли.
Розглянуто задачу, коли шароватий пiвпростiр складається iз пружного шару
товщини 2ℎ, який лежить на пружному стисливому або нестисливому попере-
дньо напруженому iзотропному пiвпросторi; причому навантаження рухається
вздовж вiльної поверхнi шару з постiйною швидкiстю 𝑣 на протязi великого
промiжку часу (маємо плоский деформований стан). Вважається також, що ди-
намiчну поведiнку шару можна описати за допомогою системи теорiї пластин,
якi враховують зсув i iнерцiю обертання. Дослiджено два випадки контакту мiж
шаром i пiвпростором при 𝑦2 = −ℎ (жорсткий i нежорсткий контакти).

З використанням методу iнтегральних перетворень Фур’є отриманi фунда-
ментальнi розв’язки задач для стисливих i нестисливих тiл у просторi зобра-
жень при рiзних умовах контакту i швидкостях руху навантажень. Граничнi
умови i рiвняння руху двохшарового пiвпростору для стисливих i нестисливих
матерiалiв зображенi у загальному виглядi (вiдрiзняються тiльки коефiцiєнти).
Розв’язок задачi знайдений за допомогою iнтегрального перетворення Фур’є за
змiнною 𝑦1

𝑓𝐹 (𝑘) =

+∞∫︁
−∞

𝑓 (𝑦1) 𝑒
−𝑖𝑘𝑦1𝑑𝑦1. (3)

Застосувавши перетворення Фур’є до вiдповiдних рiвнянь, одержимо(︂
𝑑2

𝑑𝑦22
− 𝑘2𝜂21

)︂(︂
𝑑2

𝑑𝑦22
− 𝑘2𝜂22

)︂
= 0; 𝑗 = 1, 2. (4)

У статтi знайдено розв’язок задачi для нерiвних i рiвних коренiв характери-
стичного рiвняння i рiзних умов спряження шару i пiвпростору з початковими
напруженнями, причому задача розв’язана у загальному виглядi для будь-якої
швидкостi руху навантаження (дозвукової, трансзвукової i надзвукової).

У випадку нежорсткого контакту перетворенi рiвняння представленi таким

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика
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чином

−𝑖𝑘3𝛼(1)
21 𝜒

𝐹 + 𝑖𝑘𝛼
(2)
21

𝑑2𝜒𝐹

𝑑𝑦22
= 0;

𝑘2𝜃3

(︂
𝑘2𝛽1 − 𝛽2

𝑑2

𝑑𝑦22

)︂
𝜒𝐹 +

(︂
𝑘2𝛼

(1)
22 − 𝛼

(2)
22

𝑑2

𝑑𝑦22

)︂
𝑑𝜒𝐹

𝑑𝑦2
− 2𝑖𝑘𝜅ℎ𝜙𝐹 = 𝑝𝐹2 ;

2𝑖𝑘𝜅

(︂
−𝑘2𝛽1 − 𝛽2

𝑑2

𝑑𝑦22

)︂
𝜒𝐹 −

(︀
𝑘2𝜃2 + 2𝜅

)︀
𝜙𝐹 = 0. (5)

Аналогiчно записуються у просторi зображень рiвняння руху i граничнi умо-
ви, представленi через потенцiали Φ i 𝜓. Перетворенi хвильовi рiвняння руху
записанi у такому виглядi(︂

𝑑2

𝑑𝑦22
− 𝑘2𝜂21

)︂
Φ𝐹 = 0;

(︂
𝑑2

𝑑𝑦22
− 𝑘2𝜂22

)︂
𝜓𝐹 = 0. (6)

Розв’язок перетвореного рiвняння (4) з врахуванням затухання на нескiнчен-
ностi знайдено у виглядi

𝜒𝐹 = 𝐴𝑒𝑘1𝑘𝜂1𝑦2 +𝐵𝑒𝑘2𝑘𝜂2𝑦2 , (7)

де 𝐴 i 𝐵 – постiйнi iнтегрування. Тут 𝑘𝑗 ≡ 𝜎 = |𝑘|
𝑘
, якщо 𝜂2𝑗 > 0 i 𝑘𝑗 = 𝑖,

якщо 𝜂2𝑗 < 0. У випадку коли 𝜂𝑗 приймає комплексне значення, то у зображеннi
(7) треба покласти 𝑘𝑗 = 1; 𝜂𝑗 = 𝜎𝑅𝑒𝜂𝑗 − (−1)𝑗 𝐼𝑚𝜂𝑗, 𝑗 = 1, 2. Розв’язок для
потенцiалiв Φ𝐹 i 𝜓𝐹 , з врахуванням (6), знаходиться у виглядi

Φ𝐹 = 𝐴0𝑒
𝑘1𝑘𝜂1𝑦2 ; 𝜓𝐹 = 𝐵0𝑒

𝑘2𝑘𝜂2𝑦2 , (8)

де 𝐴0 i 𝐵0 – постiйнi iнтегрування. В результатi знайденi критичнi швидко-
стi руху навантаження у випадку стисливого пiвпростору з пружним потенцi-
алом гармонiчного типу (нерiвнi коренi). Аналогiчно дослiджено вплив поча-
ткових напружень, механiчних характеристик пластини i пiвпростору, умов їх
спряження на значення критичних швидкостей руху навантаження у випад-
ку нестисливого пiвпростору з пружним потенцiалом Бартенєва-Хазановича.
На основi одержаних чисельних результатiв для докритичних швидкостей руху
поверхневого навантаження зробленi наступнi висновки. При жорсткому кон-
тактi напруження, швидкостi перемiщень у пiвпросторi i згинальний момент
у пластинi менший, нiж при нежорсткому. Значення параметрiв напружено-
деформованого стану у конкретнiй точцi шаруватого тiла залежить як вiд по-
чаткових напружень, так i вiд її координат. При цьому в дослiджуваному дiа-
пазонi значень 𝜆1 темп зростання амплiтуди розглянених величин при стиску
бiльший, нiж при розтягу. Затухання при вiддаленнi вiд точки прикладання
навантаження для стиску проходить повiльнiше, нiж при розтягу. Вплив поча-
ткових напружень значно збiльшується iз зростанням швидкостi руху наванта-
ження. Особливо останнє має мiсце при попередньому стиску. При жорсткому
контактi вплив швидкостi i початкових напружень значно менший, нiж при не-
жорсткому контактi. Якщо врахування iнерцiї обертання в рамках розглянених
швидкостей руху поверхневого навантаження i значень 𝜆𝑖 у випадку жорсткого
контакту вносить незначну похибку (менше 2,6%), то у випадку нежорсткого
контакту вiдмiннiсть у результатах буде досить суттєвою (до 30%). Особливо
необхiдно враховувати iнерцiю обертання при 𝜆1 < 1 i великих швидкостях руху
навантаження.
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Iз аналiзу одержаних результатiв випливає, що для двохшарового пiвпро-
стору iз нестисливого матерiалу можна зробити тi ж самi висновки, що i для
двохшарового стисливого пiвпростору. Вплив початкових напружень на значе-
ння критичних швидкостей руху навантаження бiльш суттєвий для порiвняно
м’яких пластин i для нежорсткого контакту. При нежорсткому контактi резо-
нанс виникає при меншiй швидкостi руху навантаження, нiж при жорсткому
контактi. Чим м’якша пластина у порiвняннi з пiвпростором, тим меншi у неї
критичнi швидкостi руху навантаження у порiвняннi з швидкiстю хвиль Релея
𝑉𝑅.

В роботi визначено реакцiю на рухоме навантаження двохшарового пружно-
го пiвпростору з початковими напруженнями з використанням комплексних
потенцiалiв. Iз застосуванням комплексних потенцiалiв в загальнiй формi для
стисливих i нестисливих пружних тiл у роботi дана постановка задачi про рух
двохшарового пружного пiвпростору з початковими напруженнями пiд дiєю ру-
хомого поверхневого навантаження. Для плоских динамiчних задач у пружних
тiл з початковими напруженнями, коли данi динамiчнi задачi можуть бути зве-
денi до стацiонарних задач у рухомiй системi координат, яка рухається прямо-
лiнiйно з постiйною швидкiстю, розв’язок можна побудувати через комплекснi
потенцiали. В роботi використано метод М.I. Мусхелiшвiлi, який пов’язаний з
iнтегралами типу Кошi для пiвплощини. У цьому випадку для стисливих тiл
задача зведена до рiвняння

𝜕4𝜒𝑗

𝜕𝑧1𝜕𝑧2𝜕𝑧1𝜕𝑧2
= 0; 𝑗 = 1, 2 (9)

У (9) комплекснi змiннi мають вигляд
𝑧𝑗 = 𝑦1 + 𝜇𝑗𝑦2; 𝑧𝑗 = 𝑦1 + �̄�𝑗𝑦2. (10)

Для рiвних коренiв (𝜇1 = 𝜇2 = 𝜇) характеристичного рiвняння загальний розв’язок
рiвняння (9) можна зобразити у такому виглядi

𝜒(𝑗) = 𝑅𝑒
[︁
𝐹

(𝑗)
1 (𝑧1) + 𝑧1𝐹

(𝑗)
2 (𝑧1)

]︁
. (11)

Якщо ввести новi аналiтичнi функцiї

𝐹
(1)

′

𝑗 (𝑧1) = 𝜇1𝜙𝑗 (𝑧1) ; 𝐹
(2)

′

𝑗 (𝑧1) = 𝜙𝑗 (𝑧1) ; 𝑗 = 1, 2, (12)

то пiсля деяких перетворень одержимо зображення напружень i перемiщень
через введенi аналiтичнi функцiї 𝜙𝑗 (𝑧1)

�̃�𝑘𝑗 = 𝑅𝑒
{︁
𝛾
(1)
𝑘𝑗 [𝜙′′

1 (𝑧1) + 𝑧1𝜙
′′
2 (𝑧1)] + 𝛾

(2)
𝑘𝑗 𝜙

′
2 (𝑧1)

}︁
;

𝑢𝑘 = 𝑅𝑒
{︁
𝛾
(1)
𝑘𝑗 [𝜙′

1 (𝑧1) + 𝑧1𝜙
′
2 (𝑧1)] + 𝛾

(2)
𝑘𝑗 𝜙2 (𝑧1)

}︁
. (13)

Для нерiвних коренiв (𝜇1 ̸= 𝜇2) загальний розв’язок (9) знаходиться у виглядi
𝜒 = 2𝑅𝑒[𝐹1 (𝑧1) + 𝐹2 (𝑧2)], (14)

де 𝐹𝑗 (𝑧𝑗) – довiльнi аналiтичнi функцiї комплексних змiнних 𝑧𝑗 . Пiсля введення
нових аналiтичних функцiй

𝐹 ′′
𝑗 (𝑧𝑗) = Φ𝑗 (𝑧𝑗) (15)

одержимо зображення напружень i перемiщень через введенi аналiтичнi фун-
кцiї Φ𝑗 (𝑧𝑗) у такому виглядi
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�̃�𝑖𝑗 = 2𝑅𝑒
[︁
𝛾
(1)
𝑖𝑗 Φ

′

1 (𝑧1) + 𝛾
(2)
𝑖𝑗 Φ

′

2 (𝑧2)
]︁
;

𝑢𝑘 = 2𝑅𝑒
[︁
𝛾
(1)
𝑘 Φ1 (𝑧1) + 𝛾

(2)
𝑘 Φ2 (𝑧2)

]︁
; 𝑖, 𝑗, 𝑘 = 1, 2. (16)

В (16) введенi наступнi позначення коефiцiєнтiв, якi входять у вирази для на-
пружень i перемiщень

𝛾
(𝑘)
𝑗𝑗 = 𝜇𝑘

(︁
𝛼
(1)
𝑖𝑗 + 𝜇2

𝑘𝛼
(2)
𝑖𝑗

)︁
; 𝛾

(𝑘)
𝑗𝑗 = 𝛼

(1)
𝑖𝑗 + 𝜇2

𝑘𝛼
(2)
𝑖𝑗 ;

𝑦
(𝑗)
1 = −𝜇𝑗; 𝑦

(𝑗)
2 = 𝛽1 + 𝜇2

𝑗𝛽2; 𝑖, 𝑗, 𝑘 = 1, 2; 𝑖 ̸= 𝑗, (17)

де параметри 𝛽𝑗 i 𝛼
(𝑘)
𝑖𝑗 визначаються iз виразiв, якi входять в комплекснi потен-

цiали.
Вiдносно поведiнки потенцiалiв Φ𝑗 (𝑧𝛾), 𝜙𝛾 (𝑧𝑗) на нескiнченностi приймались

такi ж самi обмеження, як i в лiнiйнiй теорiї пружностi. Критичнi швидкостi
руху навантаження визначались iз умови iснування дiйсних додатних кратних
коренiв характеристичного рiвняння вiдповiдних диференцiальних рiвнянь. Та-
ким чином, в роботi застосовуючи метод комплексних потенцiалiв, отриманi ре-
зультати аналогiчнi тим, якi були одержанi методом iнтегральних перетворень
Фур’є. Крiм висновкiв, сформульованих вище (на основi чисельних розрахун-
кiв) для плоских задач руху двохшарового пружного пiвпростору з початко-
вими напруженнями iз стисливого i нестисливого матерiалу при дiї рухомого
навантаження можна ще зробити i такi. При заданих параметрах завжди мо-
жна знайти область значень 𝜆1, для яких iснують критичнi швидкостi руху
навантаження. Для швидкостей руху навантаження бiльших швидкостi поши-
рення хвиль зсуву у пiвпросторi присутнiсть початкових напружень має бiльш
суттєвий вплив на розподiл напружень i швидкостей перемiщень у пiвпросторi
i згинального моменту у пластинi. Характер цього впливу рiзний в залежностi
вiд розташування розглядуваної точки шаруватого тiла вiдносно точки прикла-
дення навантаження.

Крiм цього в данiй статтi дослiджено вплив початкових напружень i швид-
костi руху поверхневого навантаження на значення коренiв характеристичного
рiвняння, що вiдповiдають рiвнянням руху елементiв шаруватого пiвпростору.
Проведена оцiнка можливих значень коренiв характеристичних рiвнянь. Вказа-
нi необхiднi i достатнi умови iснування кратних коренiв. Для матерiалiв з гармо-
нiчним потенцiалом (стисливi тiла) iз потенцiалом типу Бартенєва-Хазановича
(нестисливi тiла) виконанi чисельнi дослiдження.

5. Висновки. На основi аналiза одержаних числових результатiв встанов-
ленi наступнi механiчнi ефекти;
1) Значення критичних швидкостей руху навантаження i їх кiлькiсть суттєво

залежить вiд початкових напружень у пiвпросторi, механiчних характери-
стик пластини i пiвпростору i умов їх контакту. При жорсткому з’єднаннi
пластини з пiвпростором можливе iснування двох критичних швидкостей
руху навантаження, у крайньому випадку, одна iз яких бiльша за швидкiсть
хвиль Релея.

2) Вплив початкових напружень на значення критичних швидкостей руху на-
вантаження бiльш суттєве для мягких пластин i для нежорсткого контакту.
Чим м’ягче пластина у порiвняннi з пiвпростором, тим менша у неї крити-
чна швидкiсть у порiвняннi з швидкiстю хвиль Релея. Значення найменшої
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критичної швидкостi при жорсткому контактi завжди бiльша нiж при не-
жорсткому.

3) Для заданих параметрiв завжди можна знайти область значень 𝜆1, для
яких iснують критичнi швидкостi руху навантаження.

4) Вплив початкових напружень значно збiльшується iз ростом швидкостi ру-
ху навантаження. Особливо це має мiсце при попередньому стиску. При
жорсткому контактi вплив швидкостi i початкових напружень менш суттє-
вий, нiж при нежорсткому контактi.

5) Для швидкостей руху навантаження, якi бiльшi за швидкiсть розповсю-
дження зсувних хвиль у пiвпросторi, присутнiсть початкових напружень
має суттєвий вплив на розподiл напружень i швидкостей перемiщень у пiв-
просторi i згинального момента у пластинi. Характер цього впливу рiзний
в залежностi вiд положення розглядуваної точки шаруватого тiла вiдно-
сно точки прикладання навантаження. Отриманi дослiдження напружено-
деформованого стану елементiв багатошарового заздалегiдь деформованого
пiвпростору при дiї рухомого поверхневого навантаження.
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Babych S. Yu., Glukhov Yu. P., Lazar V. F. Dynamic processes in bodies
(materials) with initial stresses. Part 3. Dynamic processes in an elastic two-layer
half-space with initial stresses under the action of moving loads.

Dynamic processes in an elastic two-layer half-space with initial tensions under the in-
fluence of a moving load are investigated. These tasks are solved by the method of integral
transformations and with the help of comprehensive potentials introduced in the works
of academician of the National Academy of Sciences of Ukraine Geors O. and one of the
authors of this article. The evaluation of the possible values of the roots of the character-
istic equation is carried out. The necessary and sufficient conditions for the existence of
multiple roots of the characteristic equation are obtained. It is believed that the picture
of the deformation of the invariant time in the coordinate system moving along with the
load. In other words, an elastic multilayer is considered, consisting of flat parallel elastic
layers, lies on a half-space. The free surface of the strip has a load moving at a constant
speed. Studies conducted within the linearized theory of elasticity for bodies with ini-
tial stresses. For materials with elastic potentials of harmonic type (compression bodies)
and with elastic potentials of the type Barteneva-Khazanovich (uncompressed bodies), nu-
merous studies were performed. Analysis of the results of the essential impact of initial
(residual) deformations and speed of surface loading on the value of the roots of the char-
acteristic equation. In addition, it is proved that it is always possible to find the area of
values (coefficients) of elongation for which there are critical speed of loading. In particu-
lar, with a rigid connection of a plane with a half-space, it is possible to exist two critical
load rates, in the extreme case, one of which is larger than the speed of the surface waves
of the relay. The obtained results can be used to investigate the stress-deformed state of
elements of a multilayer pre-deformed half-space under the action of a moving surface load.

Keywords: contact tensions, complex potentials, phase speeds, hard stamps, moving
loads, relay waves, stress-deformed state.
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