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Â ðàáîòå ðàññìîòðåíû äâå çàäà÷è äëÿ íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíûõ ïàðà-
ìåòðîâ ïëîñêèõ ìíîãîñëîéíûõ îïòè÷åñêèõ ïîêðûòèé, êîòîðûå ñôîðìóëè-
ðîâàíû êàê ìíîãîýêñòðåìàëüíûå çàäà÷è íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñî
ñëîæíûì âèäîì öåëåâîé ôóíêöèè. Îáñóæäàþòñÿ âîïðîñû íàõîæäåíèÿ ëî-
êàëüíûõ ýêñòðåìóìîâ ýòèõ çàäà÷ ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà è
àíàëèçèðóþòñÿ ñïîñîáû âû÷èñëåíèÿ ãðàäèåíòà öåëåâîé ôóíêöèè â çàâèñè-
ìîñòè îò êîëè÷åñòâà ñëîåâ â îïòè÷åñêîì ïîêðûòèè.

1 Îñíîâíûå îáîçíà÷åíèÿ

Ïóñòü íåêîòîðîå ïëîñêîå ìíîãîñëîéíîå îïòè÷åñêîå ïîêðûòèå (ÌÎÏ) ñîñòî-
èò èç N ïëîñêèõ îäíîðîäíûõ ñëîåâ. Êàæäûé k-é ñëîé (k = 1, 2, . . . , N)
õàðàêòåðèçóåòñÿ êîíêðåòíûìè çíà÷åíèÿìè êîýôôèöèåíòà ïðåëîìëåíèÿ nk

è ãåîìåòðè÷åñêîé òîëùèíû dk. Ïàðàìåòðû ÌÎÏ îáîçíà÷èì:

~n =

 n1

...
nN

 , ~d =

 d1

...
dN

 ,

ãäå ~n � âåêòîð çíà÷åíèé êîýôôèöèåíòîâ ïðåëîìëåíèÿ ïëîñêèõ ñëîåâ (nk,
k = 1, . . . , N), à ~d � âåêòîð çíà÷åíèé ãåîìåòðè÷åñêèõ òîëùèí ýòèõ æå ñëîåâ
(dk, k = 1, . . . , N).

Ïóñòü ýëåêòðîìàãíèòíàÿ âîëíà äëèíû λ ïàäàåò ïåðïåíäèêóëÿðíî ïî-
âåðõíîñòè ÌÎÏ è åå ýíåðãèÿ íå òåðÿåòñÿ ïðè ïðîõîæäåíèè ÷åðåç ÌÎÏ.
Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ìàòðèöà äëÿ ÌÎÏ ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ õàðàêòåðèñòè-
÷åñêèõ ìàòðèö âñåõ N ïëîñêèõ ñëîåâ, ò.å.

M(~n, ~d, λ) =
N∏

k=1

M(nk, dk, λ), (1)

ãäåM(nk, dk, λ) � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ (2×2)-ìàòðèöà k-ãî ñëîÿ (k = 1, . . . , N)
è èìååò ñëåäóþùèé âèä:

M(nk, dk, λ) =

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣

cos
(

2πnkdk

λ

)
− i

nk
sin

(
2πnkdk

λ

)
−ink sin

(
2πnkdk

λ

)
cos

(
2πnkdk

λ

)
∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣ . (2)
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Çäåñü i � "ìíèìàÿ"åäèíèöà.
Ôîðìóëà (1) ëåæèò â îñíîâå ìåòîäà Àáåëëå äëÿ ðàñ÷åòà ïàðàìåòðîâ îï-

òè÷åñêîé ìíîãîñëîéíîé ñòðóêòóðû (ïðÿìàÿ çàäà÷à) [1]. Îíà äàåò âîçìîæ-
íîñòü ðàññ÷èòàòü õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ìàòðèöó äëÿ ÌÎÏ, çíàÿ õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêèå ìàòðèöû äëÿ âñåõ ïëîñêèõ îäíîðîäíûõ ñëîåâ, èç êîòîðûõ ñîñòîèò
ýòà ÌÎÏ. Â ðåçóëüòàòå ðàñ÷åòà ïî ôîðìóëå (1) õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ìàòðè-
öà M(~n, ~d, λ) áóäåò èìåòü ñëåäóþùèé âèä:

M(~n, ~d, λ) =

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ m11(~n, ~d, λ) im12(~n, ~d, λ)

im21(~n, ~d, λ) m22(~n, ~d, λ)

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ ≡

∣∣∣∣∣∣∣∣ m11 im12

im21 m22

∣∣∣∣∣∣∣∣ .

Îòìåòèì, ÷òî õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ìàòðèöû âèäà (2) óäîâëåòâîðÿþò ñëå-
äóþùåìó óñëîâèþ:

det(M(nk, dk, λ)) = 1, k = 1, 2, . . . , N,

÷òî ãàðàíòèðóåò âûïîëíåíèå òàêîãî æå óñëîâèÿ äëÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé
ìàòðèöû ÌÎÏ, ò.å.

det(M(~n, ~d, λ)) = 1.

Äàííîå ñâîéñòâî èìååò ïðîñòîé ôèçè÷åñêèé ñìûñë. Îíî îçíà÷àåò, ÷òî åñëè
ýëåêòðîìàãíèòíàÿ âîëíà ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ â N íåïîãëîùàþùèõ åå ýíåðãèþ
ñðåäàõ, òî ëþáàÿ êîìáèíèðîâàííàÿ (èç ýòèõ N ñðåä) ñðåäà òàêæå íå áóäåò
ïîãëîùàòü ýíåðãèþ ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû.

Êîýôôèöèåíò ïðîïóñêàíèÿ ýíåðãèè ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû äëèíû λ
÷åðåç ÌÎÏ çàâèñèò îò êîýôôèöèåíòîâ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ìàòðèöûM(~n, ~d, λ)
è èìååò ñëåäóþùèé âèä:

T (~n, ~d, λ) =
4

2 + n0
ns

m2
11 + ns

n0
m2

22 + n0nsm2
12 + 1

n0ns
m2

21

(3)

ãäå n0 è ns � ïîêàçàòåëè ïðåëîìëåíèÿ âíåøíåé ñðåäû è ïîäêëàäêè (ñîîò-
âåòñòâåííî). Êîýôôèöèåíò T (~n, ~d, λ), âû÷èñëåííûé ñîãëàñíî ôîðìóëû (3),
îçíà÷àåò, ÷òî ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç ÌÎÏ, êîòîðàÿ îãðàíè÷åíà ñíèçó ïîäêëàä-
êîé ñ ïîêàçàòåëåì ïðåëîìëåíèÿ ns, åíåðãèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû äëèíû
λ áóäåò ðàâíà

E(λ) = T (~n, ~d, λ) ∗ E0(λ).

ãäå E0(λ) � ýíåðãèÿ ïàäàþùåé íà ÌÎÏ (ïåðïåíäèêóëÿðíî ê åå ïîâåðõíîñòè)
ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû èç âíåøíåé ñðåäû ñ ïîêàçàòåëåì ïðåëîìëåíèÿ n0.

Ñëåäîâàòåëüíî, çíàÿ äëÿ ÌÎÏ ïàðàìåòðû ~n è ~d ìû ìîæåì ïî ôîðìóëå
(3) ðàññ÷èòàòü êîýôôèöèåíò ïðîïóñêàíèÿ ýíåðãèè ýëåêòðîìàãíèòíîé âîë-
íû T (~n, ~d, λ) ïðè çàäàííîé äëèíå âîëíû λ, êîòîðûé ãàðàíòèðóåòñÿ íà âûõî-
äå èç ÌÎÏ. Îïòèìèçàöèîííûå çàäà÷è, êîòîðûå ðàññìîòðèì â ñëåäóþùåì
ðàçäåëå, áóäóò ïðåäíàçíà÷åíû äëÿ ðåøåíèÿ "îáðàòíûõ"çàäà÷, ò.å. äëÿ çà-
äàííîé ñòðóêòóðû ÌÎÏ áóäåì ïîäáèðàòü òàêèå åå ïàðàìåòðû ~n è ~d, ÷òîáû
íà âûõîäå èç ÌÎÏ íàèëó÷øèì îáðàçîì îáåñïå÷èâàëîñü ôóíêöèîíèðîâàíèå
çàäàííûõ êîýôôèöèåíòîâ ïðîïóñêàíèÿ èçëó÷åíèÿ äëÿ íåêîòîðîãî äèñêðåò-
íîãî ñïåêòðà äëèí âîëí.
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2 Äâå çàäà÷è îïòèìèçàöèè ïàðàìåòðîâ ÌÎÏ

Ïóñòü çàäàí äèñêðåòíûé ñïåêòð äëèí âîëí λj , j = 1, . . . , L, è ñîòâåòñòâó-
þùèå ýòèì äëèíàì âîëí êîýôôèöèåíòû ïðîïóñêàíèÿ èçëó÷åíèÿ: Tj , j =
1, . . . , L, êîòîðûå òðåáóåòñÿ îáåñïå÷èòü íà âûõîäå èç ÌÎÏ. Ïàðàìåòðû âíåø-
íåé îáîëî÷êè äëÿ ÌÎÏ, ò.å. n0 � ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ âíåøíåé ñðåäû
è ns � ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ ïîäêëàäêè ñ÷èòàþòñÿ ôèêñèðîâàííûìè.

Ïóñòü ~n∗ � âåêòîð îïòèìàëüíûõ çíà÷åíèé êîýôôèöèåíòîâ ïðåëîìëåíèÿ
äëÿ ÌÎÏ, à ~d∗ � âåêòîð îïòèìàëüíûõ çíà÷åíèé ãåîìåòðè÷åñêèõ òîëùèí.

Ïåðâàÿ îïòèìèçàöèîííàÿ çàäà÷à (çàäà÷à A) ñâÿçàíà ñ íàõîæäåíèåì òà-
êèõ ïàðàìåòðîâ ~n∗ è ~d∗, êîòîðûå äëÿ çàäàííîãî ñïåêòðà äëèí âîëí ïîçâî-
ëÿþò îáåñïå÷èòü îïòèìàëüíûå (ïî êðèòåðèþ íàèëó÷øåãî ñðåäíåêâàäðàòè÷-
íîãî îòêëîíåíèÿ) êîýôôèöèåíòû ïðîõîæäåíèÿ èçëó÷åíèÿ ÷åðåç ÌÎÏ ïðè
äâóõñòîðîííèõ îãðàíè÷åíèÿõ íà çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ~n∗ è ~d∗. Îïòèìàëü-
íûå ïàðàìåòðû ~n∗ è ~d∗ íàõîäÿòñÿ ïîñðåäñòâîì ðåøåíèÿ ñëåäóþùåé çàäà÷è
íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ:

min
~n,~d∈RN

F (~n, ~d) =
L∑

j=1

(
Tj − T (~n, ~d, λj)

)2

 (1A)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ:
~nlow ≤ ~n ≤ ~nup, (2A)

~dlow ≤ ~d ≤ ~dup. (3A)

Çäåñü ~nlow è ~nup � âåêòîðû íèæíèõ è âåðõíèõ ãðàíèö (ñîîòâåòñòâåííî) íà
êîýôôèöèåíòû ïðåëîìëåíèÿ ñëîåâ; ~dlow è ~dup � âåêòîðû íèæíèõ è âåðõíèõ
ãðàíèö (ñîîòâåòñòâåííî) íà ãåîìåòðè÷åñêèå òîëùèíû ïëîñêèõ ñëîåâ.

Âòîðàÿ îïòèìèçàöèîííàÿ çàäà÷à (çàäà÷à B) ñâÿçàíà ñ íàõîæäåíèåì îï-
òèìàëüíûõ ïàðàìåòðîâ ~n∗ è ~d∗ ïðè çàäàííîé ãåîìåòðè÷åñêîé òîëùèíå ÌÎÏ
è äâóõñòîðîííèõ îãðàíè÷åíèÿõ íà íåèçâåñòíûå ïàðàìåòðû ~n∗. Çàäà÷à B
ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùåé çàäà÷åé íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ:

min
~n,~d∈RN

F (~n, ~d) =
L∑

j=1

(
Tj − T (~n, ~d, λj)

)2

 (1B)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ:
~nlow ≤ ~n ≤ ~nup (2B)

N∑
k=1

dk = dtotal (3B)

dk ≥ 0, k = 1, . . . , N, (4B)

ãäå dtotal � ñóììàðíàÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ òîëùèíà ÌÎÏ. Öåëåâàÿ ôóíêöèÿ
äëÿ çàäà÷è B òàêàÿ æå êàê è äëÿ çàäà÷è A, íî äðóãàÿ ñèñòåìà îãðàíè÷åíèé,
êîòîðàÿ òðåáóåò âûäåðæàòü çàäàííóþ ãåîìåòðè÷åñêóþ òîëùèíó ÌÎÏ ïðè
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äâóõñòîðîííèõ îãðàíè÷åíèÿõ íà íåèçâåñòíûå êîýôôèöèåíòû ïðåëîìëåíèÿ
~n∗.

Ñ ïîìîùüþ çàäà÷è B ìîæíî èçó÷àòü âëèÿíèå íåîäíîðîäíîñòè ïîêàçà-
òåëÿ ïðåëîìëåíèÿ ïîñðåäñòâîì íåêîòîðîãî ïðîöåññà ëèíåàðèçàöèè íåîäíî-
ðîäíûõ îïòè÷åñêèõ ñòðóêòóð (ò.å. ðàññìîòðåíèÿ íåîäíîðîäíîé ñòðóêòóðû
êàê íåêîòîðîãî íàáîðà îäíîðîäíûõ ñëîåâ). Òàê, íàïðèìåð, ðàññìàòðèâàÿ
íåîäíîðîäíóþ îïòè÷åñêóþ ñòðóêòóðó êàê ìíîãîñëîéíóþ ñòðóêòóðó ñ çà-
äàííûìè çíà÷åíèÿìè êîýôôèöèåíòîâ ïðåëîìëåíèÿ äëÿ êàæäîãî îäíîðîä-
íîãî ñëîÿ, ìîæíî íàéòè "îïòèìàëüíûå"çíà÷åíèÿ òîëùèí ýòèõ ñëîåâ ïðè
îãðàíè÷åíèè íà èõ ñóììàðíóþ ãåîìåòðè÷åñêóþ òîëùèíó. Íàéäåííîå ðåøå-
íèå ìîæåò ïîìî÷ü ïðè èññëåäîâàíèè òåõ íåèçâåñòíûõ çàêîíîâ (íàïðèìåð,
ñòóïåí÷àòûé, ëèíåéíûé èëè ýêñïîíåíöèàëüíûé) [1], ïî êîòîðûì èçìåíÿ-
þòñÿ êîýôôèöèåíòû ïðåëîìëåíèÿ íåîäíîðîäíûõ îïòè÷åñêèõ ïîêðûòèé â
íàïðàâëåíèè, êîòîðîå ïåðïåíäèêóëÿðíî ãðàíèöàì ñëîåâ.

Çàäà÷è A è B ÿâëÿþòñÿ ìíîãîýêñòðåìàëüíûìè çàäà÷àìè íåëèíåéíîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ êîëè÷åñòâîì ïåðåìåííûõ 2N . Èõ õàðàêòåðèçóþò ñëîæ-
íàÿ ôóíêöèÿ öåëè è äîñòàòî÷íî ïðîñòûå ñèñòåìû îãðàíè÷åíèé. Äëÿ íàõî-
æäåíèÿ ëîêàëüíûõ ýêñòðåìóìîâ îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷ A è B ìîæíî èñ-
ïîëüçîâàòü ìåòîäû ïåðâîãî ïîðÿäêà, ò.å. ìåòîäû, êîòîðûå èñïîëüçóþò âû-
÷èñëåííûå â òî÷êàõ èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà çíà÷åíèÿ ôóíêöèè F (~n, ~d) è åå
ãðàäèåíòà. Â êà÷åñòâå òàêîâûõ ìîæíî èñïîëüçîâàòü ðàçëè÷íûå ãðàäèåíò-
íûå è ñóáãðàäèåíòíûå ìåòîäû [2]-[9]. Òàê, íàïðèìåð, â [1, 10] ýôôåêòèâíûìè
ìåòîäàìè ïåðâîãî ïîðÿäêà ïðè ðåøåíèè ïîäîáíûõ çàäà÷ óêàçûâàþòñÿ ìåòî-
äû èç ñåìåéñòâà êâàçèíüþòîíîâñêèõ ìåòîäîâ è ñîïðÿæåííûõ íàïðàâëåíèé
[4,9].

Îäíàêî, äëÿ íàõîæäåíèÿ ëîêàëüíûõ ýêñòðåìóìîâ çàäà÷ A è Â öåëåñî-
îáðàçíåå èñïîëüçîâàòü ýôôåêòèâíûå âàðèàíòû ñóáãðàäèåíòíûõ ìåòîäîâ ñ
ðàñòÿæåíèåì ïðîñòðàíñòâà (íàïðèìåð, r-àëãîðèòìû) [2]-[3]. Â ïîëüçó ýòîãî
ìîæíî ïðèâåñòè äâà äîâîäà. Âî-ïåðâûõ, ïðèìåíåíèå r-àëãîðèòìîâ ïîçâîëÿ-
åò èçáåæàòü èñïîëüçîâàíèÿ íåãëàäêèõ øòðàôíûõ ôóíêöèé äëÿ ó÷åòà îãðà-
íè÷åíèé (2A)-(3A) è (2B)-(4B). Âî-âòîðûõ, ïðè èñïîëüçîâàíèè r-àëãîðèòìîâ
ëåãêî ðàñøèðèòü êëàññ êðèòåðèåâ îïòèìàëüíîñòè äëÿ ïàðàìåòðîâ ~n∗ è ~d∗ â
çàäà÷àõ A è B. Òàê, íàïðèìåð, çàìåíèâ ôóíêöèþ F (~n, ~d) íà

F1(~n, ~d) =
L∑

j=1

∣∣∣Tj − T (~n, ~d, λj)
∣∣∣ ,

ãäå |·| � ìîäóëü (àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà) ÷èñëà, ïîëó÷èì íàèëó÷øèå çíà÷åíèÿ
~n∗ è ~d∗ ñîãëàñíî êðèòåðèþ íàèìåíüøèõ ìîäóëåé. ×òîáû âûáðàòü íàèëó÷-
øèå ïàðàìåòðû ñîãëàñíî ìèíèìàêñíîìó ÷åáûøåâñêîìó êðèòåðèþ äîñòàòî÷-
íî çàìåíèòü F (~n, ~d) íà

F2(~n, ~d) = max
j=1,...,L

∣∣∣Tj − T (~n, ~d, λj)
∣∣∣ .

Äâå ïîñëåäíèõ � íåãëàäêèå ôóíêöèè, è äëÿ ðàáîòû ñ íèìè òðåáóþòñÿ èìåí-
íî ñóáãðàäèåíòíûå ìåòîäû.
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Èñïîëüçîâàíèå ãðàäèåíòíîãî (ñóáãðàäèåíòíîãî) ìåòîäà ïîäðàçóìåâàåò
íàëè÷èå íåêîòîðîé ïðîöåäóðû (îðàêóëà), êîòîðàÿ âû÷èñëÿåò çíà÷åíèå ôóíê-
öèè F (~n, ~d) è åå ãðàäèåíòà (ñóáãðàäèåíòîâ ôóíêöèé F1(~n, ~d) è F2(~n, ~d)) â
çàäàííîé òî÷êå. Îñíîâíûå âû÷èñëèòåëüíûå çàòðàòû ïðè ïîäãîòîâêå îðàêó-
ëà äëÿ çàäà÷ A è B ñâÿçàíû ñ âû÷èñëåíèåì ãðàäèåíòîâ ôóíêöèé T (~n, ~d, λj)
äëÿ âñåõ j = 1, 2, . . . , L.

Ýôôåêòèâíîå ïîñòðîåíèå îðàêóëà (ïî êîëè÷åñòâó âû÷èñëåíèé) áóäåò
îïðåäåëÿòü ñêîðîñòü ðàáîòû òîãî èëè èíîãî âûáðàííîãî ìåòîäà ïåðâîãî ïî-
ðÿäêà. Ïîýòîìó â ñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ ðàññìîòðèì è ïðîàíàëèçèðóåì äâà
ñïîñîáà (êîíå÷íî-ðàçíîñòíûé è àíàëèòè÷åñêèé) äëÿ âû÷èñëåíèÿ ãðàäèåíòà
ôóíêöèè F (~n, ~d) è ïðîâåäåì àíàëèç êîìïüòåðíûõ ðåàëèçàöèé îáîèõ ñïîñî-
áîâ â çàâèñèìîñòè îò êîëè÷åñòâà ñëîåâ N . Îáà îáñóæäàåìûõ ñïîñîáà ìîæ-
íî òàêæå èñïîëüçîâàòü è äëÿ ðàñ÷åòà ñóáãðàäèåíòîâ íåãëàäêèõ ôóíêöèé
F1(~n, ~d) è F2(~n, ~d).

3 Ñïîñîáû âû÷èñëåíèÿ ãðàäèåíòà F (~n, ~d)

Â ðàçäåëå ïðîàíàëèçèðóåì äâà ñïîñîáà âû÷èñëåíèÿ ãðàäèåíòà ôóíêöèè
F (~n, ~d): (i) êîíå÷íî-ðàçíîñòíûé è (ii) àíàëèòè÷åñêèé ñïîñîáû. Ïðè ýòîì
îòìåòèì êàê íåäîñòàòêè, òàê è ïðåèìóùåñòâà îáîèõ ñïîñîáîâ. Êîìïîíåí-
òû âåêòîð-ãðàäèåíòà ∇F (~nk, ~dk), âû÷èñëåííîãî â òî÷êå (~nk, ~dk), óñëîâèìñÿ
îáîçíà÷àòü ∇iF (~nk, ~dk), i = 1, . . . , 2N . Äëÿ óïðîùåíèÿ îáîçíà÷åíèé èíäåêñ
k áóäåì îïóñêàòü òàì, ãäå ýòî íå ïðèâîäèò ê íåäîðàçóìåíèþ.

3.1 Êîíå÷íî-ðàçíîñòíûé ñïîñîá.

Ïóñòü ~ei � N -ìåðíûé âåêòîð, i-àÿ êîìïîíåíòà êîòîðîãî ðàâíà åäèíèöå, à âñå
îñòàëüíûå êîìïîíåíòû ðàâíû íóëþ.

Çàäàåìñÿ äîñòàòî÷íî ìàëûìè âåëè÷èíàìè ∆ni è ∆di, i = 1, . . . , N . Òîãäà
êîìïîíåíòû ãðàäèåíòà ôóíêöèè F (~n, ~d) â òî÷êå (~n, ~d) ðàññ÷èòûâàþòñÿ ïî
ñëåäóþùèì ôîðìóëàì:

∇iF (~nk, ~dk) = F (~nk+∆ni~ei,~dk)−F (~nk,~dk)
∆ni

, i = 1, . . . , N,

∇N+iF (~nk, ~dk) = F (~nk,~dk+∆di~ei)−F (~nk,~dk)
∆di

, i = 1, . . . , N.

Õîòÿ ýòî è ñàìûé ïðîñòîé äëÿ ðåàëèçàöèè ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ ∇F (~n, ~d),
îí îáëàäàåò äâóìÿ ñóùåñòâåííûìè íåäîñòàòêàìè:

I) ðàçíîìàñøòàáíîñòü ïàðàìåòðîâ ~n è ~d (â ðåàëüíûõ çàäà÷àõ êîýôôè-
öèåíòû ïðåëîìëåíèÿ ñîñòàâëÿþò íåñêîëüêî åäèíèö, à ãåîìåòðè÷åñêèå
òîëùèíû ïîðÿäêà íåñêîëüêèõ ñîòåí íàíîìåòðîâ (10−9ì.)) òðåáóåò äî-
ñòàòî÷íî àêêóðàòíîãî îáðàùåíèÿ ñ âåëè÷èíàìè∆ni è∆di, i = 1, . . . , N ,
ïðè ïîñòðîåíèè ïðàâèë îñòàíîâêè èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà.

II) òî÷íîñòü íàõîæäåíèÿ ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò
èñïîëüçóåìûõ çíà÷åíèé ∆ni è ∆di, i = 1, . . . , N . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
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ïîïûòêè íàéòè îïòèìàëüíûå ïàðàìåòðû ~n∗ è ~d∗ ñ òî÷íîñòüþ áëèçêîé
ê òîé òî÷íîñòè, ñ êîòîðîé âû÷èñëÿþòñÿ ãðàäèåíòû â òî÷êàõ, çàðàíåå
îáðå÷åíû íà íåóäà÷ó. Áîëåå òîãî, ïîïûòêà îñóùåñòâèòü òàêîé ðàñ÷åò
áóäåò õàðàêòåðèçîâàòüñÿ ðàñõîäèìîñòüþ ñóáãðàäèåíòíîãî ïðîöåññà â
îêðåñòíîñòè ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà, è ñâÿçàíî ýòî áóäåò ñ òåì, ÷òî
èç-çà äîñòàòî÷íî "ãðóáîãî"âû÷èñëåíèÿ ãðàäèåíòà âûáèðàþòñÿ íåïðà-
âèëüíûå íàïðàâëåíèÿ äâèæåíèÿ äëÿ ñóáãðàäèåíòíîãî ïðîöåññà.

3.2 Àíàëèòè÷åñêèé ñïîñîá

Àíàëèòè÷åñêèé ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ ãðàäèåíòà ôóíêöèè F (~n, ~d) ñâîáîäåí îò
íåäîñòàòêîâ, ñâîéñòâåííûõ êîíå÷íî-ðàçíîñòíîìó ñïîñîáó. Îí ñîñòîèò â ñëå-
äóþùåì. Íåïîñðåäñòâåííîå äèôôåðåíöèðîâàíèå ôóíêöèè F (~n, ~d) äàåò ñëå-
äóþùèå ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîìïîíåíò åå ãðàäèåíòà â òî÷êå (~nk, ~dk):

∇iF (~nk, ~dk) = 2
L∑

j=1

(
Tj − T (~nk, ~dk, λj)

)
∂T (~nk,~dk,λj)

∂ni
, i = 1, . . . , N,

∇N+iF (~nk, ~dk) = 2
L∑

j=1

(
Tj − T (~nk, ~dk, λj)

)
∂T (~nk,~dk,λj)

∂di
, i = 1, . . . , N.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ àíàëèòè÷åñêîãî âû÷èñëåíèÿ∇F (~nk, ~dk) äîñòàòî÷íî äëÿ
âñåõ i = 1, . . . , N óìåòü íàõîäèòü àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ ïðîèçâîä-
íûõ ∂T (~n,~d,λ)

∂ni
è ∂T (~n,~d,λ)

∂di
ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè λ. Èñïîëüçóÿ (3) ýòè

ïðîèçâîäíûå ëåãêî íàéòè äëÿ êàæäîãî i (1 ≤ i ≤ N) ïî ñëåäóþùåìó ïðà-
âèëó:

∂T (~n, ~d, λ)
∂ni

=
8

(
n0
ns

m11
∂m11
∂ni

+ ns

n0
m22

∂m22
∂ni

+ n0nsm12
∂m12
∂ni

+ 1
n0ns

m21
∂m21
∂ni

)
(
2 + n0

ns
m2

11 + ns

n0
m2

22 + n0nsm2
12 + 1

n0ns
m2

21

)2 ,

∂T (~n, ~d, λ)
∂di

=
8

(
n0
ns

m11
∂m11
∂di

+ ns

n0
m22

∂m22
∂di

+ n0nsm12
∂m12
∂di

+ 1
n0ns

m21
∂m21
∂di

)
(
2 + n0

ns
m2

11 + ns

n0
m2

22 + n0nsm2
12 + 1

n0ns
m2

21

)2 ,

ãäå ∂m11
∂ni

, ∂m12
∂ni

, ∂m21
∂ni

, ∂m22
∂ni

, ∂m11
∂di

, ∂m12
∂di

, ∂m21
∂di

è ∂m22
∂di

� êîýôôèöèåíòû ñëå-
äóþùèõ (2× 2)-ìàòðèö:

∂M(~n, ~d, λ)
∂ni

=

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣

∂m11
∂ni

i∂m12
∂ni

i∂m21
∂ni

∂m22
∂ni

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣ ;

∂M(~n, ~d, λ)
∂di

=

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣

∂m11
∂di

i∂m12
∂di

i∂m21
∂di

∂m22
∂di

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣ .

Ìàòðèöû ∂M(~n,~d,λ)
∂ni

è ∂M(~n,~d,λ)
∂di

ëåãêî ðàññ÷èòàòü èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (1)

è (2). Òàê, íàïðèìåð, ìàòðèöû ∂M(~n,~d,λ)
∂di

ðàññ÷èòûâàþòñÿ ñ ïîìîùüþ ñëåäó-
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þùèõ ñîîòíîøåíèé:

∂M(~n,~d,λ)
∂d1

= ∂M(n1,d1,λ)
∂d1

N∏
k=2

M(nk, dk, λ),

∂M(~n,~d,λ)
∂di

=
i−1∏
k=1

M(nk, dk, λ)∂M(ni,di,λ)
∂di

N∏
k=i+1

M(nk, dk, λ), i = 2, . . . , N − 1,

∂M(~n,~d,λ)
∂dN

=
N−1∏
k=1

M(nk, dk, λ)∂M(nN ,dN ,λ)
∂dN

,

(4)
ãäå (2× 2)-ìàòðèöû ∂M(ni,di,λ)

∂di
äëÿ êàæäîãî i = 1, . . . , N èìåþò ñëåäóþùèé

âèä:

∂M(ni,di,λ)
∂di

=

∣∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣∣

∂
∂dk

(
cos

(
2πnkdk

λj

))
−i ∂

∂dk

(
1

nk
sin

(
2πnkdk

λj

))
−i ∂

∂dk

(
nk sin

(
2πnkdk

λj

))
∂

∂dk

(
cos

(
2πnkdk

λj

))
∣∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

− 2πni

λj
sin

(
2πnidi

λj

)
− i

ni

2πni

λj
cos

(
2πnidi

λj

)
−ini

2πni

λj
cos

(
2πnidi

λj

)
− 2πni

λj
sin

(
2πnidi

λj

)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Àíàëîãè÷íî ðàññ÷èòûâàþòñÿ è ìàòðèöû ∂M(~n,~d,λ)
∂ni

. ßâíûé âèä äëÿ íèõ îïó-
ñòèì â ñèëó ãðîìîçäêîñòè àíàëèòè÷åñêîãî âûðàæåíèÿ äëÿ ìàòðèö

∂M(ni, di, λ)
∂ni

=

∣∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣∣

∂
∂nk

(
cos

(
2πnkdk

λj

))
−i ∂

∂nk

(
1

nk
sin

(
2πnkdk

λj

))
−i ∂

∂nk

(
nk sin

(
2πnkdk

λj

))
∂

∂nk

(
cos

(
2πnkdk

λj

))
∣∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣∣ .

Àíàëèòè÷åñêèé ñïîñîá ïîçâîëÿåò âû÷èñëÿòü òî÷íîå (â ïðåäåëàõ êîìïüþ-
òåðíîé àðèôìåòèêè) çíà÷åíèå ãðàäèåíòà ôóíêöèè F (~n, ~d) â òî÷êå (~nk, ~dk) è
ïî çàòðàòàì àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé îí òàêîé æå êàê è êîíå÷íî-ðàçíîñòíûé
ñïîñîá. Àíàëèòè÷åñêèé ñïîñîá öåëåñîîáðàçíåé èñïîëüçîâàòü, ÷åì êîíå÷íî-
ðàçíîñòíûé, êîãäà òðåáóåòñÿ âûñîêàÿ òî÷íîñòü ïî íàõîæäåíèþ îïòèìàëü-
íûõ ïàðàìåòðîâ (~n∗, ~d∗).

4 Î äâóõ ðåàëèçàöèÿõ âû÷èñëåíèÿ ∇F (~n, ~d)

Îñíîâíîé ïàðàìåòð, îò êîòîðîãî çàâèñèò ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ìåòîäîâ ïåð-
âîãî ïîðÿäêà, åñòü ðàçìåð N (êîëè÷åñòâî ñëîåâ â ÌÎÏ). Â çàâèñèìîñòè îò
òèïà çàäà÷ êîëè÷åñòâî ñëîåâ ìîæåò ñîñòàâëÿòü îò íåñêîëüêèõ åäèíèö äî
íåñêîëüêèõ äåñÿòêîâ. Òàê, íàïðèìåð, â çàäà÷àõ, ñâÿçàííûõ ñ "îòðåçàþùè-
ìè"ôèëüòðàìè, èõ êîëè÷åñòâî ìîæåò ñîñòàâëÿòü îò 20 äî 50. Â ñèëó ýòîãî
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ñìûñë ïðèîáðåòàþò ïðîöåäóðû áûñòðîãî âû÷èñëåíèÿ ãðàäèåíòà ôóíêöèè
F (~n, ~d).

Äàëåå ðàññìîòðèì äâå âîçìîæíûõ ðåàëèçàöèè äëÿ âû÷èñëåíèÿ∇F (~n, ~d):
ïðÿìîëèíåéíàÿ è óñêîðåííàÿ ðåàëèçàöèè. Îáå ðåàëèçàöèè ìîãóò áûòü èñ-
ïîëüçîâàíû êàê ïðè êîíå÷íî-ðàçíîñòíîì, òàê è ïðè àíàëèòè÷åñêîì ñïîñîáàõ
âû÷èñëåíèÿ ãðàäèåíòà. Ïðè óñêîðåííîé ðåàëèçàöèè óáèðàþòñÿ (çà ñ÷åò èñ-
ïîëüçîâàíèÿ äîïîëíèòåëüíîé ïàìÿòè äëÿ çàïîìèíàíèÿ ïðîìåæóòî÷íûõ ðå-
çóëüòàòîâ) ïîâòîðÿþùèåñÿ óìíîæåíèÿ ìàòðèö äëÿ ðàçëè÷íûõ i = 1, . . . , N ,
êîòîðûå èìåþò ìåñòî ïðè ïðÿìîëèíåéíîé ðåàëèçàöèè. Àíàëèç óñêîðåíèÿ
äëÿ îáîèõ ñïîñîáîâ ïîêàçûâàåò, ÷òî ïî óìíîæåíèþ ìàòðèö óñêîðåííàÿ ðåà-
ëèçàöèÿ âûèãðûâàåò ó ïðÿìîëèíåéíîé ðåàëèçàöèè è ýòîò âûèãðàø ðàñòåò ñ
ðîñòîì N . Åãî öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü ïðè ðàáîòå ñ êîëè÷åñòâîì ñëîåâ
ïîðÿäêà 20-40.

Ñîäåðæàòåëüíûé ñìûñë òîãî óñêîðåíèÿ, êîòîðîå ìîæíî èñïîëüçîâàòü
ïðè âû÷èñëåíèè ãðàäèåíòîâ äëÿ îáîèõ îïèñàííûõ ñïîñîáîâ, îáúÿñíèì íà
ïðèìåðå âû÷èñëåíèÿ ∂M(~n,~d,λ)

∂di
ïî ôîðìóëå (4). Ðàññìîòðèì äâå ñëåäóþùèõ

ðåàëèçàöèè âû÷èñëåíèÿ ìàòðèö ∂M(~n,~d,λ)
∂di

äëÿ âñåõ i = 1, . . . , N :

(i) Ïðÿìîëèíåéíàÿ ðåàëèçàöèÿ, â îñíîâå êîòîðîé ëåæèò íåïîñðåäñòâåí-
íîå ïðèìåíåíèå ôîðìóëû (4). Äëÿ êàæäîãî i = 1, . . . , N îíà òðåáóåò
(N − 1) óìíîæåíèé ìàòðèö ðàçìåðîì 2× 2. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðÿìîëè-
íåéíàÿ ðåàëèçàöèÿ ïîòðåáóåò

N∗
1 = N(N − 1)

óìíîæåíèé ìàòðèö ðàçìåðîì 2× 2 (ò.å. N ðàç òðåáóåòñÿ èñïîëüçîâàòü
(N − 1) óìíîæåíèå ìàòðèö).

(ii) Óñêîðåííàÿ ðåàëèçàöèÿ, ïðè êîòîðîé óáèðàþòñÿ ïîâòîðÿþùèåñÿ óìíî-
æåíèÿ ìàòðèö äëÿ ðàçëè÷íûõ i = 1, . . . , N , ñâîéñòâåííûå ïðÿìîëèíåé-
íîé ðåàëèçàöèè. Ñóòü óñêîðåííîé ðåàëèçàöèè ñîñòîèò â ñëåäóþùåì.
Îäèí ðàç âû÷èñëèì òàêèå ìàòðèöû:

M+
i =

i∏
k=1

M(nk, dk, λj), i = 1, . . . , N − 1,

M−
i =

N∏
k=i

M(nk, dk, λj), i = 2, . . . , N,

äëÿ ÷åãî äîñòàòî÷íî 2(N − 2) îïåðàöèé óìíîæåíèÿ ìàòðèö ðàçìåðîì
2 × 2. Çàòåì äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìàòðèö ∂M(~n,~d,λ)

∂di
äëÿ âñåõ i = 1, . . . , N

âçàìåí ôîðìóëû (4) áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùóþ ôîðìóëó:

∂M(~n,~d,λj)
∂d1

= ∂M(n1,d1,λj)
∂d1

∗M−
2 ,

∂M(~n,~d,λj)
∂di

= M+
i−1 ∗

∂M(ni,di,λj)
∂di

∗M−
i+1, i = 2, . . . , N − 1

∂M(~n,~d,λj)
∂dN

= M−
N−1 ∗

∂M(nN ,dN ,λj)
∂dN

.

, (4a)
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êîòîðàÿ åñòü òà æå ôîðìóëà (4), íî çàïèñàíà â áîëåå êîìïàêòíîì äëÿ
ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ âèäå. Äëÿ ðåàëèçàöèè ôîðìóëû (4a) òðå-
áóåòñÿ 2+2(N−2) = 2(N−1) óìíîæåíèé ìàòðèö ðàçìåðîì 2×2. Ñëå-
äîâàòåëüíî, äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìàòðèö ∂M(~n,~d,λ)

∂di
äëÿ âñåõ i = 1, . . . , N

óñêîðåííàÿ ðåàëèçàöèÿ ïîòðåáóåò

N∗
2 = 2(N − 2) + 2(N − 1) = 2(2N − 3)

óìíîæåíèé ìàòðèö ðàçìåðîì 2× 2.

Ïî óìíîæåíèþ ìàòðèö óñêîðåííàÿ ðåàëèçàöèÿ âûèãðûâàåò ó ïðÿìîëè-
íåéíîé ðåàëèçàöèè è ýòîò âûèãðàø áóäåò õàðàêòåðèçîâàòü ñëåäóþùàÿ âå-
ëè÷èíà:

q(N) =
N∗

2

N∗
1

=
2(2N − 3)
N(N − 1)

=
2
N

+
2(N − 2)
N(N − 1)

.

Ïðè N = 2 è N = 3 èìååì q(2) = 1 è q(3) = 1, ÷òî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè
êîëè÷åñòâå ñëîåâ, íå ïðåâûøàþùåì òðåõ, âñå ðàâíî êàêóþ èç ðåàëèçàöèé
èñïîëüçîâàòü äëÿ âû÷èñëåíèÿ ãðàäèåíòîâ. Îäíàêî, óæå ïðè N = 4 èìååòñÿ
íåçíà÷èòåëüíûé âûèãðûø

q(4) =
2
4

+
2 · 2
4 · 3

=
1
2

+
1
3

=
5
6
,

êîòîðûé âîçðàñòàåò ñ ðîñòîì N . Òàê, íàïðèìåð, ïðè N = 20 èìååì

q(20) =
1
10

+
2 · 18
20 · 19

≈ 1
5
,

÷òî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè ðàáîòå ñ äâàäöàòè ñëîéíûìè ÌÎÏ ìîæíî ñýêîíîìèòü
â ïÿòü ðàç íà âû÷èñëåíèÿõ, ñâÿçàííûõ ñ óìíîæåíèåì ìàòðèö ðàçìåðîì 2×2.
Åùå áîëüøàÿ ýêîíîìèÿ (â 10 ðàç) ïîëó÷àåòñÿ ïðè ðàáîòå ñ 40-ñëîéíûìè
ÌÎÏ. Îäíàêî ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïðè ðåøåíèè çàäà÷ A è B ñ N = 20÷40
ìû íå ïîëó÷èì "÷èñòîãî"âûèãðàøà ïî âðåìåíè îò ïÿòè äî äåñÿòè ðàç. Äåëî
â òîì, ÷òî ðàñ÷åò õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ìàòðèö äëÿ êàæäîãî ñëîÿ òðåáóåò
èñïîëüçîâàíèÿ òðóäîåìêèõ â âû÷èñëèòåëüíîì îòíîøåíèè ìàòåìàòè÷åñêèõ
ôóíêöèéDSIN èDCOS, êîòîðûå ìîãóò ïðåâîñõîäèòü ñëîæíîñòü îïåðàöèé,
ñâÿçàííûõ ñ óìíîæåíèåì ìàòðèö ðàçìåðîì 2× 2.

5 Çàêëþ÷åíèå

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ íà îñíîâå ñî÷åòàíèÿ r-àëãîðèòìà ñ àäàïòèâíîé ðåãóëè-
ðîâêîé øàãà è ñëó÷àéíîãî âûáîðà íà÷àëüíîé (ñòàðòîâîé) òî÷êè àâòîðàìè
ðàçðàáàòûâàþòñÿ àëãîðèòìè÷åñêèå ïðîöåäóðû äëÿ íàõîæäåíèÿ è àíàëèçà
ëîêàëüíûõ ýêñòðåìóìîâ çàäà÷ A è B. Äåëàåòñÿ ýòî ñ öåëüþ ïðîâåðèòü êàêîé
èç êðèòåðèåâ (ãëàäêèé èëè îäèí èç íåãëàäêèõ) äàåò áîëåå ïðàâäîïîäîáíûå
ðåçóëüòàòû äëÿ áëèçêèõ ê ðåàëüíûì òåñòîâûõ ïðèìåðîâ.

Èçëîæåííûé â ðàáîòå ìàòåðèàë åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïðèâîäèò ê äàëü-
íåéøèì èññëåäîâàíèÿì ÌÎÏ ïî äâóì íàïðàâëåíèÿì:
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(1) ïîñòðîåíèå íîâûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé äëÿ ðàçëè÷íûõ çàäà÷ íà-
õîæäåíèÿ îïòèìàëüíûõ ïàðàìåòðîâ ïëîñêèõ ìíîãîñëîéíûõ îïòè÷å-
ñêèõ ñòðóêòóð (íàïðèìåð, îáîáùåíèå çàäà÷ À è Â íà ñëó÷àé, êîãäà
óãîë ïàäåíèÿ íå ðàâåí íóëþ, ëèáî êîãäà èìååò ìåñòî ïîòåðÿ ýëåêòðî-
ìàãíèòíîé âîëíîé ýíåðãèè ïðè ïðîõîæäåíèè ÷åðåç îïòè÷åñêèå ñðåäû
è ò.ä.);

(2) ðàçðàáîòêà è âûáîð íàèáîëåå îïòèìàëüíûõ (ïî òåì èëè èíûì êðèòåðè-
ÿì) àëãîðèòìè÷åñêèõ ïðîöåäóð äëÿ ðåøåíèÿ äàííûõ çàäà÷ ñ ó÷åòîì èõ
ñïåöèôèêè (êàê íà îñíîâå ñóáãðàäèåíòíûõ ìåòîäîâ, â ÷àñòíîñòè, ìå-
òîäîâ ñ ðàñòÿæåíèåì ïðîñòðàíñòâà, òàê è ìåòîäîâ âòîðîãî ïîðÿäêà, ñ
ðàçëè÷íûìè àäàïòèâíûìè ðåãóëèðîâêàìè ïàðàìåòðîâ ýòèõ ìåòîäîâ).

Àâòîðû íàäåþòñÿ, ÷òî îïûò ïðèìåíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà ãëàä-
êîé è íåãëàäêîé îïòèìèçàöèè äëÿ ðåøåíèÿ ïðîñòåéøèõ çàäà÷ A è B, îïèñàí-
íûõ â äàííîé ðàáîòå, ïîçâîëèò áîëåå äåòàëüíî ðàçîáðàòüñÿ ñî ñâîéñòâàìè
ìíîãîýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ íàõîæäåíèåì îïòèìàëüíûõ ïàðà-
ìåòðîâ ïëîñêèõ ìíîãîñëîéíûõ îïòè÷åñêèõ ñòðóêòóð.
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