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СИГНАЛЬНО-ТРАЕКТОРНЫЙ МЕТОД ОЦЕНКИ ПАРАМЕТРОВ БЛИЗКИХ  
ОБЪЕКТОВ С ПРОТЯЖЕННЫМ ИЗОБРАЖЕНИЕМ НА СЕРИИ КАДРОВ 

 
Разработан сигнально-траекторный вычислительный метод оценки параметров видимого движения Q 

близких объектов со смазанным собственным движением изображением на серии ПЗС-кадров. В методе от-
сутствует разделение вычислительных операций на операции внутрикадровой и межкадровой обработки, и как 
следствие – отсутствуют операции формирования отметок. В качестве закона распределения координат па-
дения фотонов, принадлежащих объекту с протяженным изображением, принята взвешенная сумма конечного 
количества двумерных нормальных законов распределения координат падения фотонов, математические ожи-
дания которых расположены вдоль траектории видимого движения объекта. Метод может быть использован 
в программах автоматизированного обнаружения астероидов при оценке местоположения астероидов, имею-
щих большие скорости видимого движения, например, астероидов, сближающихся с Землей. 
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Введение 
Проблема астероидно-кометной опасности [1, 

2] в XXI веке стала актуальной темой научных кон-
ференций, регулярно рассматривается ООН, прави-
тельствами и парламентами ведущих стран мира, 
влиятельными неправительственными организация-
ми. Всё больше внимания уделяется разработке 
средств и методов обнаружения и мониторинга объ-
ектов, сближающихся с Землёй.  

Количество известных потенциально опасных 
объектов, сближающихся с Землёй, быстро растёт. 
Однако информации по-прежнему не достаточно, а 
методы ее получения далеки от совершенства.  

Анализ литературы. Традиционно [3], обна-
ружение движущихся объектов в целом и потенци-
ально опасных астероидов в частности осуществля-
ется в два этапа. Первый этап (первичная, внутри-
кадровая обработка) предназначен для оценки пара-
метров положения объектов в фиксированные мо-
менты времени. Второй этап (вторичная, межкадро-
вая обработка) используется для объединения дан-
ных, поступающих с выхода внутрикадровой обра-
ботки, прежде всего в целях обнаружения и оценки 
параметров траекторий движения объектов. 

Известен [4, 5] сигнально-траекторный метод 
(СТМ) решения таких задач, связанный с ликвидаци-
ей разделения процесса обработки локационных дан-
ных на указанные выше этапы. Сторонники данного 
подхода надеются, что единая оптимизация процесса 
обработки локационных данных приведет к миними-
зации ее потерь и, как следствие,  к повышению 
точности оценки параметров их движения. 

На настоящий момент разработаны методы 
оценки местоположения нескольких объектов, изо-
бражения которых пересекаются и в этом смысле 
статистически зависят друг от друга [6, 7]. Также 
известны методы оценки местоположения протя-
женных объектов [8, 9, 10, 11, 12, 13], но ни один из 
них не учитывает одновременно все значимые осо-
бенности формирования цифровых ПЗС-изображе-
ний небесных объектов. 

Целью статьи является разработка сигнально-
траекторного вычислительного метода оценки па-
раметров видимого движения Q близких объектов 
со смазанным собственным движением изображени-
ем на серии ПЗС-кадров, который учитывает все 
значимые особенности формирования цифровых 
ПЗС-изображений небесных объектов, включая и то, 
что остаточные помеховые фотоны могут быть рас-
пределены по изображению объекта неравномерно. 

Постановка задачи. Предполагается, что объ-
екты обнаружены, а их количество Q известно. Изо-
бражения небесных объектов содержатся в серии из 

frameN  исследуемых кадров, каждый из которых 
привязан к звездному небу.  

Вместе с тем, точность повторного наведения 
телескопа не такова, чтобы системы координаты в 
картинной плоскости каждого кадра совпадали. В 
связи с этим целесообразно перейти от координат в 
системах координат каждого отдельного ПЗС-кадра 
к координатам в системе координат базового ПЗС-
кадра, поставив в соответствие центру каждого ik-го 
пикселя из frameN  кадров координаты небесной 
сферы it , kt . 
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Статистически зависимые изображения Q объ-
ектов находятся в стробе внутрикадровой обработки 
(СВКО), который представим как множество SIFP  
пикселей. Под статистически зависимыми изобра-
жениями Q объектов понимается возможное пересе-
чение их изображений на ПЗС-кадре.  

За время экспозиции Δτ объекты проходят рас-
стояние, которым нельзя пренебречь при оценке их 
местоположения. При этом изображения объектов 
становится смазанными собственным движением и 
могут быть названы протяжёнными. 

Объекты в картинной плоскости телескопа 
движутся равномерно по каждой координате: 

tb
STM STM

j j j tbase( ) ( ) V ( );              

tb
STM STM

j j j tbase( ) ( ) V ( ),                  (1) 

где    время; tbase   время привязки базового кад-

ра; 
tb

STM
j ( )   , 

tb
STM

j ( )    – координаты j-го 

объекта на момент привязки базового кадра tbase  
(как правило, половина времени экспозиции базового 
кадра); STM

j ( )   , STM
j ( )     координаты j-го 

объекта на момент времени  ; jV , jV   скорость j-
го объекта по координатам   и   соответственно. 

Координаты падения сигнальных фотонов на 
ПЗС-матрицу в любой момент времени имеют кру-
говое нормальное распределение [7, 11, 12]. Изо-
бражения небесных объектов на кадре имеют форму 
точки, а с учетом атмосферной турбулентности изо-
бражения объектов могут становиться размытыми. 
Помеховые фотоны (вызваны шумами считывания 
изображения с ПЗС-матриц, «темновыми токами», 
неравномерностью чувствительности пикселей ПЗС-
матриц, а также фоновым излучением) образуют в 
пикселях СВКО помеховую подложку. 

Наблюдению доступны напряжения на выходе 
CCDN  пикселей ПЗС-матриц, которые можно при-

вести к опытным относительным частотам попада-
ния фотонов в ik-й пиксель ПЗС-матриц каждого 

кадра из серии frameN  исследуемых кадров, *
ikt : 

frame SIFPN N
*
ikt ikt ikt

t 1 i,k
A / A 


    ,                  (2) 

где iktA  – экспериментальная яркость ik-го пикселя 
ПЗС-матриц исследуемого СВКО; SIFPN  – количе-
ство пикселей исследуемого СВКО. 

Теоретическим аналогом опытных относитель-
ных частот являются вероятности STM

ikt ( )   попа-
дания фотонов в ik-й пиксель ПЗС-матриц с грани-
цами bi , ei  по координате   и bk , ek  по коор-
динате  . 

Необходимо на основе совокупности значений 
*
ikt  и информации об изображениях объектов на 

серии ПЗС-кадров разработать сигнально-траектор-
ный метод оценки параметров видимого движения 
Q близких объектов со смазанным собственным 
движением изображением на серии ПЗС-кадров. 

Система уравнений  
максимального правдоподобия 
Общий вид системы уравнений максимального 

правдоподобия [14] для оценки параметров объек-
тов на серии цифровых кадров можно представить 
выражением 

frame SIFPN N * STM
ikt ikt

STM
nt 1 i,k ikt

( ) 0
( )



 

  


 
  .    (3) 

Совокупность оцениваемых параметров вклю-
чает в себя: координаты 

tb
STM

j ( )   ,
tb

STM
j ( )    

j-го объекта на момент привязки базового кадра 

tbase ; СКО координат падения фотонов Gj , ско-

рость jV , jV  j-го объекта по координатам   и   

соответственно. Данную совокупность параметров 
можно представить с помощью вектора оценивае-
мых параметров: 

tb tb
STM STM STM

1 1 1 1 G1( ( ), ( ),V ,V , ,...              

tb tb
STM STM

j j j j Gj( ), ( ),V ,V , ,...           

tb tb
STM STM

Q Q Q Q GQ( ), ( ),V ,V , )            

1 n 5Q( ,... ,... )    ,  (4) 

где n  – n-й оцениваемый параметр. 
Учитывая вышесказанное и вероятностный ха-

рактер распределения фотонов в пиксели ПЗС-

матриц, выражение для вероятности STM
ikt ( )   по-

падания фотонов в пиксели ПЗС-матриц, с границами 
bi , ei  по координате   и bk , ek  по координате 

  соответственно, для протяженных объектов может 
быть представлено следующим образом: 

ei ek

bi bk

STM STM
ikt STM it kt it kt( ) f ( , , )d d

 

 
 

         .(5) 

Выражение, описывающее закон распределения 
падения фотонов на ПЗС-матрицу можно предста-
вить смесью вероятностных распределений [15, 16]. 

Учитывая все время экспозиции, выражение 
для закона распределения координат падения фото-
нов в картинной плоскости ПЗС-кадра представля-
ется с помощью интеграла по времени экспозиции: 

STM
STM it kt 0f ( , , ) p        

t

t

/2 Q
j
2 2

j 1 Gj Gj/2

p 1exp
2 2





 

 

  
 

  

tb
STM 2

it t j j tbase( ( ) V ( ))             
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tb
STM 2

kt t j j tbase( ( ) V ( )) d  
           

,(6) 

где t , t  – невязки привязки координат центров 
пикселей t-го кадра к базовому кадру по координате 
  и  соответственно; jp  – относительный вес сиг-

нальных фотонов, принадлежащих j-му объекту: 
Q

j 0
j 1

p 1 p


  ;                           (7) 

0p  – относительный вес остаточных помеховых 
фотонов ПЗС-матриц после компенсации помеховой 
подложки ( 00 p 1  ); Gj  – СКО координат паде-
ния сигнальных фотонов. 

Закон распределения (6) координат падения 
фотонов в картинной плоскости ПЗС-матриц (за все 
время экспозиции) можно представить в виде суммы 
конечного количества двумерных гауссоид [13]. Чем 
больший путь проходят объекты за время экспози-
ции, тем большее количество гауссоид необходимо 
для адекватного представления их изображения. 
Формально формализации такого подхода достаточ-
но воспользоваться формулой прямоугольника чис-
ленного интегрирования и представить в виде сум-
мы второе слагаемое в выражении (6): 

STM
STM it kt 0f ( , , ) p      

GNQ
j

n 2 2
j 1 n 0 Gj Gj

p 1exp
2 2 

   
 

   

tb
STM 2

it t j j n tbase( ( ) V ( ))              

tb
STM 2

kt t j j n tbase( ( ) V ( ))  
           

,    (8) 

где n tbase (n / N 0.5)       – время привязки n-й 
гауссоиды, используемой для аппроксимации изобра-
жения объекта, смазанного собственным движением;  

GN  – количество гауссоид, используемых для 
аппроксимации изображения объекта, смазанного 
собственным движением или количество интервалов 
численного интегрирования по времени;  

n  – коэффициент численного интегрирования. 
Для оценивания параметров объектов необхо-

димо решить систему уравнений максимального 
правдоподобия (3). При этом в качестве теоретиче-
ской вероятности попадания фотонов пиксели ПЗС-
матриц используется выражение (5), в котором вы-
ражение (8) используется как закон распределения 
координат падения сигнальных фотонов в картин-
ной плоскости ПЗС-матриц. 

Для получения выражений производных, вхо-
дящих в (3), необходимо выражение (8) подставить 
в (5) и воспользоваться известным правилом диффе-
ренцирования интеграла по параметру [17]:  

b b

a a

d f (x, )dx f (x, )dx
d


  

   .                (9) 

Выражение для производной по координате 

tb
STM

j ( )    j-го объекта по пиксельному интегра-

лу (5) для протяженных объектов, с учетом закона 
распределения координат (8) падения фотонов в 
картинной плоскости ПЗС-матриц, будет иметь вид: 

tb

STM
jikt

STM 2
Gj Gj

p( ) 1
N( ) 2



 

 
 

  

ei ek G

bi bk

N

n 2
n 0 Gj

1exp
2

 

 

  


 

tb
STM 2

kt t j j n tbase( ( ) V ( ))  
            

tb
STM 2

j Gj

1exp
( ) 2 

   
  

tb
STM

it t j( ( )         

2
j n tbase it ktV ( )) d d

     


.            (10) 

Воспользовавшись правилом дифференцирования 
exp (x) x exp(x)  , выражение (10) приобретает вид: 

tb

STM
ikt

STM 3
Gj Gj

( ) 1 1
N( ) 2



 

 
 

  
 

ekG

tb
bk

N
STM

n kt t j2
n 0 Gj

1exp ( ( )
2



 
 

         
 

kjt
2

n tbase kt
Gj

1V ( )) d
2


       

ei

tb ijt
bi

STM 2
it t j n tbase( ( ) V ( ))



  


             

tb
STM

it t j2
Gj

1exp ( ( )
2

 

        
 

ijt
2

n tbase itV ( )) d
    

.           (11) 

Для взятия интеграла из преобразованного вы-
ражения (11), целесообразно использовать замену 
переменной: 

tb
STM

it t j j n tbasea ( ) V ( )            . (12) 

Тогда 
tb

STM
it t ja ( )        j n tbaseV ( )   , 

it a   , а нижний и верхний пределы интегриро-
вания буду иметь вид: 

tb
STM

min bi t j j n tbasea ( ) V ( )           ; (13) 

tb
STM

max ei t j j n tbasea ( ) V ( )            . (14) 

Для нормально распределенной случайной ве-
личины   с математическим ожиданием m  и 

дисперсией 2  плотность распределения определя-
ется выражением: 
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2 2
2

1 1N (m ; ) exp( ( m ) )
2 2

      
 

.   (15) 

При этом вероятность iF  того, что случайная 
величина   находится на интервале bi ei[ , ]  , оп-
ределяется следующим образом: 

ei

bi

2 2
iF (m ; ) N (m ; )d



   


    .         (16) 

С учетом проведенной замены переменной (12) 
и введенных обозначений (13) ÷ (16), выражение 
(11) примет вид: 

tb

STM
ikt

STM 2
j G Gj

( ) 1
( ) N


 

 
 

  
 

 G

tb

N
STM 2

n kj t j j n tbase Gj
n 0

F ( ) V ( );   


             

  
max

min

a
2 2

Gj
Gj a

1 a exp a 2 da
2

  
  .      (17) 

Для дальнейшего преобразования выражения 
(17) целесообразно воспользоваться понятием [6, 14] 
локального математического ожидания случайной 
величины   на интервале bi ei[ , ]  : 

ei

iti
bi

oc 2
2

i

1m N (m ; )d m
F (m ; )



  
  

     
   

ei bi

2
2 2

2
i

(N (m ; ) N (m ; ))
F (m ; )

   
 


   


. (18) 

Воспользовавшись табличным интегралом [17], 
2 2ax ax1xe dx e

2a
   .                    (19)  

а также выражениями (16) и (18) выражение (17) 
будет преобразовано к следующему виду: 

G

tb

NSTM
ikt

nSTM 2
n 0j G Gj

( ) 1
( ) N


 

 
  

  
  

 tb
STM 2

kj t j j n tbase GjF ( ) V ( );               

 tb
STM 2

ij t j j n tbase GjF ( ) V ( );   
         

 

 tb
oc STM
ij t j j n tbasem ( ) V ( )            . (20) 

Аналогично производная по координате 

tb
STM

j ( )    j-го объекта по пиксельному интегралу 
(5) для протяженных объектов будет иметь вид: 

G

tb

NSTM
ikt

nSTM 2
n 0j G Gj

( ) 1
( ) N



 

 
  

  
  

 tb
STM 2

kj t j j n tbase GjF ( ) V ( );               

 tb
STM 2

ij t j j n tbase GjF ( ) V ( );   
         

  

 tb
oc STM
kj t j j n tbasem ( ) V ( )             . (21) 

Производная по скорости jV  j-го объекта по 

координате   по пиксельному интегралу (5) для 
протяженных объектов, с учетом закона распреде-
ления координат (8) падения фотонов в картинной 
плоскости ПЗС-кадра, будет иметь вид: 

GNSTM
ikt

n n tbase2
j n 0G Gj

( ) 1 ( )
V N



 

 
     

 
  

 tb
STM 2

kj t j j n tbase GjF ( ) V ( );               

 tb
STM 2

ij t j j n tbase GjF ( ) V ( );   
         

  

 tb
oc STM
ij t j j n tbasem ( ) V ( )            . (22) 

Аналогично, производная по jV  скорости j-го 
объекта по координате   будет иметь вид: 

GNSTM
ikt

n n tbase2
j n 0G Gj

( ) 1 ( )
V N



 

 
     

 
  

 tb
STM 2

kj t j j n tbase GjF ( ) V ( );               

 tb
STM 2

ij t j j n tbase GjF ( ) V ( );   
         

  

 tb
oc STM
kj t j j n tbasem ( ) V ( )             . (23) 

Для нахождения системы уравнений максималь-
но правдоподобной оценки параметров движения объ-
ектов по пикселям исследуемого СВКО на серии циф-
ровых кадров частные производные (20) ÷ (23) под-
ставляются в выражение (3). При этом система урав-
нений максимально правдоподобной оценки местопо-
ложения и скоростей протяжённых объектов на серии 
цифровых кадров будет иметь следующий вид: 

   G

frame SIFP

N
* 2 2
ikt n kj kjt Gj ij ijt GjN N

n 0
STM

t 1 i,k ikt

F ; F ;

( )

 


 

     


 


   

 oc
ij ijtm 0;                           (24) 
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frame SIFP

N
* 2 2
ikt n kj kjt Gj ij ijt GjN N

n 0
STM

t 1 i,k ikt

F ; F ;
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 oc
kj kjtm 0;                         (25) 

 G

frame SIFP

N
* 2
ikt n n tbase kj kjt GjN N

n 0
STM

t 1 i,k ikt

( )F ;
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  2 oc
ij ijt Gj ij ijtF ; m 0;                (26) 

 G

frame SIFP

N
* 2
ikt n n tbase kj kjt GjN N

n 0
STM

t 1 i,k ikt

( )F ;
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  2 oc
ij ijt Gj kj kjtF ; m 0,               (27) 
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где     
tb

STM
ijt t j j n tbase( ) V ( )            ; 

tb
STM

kjt t j j n tbase( ) V ( )            . 

Система уравнений максимального правдопо-
добия (24) ÷ (27) может быть переписана в виде:  

frame SIFP

tb frame SIFP

N N
* oc
ikt ikjt ij

t 1 i,kSTM
j N N

*
ikt ikjt

t 1 i,k

m
ˆ ( )




 



 

  

 

 

 



;     (28) 

frame SIFP

tb frame SIFP

N N
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t 1 i,kSTM
j N N

*
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t 1 i,k

m
ˆ ( )




 



 

  

 

 

 



,     (29) 

где    
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; (30) 

frame SIFP

frame SIFP

N N
* ëî ê
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j N N

*
ikt ikjt

t 1 i,k

( )m
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, (31) 

где 
tb

STM
jˆ ( )   , 

tb
STM

jˆ ( )   , jV̂ , jV̂  – обозна-

чения оценок соответствующих параметров. 
Система (28) ÷ (31) уравнений максимального 

правдоподобия является трансцендентной и может 
быть решена методом последовательных приближе-
ний (простой итерации) [18]. Математической осно-
вой технической задачи разработки сигнально-
траекторного вычислительного метода оценки па-
раметров видимого движения Q близких объектов 
со смазанным собственным движением изображени-
ем на серии ПЗС-кадров служит задача оценки па-
раметров смеси вероятностных распределений по 
группированной выборке [19, 4, 6, 15, 16, 20, 21]. 

Из анализа выражений (28) ÷ (31) видно, что 
операции формирования отметок (операции оценки 
положения Q объектов в каждом из frameN  кадров) 
отсутствуют в оптимальном сигнально-траекторном 
методе оценки параметров движения Q протяжён-
ных объектов. Тем самым в многоцелевом случае 
при использовании сигнально-траекторного метода 
оптимальна безотметочная технология обработки 
локационных данных.  

Для оценки параметров движения объектов на 
каждой итерации разработанного метода поочередно 

производятся две операции. В соответствии со значе-

нием параметров STM
 , полученным на предыду-

щей итерации, расщепляются статистики пикселей 
кадров серии на помеховую (шумовую) статистику и 
Q сигнальных статистик. Далее следует операция 
взаимно независимой оценки параметров видимого 
движения каждого из Q объектов на серии ПЗС-
кадров по независимым статистикам, выделенным 
операцией расщепления. Оценка параметров произ-
водится по детерминированному правилу (28) – (31). 

Сформированная оценка поступает в качестве 
начального приближения на операцию расщепления 
следующей итерации. Итерационный процесс про-
должается до тех пор, пока оценки на соседних ите-
рациях практически не совпадут. 

Выводы 
Разработан сигнально-траекторный вычисли-

тельный метод оценки параметров видимого движе-
ния Q близких объектов со смазанным собственным 
движением изображением на серии ПЗС-кадров.  

Разработанный метод учитывает остаточные 
помеховые фотоны, которые могут быть распреде-
лены по изображению объекта неравномерно.  

В методе отсутствует разделение вычислитель-
ных операций на операции внутрикадровой и меж-
кадровой обработки, и как следствие – отсутствуют 
операции формирования отметок.  

Так как метод синтезирован как решение еди-
ной оптимизационной задачи оценки параметров 
видимого движения объектов на серии ПЗС-кадров, 
без ее традиционного разделения на внутрикадро-
вую и межкадровую обработки, то ожидается улуч-
шение потенциальной точности получаемых оценок. 

Практическая значимость метода [22] заключа-
ется в возможности и целесообразности его исполь-
зования для оценки параметров видимого движения 
протяжённых статистически зависимых объектов в 
программах оперативного автоматизированного об-
наружения новых и сопровождения известных асте-
роидов, комет и небесных тел со слабым блеском, 
например, в программе CoLiTec [23, 24]. 

В дальнейшем в рамках проекта CoLiTec будут 
проведены экспериментальные исследования стати-
стических характеристик разработанного сигнально-
траекторного вычислительного метода оценки па-
раметров видимого движения Q близких объектов 
со смазанным собственным движением изображени-
ем на серии ПЗС-кадров на базе реальных снимков 
звёздного неба. 
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СИГНАЛЬНО-ТРАЄКТОРНИЙ МЕТОД ОЦІНКИ ПАРАМЕТРІВ БЛИЗЬКИХ  
ОБ'ЄКТІВ З ПРОТЯЖНИМ ЗОБРАЖЕННЯМ НА СЕРІЇ КАДРІВ 

С.В. Хламов, В.Є. Саваневіч, М.М. Безкровний, Н.С. Соковікова 
Розроблений сигнально-траєкторний обчислювальний метод оцінки параметрів видимого руху Q близьких об'єктів 

із змащеним власним рухом зображенням на серії ПЗС-кадрів. У методі відсутнє розділення обчислювальних операцій 
на операції внутрішньокадрової і міжкадрової обробки, і як наслідок – відсутні операції формування відміток. Як закон 
розподілу координат падіння фотонів, що належать об'єкту з протяжним зображенням, прийнята зважена сума кін-
цевої кількості двовимірних нормальних законів розподілу координат падіння фотонів, математичні очікування яких 
розташовані уздовж траєкторії видимого руху об'єкту. Метод може бути використаний в програмах автоматизова-
ного виявлення астероїдів при оцінці місцеположення астероїдів, що мають великі швидкості видимого руху, напри-
клад, астероїдів, що зближуються із Землею. 

Ключові слова: обробка ПЗС-зображень, протяжний об'єкт, оцінка положення, CoLiTec. 
 

ALARM-TRAJECTORY METHOD OF ESTIMATION OF PARAMETERS OF NEAR  
OBJECTS WITH EXTENSIVE IMAGE ON SERIES OF STILLS 

S.V. Khlamov, V.Ye. Savanevich, M.M. Bezkrovnyy, N.S. Sokovikova 
The alarm-trajectory calculable method of estimation of parameters of visible motion of Q of near objects is developed with 

the smeared own motion an image on the series of PZS-stills. In a method the division of calculable operations absents on the opera-
tion of intraskilled and interskilled treatment, and as a result – the operations of forming of marks absent. As a law of distributing of 
co-ordinates of falling of photons, belongings an object with an extensive image, the self-weighted sum of eventual amount of two-
dimensional normal laws of distributing of co-ordinates of falling of photons the expected values of which are located along the 
trajectory of visible motion of object is accepted. A method can be utillized in the programs of the automated discovery of asteroids 
at the estimation of site of asteroids, having high speeds of visible motion, for example, of asteroids, drawn together with Earth. 

Keywords: treatment of PZS-images, extensive object, estimation of position, CoLiTec. 


