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Г. Е. К опча, В . П. Рудько ( Ужгородський держ. ун-т )

П РО  К Р И С Т А Л О Г Р А Ф ІЧ Н І Г Р У П И  Б Е З  К Р У Ч Е Н Н Я  З  Н Е Р О З К Л А Д 
Н О Ю  Т О Ч К О В О Ю  Ц И К Л ІЧ Н О Ю  р-Г Р У П О Ю

Torsion free crystallographic groups with indecomposable cyclic point p-group are studied in the paper. 
We have proved, that the problem of classification of these groups is wild.

В роботі вивчаються кристалографічні групи без кручення з  нерозкладною циклічною точковою 
р-групою. Показується, що класифікація цих груп є дикою.

Ця робота написана під впливом статті Плескена [1], в якій розглядається проблема
тика теорії кристалографічних груп і приведена теорема про те, що не існує криста
лографічної групи без кручення, точкова група якої є незвідна і не є одиничною [2].

Приведемо спочатку деякі відомості про кристалографічні групи. Нехай 
R" — n-вимірний векторний евклідів простір, Е п —■ «-вимірний точковий евклідів 
простір, зв’язаний з простором R ”. Для групи К  рухів простору Е п через Т ( К ) 
будемо позначати підгрупу всіх паралельних переносів, що містяться в К ,  а через 
R(K)  — адитивну групу всіх тих векторів із R", які визначають паралельні пере
носи із Т (К ) .  Кожен елемент із К  індукує ортогональний оператор простору R". 
Множина всіх елементів із К , що індукують один і той же оператор простору R", 
є суміжним класом групи К  по підгрупі Т (К ) .  Позначимо через G ( K ) групу опера
торів простору R", яка індукується групою К.  Нехай К  —- кристалографічна група. 
Тоді R (K )  =  Zn, G ( K ) — скінченна група і R ( K ) є 2(?(Л')-модулем. Виберемо в 
R (K )  Z-базис еі, . . .  , е„. Нехай Г — Z-зображення групи G (K )  в цьому базисі. Тоді

G ( K ) ^ T ( G ( K ) ) c G L ( n , Z ) .

Позначимо через R" (Z+) адитивну групу n-вимірних век торів-стовпці в над полем 
R  (над кільцем Z). Нехай i?n =  R "/Z + . Будемо вважати, що група r(G(/!f)) діє 
в групах R " , Z", Rn (дія матриці на стовпчик — це добуток цієї матриці на цей 
стовпчик). Введемо в розгляд групи В' =  B'(T(G(K)),  Rn)y С' — C '(r (G (K )) ,  Rn), 
H'(T(G(K)),  Rn) =  В'/С'  відповідно коциклів, кограниць і когомологій групи T(G(K))  
із значеннями в групі Rn. Нехай в просторі Е п вибрано систему координат з  почат
ком в деякій точці О і координатним базисом Єї, . . .  , е„. Існує коцикл /  Є В' такий, 
що дія групи G (K )  в R n і групи К  в Е п визначається за наступним правилом. Не
хай д € G (K) ,  д — той суміжний клас групи К  по підгрупі Т ( К ), що визначається 
оператором д. Якщо X і У — координатні стовпці векторів а і д{а) (а € R n), X  і 
X v — координатні стовпці точок М  і ір(М) (ір Є д ), то

Y =  r(g)X ,Xlfi =  r(g)X +  av, (1)

де av € f(g).
Якщо за початок координат взяти іншу точку О' € Е п, то в (1) коцикл /  замінить

ся на когомологічний йому коцикл f  (тобто / '  — /  6 С'). Нехай в R (K )  вибрано 
інший Z-базис з  матрицею переходу С  €  GL(n, Z). Тоді зображення Г групи G(K)  
заміниться на еквівалентне йому зображення Г;: д —► С~1Т(д)С (д Є G ( K )), а коцикл 
/  групи Г(<7(І0) на коцикл / '  групи T'(G{K)): f'(T'{g)) -  C,''1/(Г(5,)) ІЗ Є G{K))-
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Кристалографічні групи К  і К'  є еквівалентними групами, якщо існує такий пара
лельний перенос \р простору Е п, що ір~хКір — К ' .

Якщо К  і К'  еквівалентні кристалографічні групи простору Е п, то Т ( К )  — Т(К'),  
й { К )  — О(К'),  Г =  Г' і відповідні коцикли /  і / '  групи Г((7(А')) когомологічні: 

Є С'. Кожний елемент групи #'(Г((7), і?) визначає рівно один клас еквівалент
них кристалографічних груп.

Нехай Н  — довільна скінченна підгрупа групи ОЬ(п, %) і /  Є В'{Н , Лп). Тоді 
існує кристалографічна група К  простору Е п така, що Г((?(А')) — Н  і дія групи К  в 
ІГ  і Еп визначається формулами (1). Групу Н  назвемо точковою групою групи К. 
Нехай Н  і Ні — скінченні підгрупи групи С?і(гс,2), /  і / і  — коцикли групи Н  і Н\ 
відповідно, К  і Кі  — кристалографічні групи з точковими групами Н  і Ні відповідно. 
Групи К  і І<1 ізоморфні тоді і тільки тоді, коли існує матриця С  Є (7Ь(п, X) така, що 
с - ' н с  =  Ни  / і  (А) =  с -' / ісІгс-1) (А Є Ні).

Кристалографічну групу К  з точковою групою Н  назвемо незвідною (нерозклад
ною), якщо група Н  є незвідна (нерозкладна) підгрупа в групі СЬ(п,Х).  Група К  
називається групою без кручення, якщо в групі К  немає нетривіальних елементів 
скінченного порядку.

Відмітимо, що елемент ір (Е К  е елементом скінченного порядку тоді і тільки тоді, 
коли існує точка М  Є Е п така, що <р(М) — М  (нерухома точка).

Нехай (?* =  (а) є циклічна р-група порядку р8 з твірним елементом а. Далі ми 
будемо розглядати кристалографічні групи, точкові групи яких ізоморфні групі (У*.

Нехай є* — первісний корінь степеня р1 із одиниці, вибраний так, що є* =  £4_х 
(< =  1, 2, . . .  ; єо =  1)) — 2і[є<],

=  Лг-і +  ЄіКї- і  +  • • •  +  £« (2)

1, є, . . .  , єр~2 — 2-базис в Д) і 2-базис в проведено через розклад в (2) 7-модуля
в пряму суму Z-пiдмoдyлiв (і =  2, 3, . . . ).
Позначимо через єг матрицю оператора множення на є* кільця у вибраному 

Z-бaзиci цього кільця.
Кожний із 2-модулів Яі (< =  0,1,  2, . . . ,  б; Яо =  2 ) є 26'в-модулем з дією оператора 

а(х) =  (я Є Я(). 2-зображення групи (У, у вибраному базисі модуля Я* має 
вигляд:

8і'. а —► є*. (3)

Будь-яке незвідне 2-зображення групи С 3 еквівалентне над полем Р  (а також над 
кільцем Zp — р-цілих раціональних чисел ) одному із зображень (3). Нехай 
Г — 2-зображення групи Є,  і М  — модуль цього зображення. 2 -модуль М  можна 
представити у вигляді прямої суми 2-підмодулів

М  =  М0 +  Мі +  • • • +  Мк (4)

такої, що М0, М0 +  М і , . . М0 Н------ 1- М*_і є 2&'в-підмодулями в М,  а фактор-модулі
Л̂о =  М0, ІУ,- =  (Мо +  •••-+- Мі)/(Мо +  М і- і) (г =  1, •••, а) є цілком звідні 
2С*-модулі, причому 2-зображення групи (?,, що реалізуються в ІУ0, М , . .. ,Ага, 
еквівалентні над полем <3 ^-зображенням к080, кг8і, . . .  ,кя6в відповідно (к,8, =
=  $і Н-------1- 6{; к{ — невід’ємні цілі числа; і =  0 , . . .  ,з).  Будемо говорити, що Г має
канонічний вигляд, якщо 2-базис в М  проведено через розклад (4). Відмітимо, що 
зображення Г є точним тоді і тільки тоді, коли к„ >  1.

Сформулюємо основні результати даної роботи.
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Т еорем а 1. Нехай Оа — циклічна р-група порядку р3, де  ̂ > 4. Тоді дикою 
с задача класифікації нерозкладних кристалографічних груп без кручення, точкові 
групи яких ізоморфні групі Є 3, тобто ця задача включає задачу класифікації від
носно перетворення подібності всіх пар матриць над полем із р елементів.

Нехай т'{Єз)  — найменша розмірність, для якої існує нерозкладна кристалогра
фічна група з  точковою групою, ізоморфною групі Сз (див.[1]).

Т еорем а 2. Д ля  циклічної групи Оя порядку р не існує нерозкладної кристало
графічної групи без кручення, точкова група яко ї ізоморфна групі 0 3. Нехай в >  1. 
Тоді т 'ІСв) — ра — р3~х +  р. В  розмірності т '( (7 я) існують рівно р — 1 нерозкладні 
кристалографічні групи без кручення, точкові групи яких ізоморфні групі і по
парно неспряжені в групі О Ь(т '(О а), Zp).

Доведення цих теорем спирається на ряд допоміжних результатів.

Л ем а 1. Нехай Г — точне Ъ-зображення групи С 3 степеня п і К  — кристало
графічна група з точковою групою Г((?3). Якщо ко =  0, то група К  є напгвпрямий 
добуток групи Т ( К ) і групи О (К ). Нехай ко — 1. Тоді будь-який коцикл із групи 
В'(Т(С3), В) є ко гомологічний коциклу /  такому, що / т (Г(а)) =  (а, 0, , 0 ) +  2 " , 
де а  Є I I  і р3а  Є Ъ.

Д о в е д е н н я .  Нехай к0 =  0. Тоді Г(а) — Еп — оборотна над полем К  матриця 
(Еп — одинична матриця порядку п ). Звідси витікає, що В ,{Т{С3) ,Вп) =  С'(Т(Св),Вп). 
Одержане є необхідною і достатньою умовою для того, щоб група К  була вказаним 
напівпрямим добутком.

Нехай к0 =  1. Із уже доведеного витікає, що будь-який коцикл із групи В'(Г(Оа),Вп) 
є когомологічний коциклу /  такому, що / т (Г(а)) =  (а  , 0, . . .  , 0) +  Zn (а  Є К). Із 
умови (£і=о Г’*(а))/(Г(а)) =  0 в Яп витікає, що р3а  Є Ъ. Лема доведена.

Л ем а 2. Нехай Г — точне Ъ-зображення групи (73 з ко = 1 і /  — вказаний в 
лемі 1 коцикл з а  — р~я. Припустимо, що зображення Г задовольняє умовам:

1) Коцикл  /  не є когомологічний коциклу  / '  такому, що / '(Г (а ))  =  (ір~к, 0, . . .  , 0) 
з ї € Ъ і к < в;

2) Ъ-модуль М  зображення Г (див. (4)) є прямою сумою М  = Мо + М ', де М 1 — 
інваріантний відносно оператора Ь — ар31 Х-підмодуль в М .

Тоді кристалографічна група К  з точковою групою Г((?я) і коциклом  /  є групою 
без кручення.

Д о в е д е н н я .  Нехай п — степінь зображення Г, Я (К ) — М  С Г1п і е — базисний 
вектор 2 -модуля М0. Виберемо в Е п координатний базис, провівши його через век
тор е і й-базис 2{Ь)-модуля М Тоді дія групи К  в Е п визначиться формулами (1), 
в яких д пробігає групу С а. Нехай — рух із К , що відповідає елементу "а Є 
Із умови (2) слідує, що ф — ц>р‘ є гвинтовий рух навколо прямої І ,  що проходить 
через початок координат і паралельно вектору е. Точніше, є добуток повороту на 
кут 2к / р  навколо прямої Ь на паралельне перенесення Теі на вектор е\ — р~1е, що не 
належить М  — Щ К ).

Нехай А  — довільна точка із Е п і х0 — її  перша координата (проекція на век
тор е). Тоді для будь-якого паралельного переносу Т  Є Т ( К ) образ ф Т (А )  має першу 
координату уо =  х 0 +  1/р +  г, де г Є Ъ. Очевидно, ф Т (А ) ф Л, тобто рух ф Т  не

_
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має нерухомих точок. Звідси слідує, що (фТ)р ф 1 при будь-якому Т  Є Т(К ) ,  тобто 
група К  не містить елементів порядку р і так як К / Т ( К )  є р-група, то група К  не 
містить нетривіальних елементів скінченного порядку. Лема доведена.

Розглянемо г-зображення Г,у групи Сїв з  двома незвідними компонентами 8, та 
8і (0 <  * <  і  <  а), взявши за модуль цього зображення М  =  Я, +  (пряму 
суму 2-модулів Я, та Я;). 2  модуль М  є розширенням гбі^-модуля Я, за допомо
гою 2С?л-модуля Я , . Еквівалентним розширенням відповідають сильно еквівалентні 
2-зображення групи О,.

Л ем а 3. і)  Тл-зображєння Г,-,- групи сильно еквівалентно наступному 
Х-зображенню цієї групи:

де (ш) — матриця, всі стовпці якої с нульовими за вийнятком останнього сто
впчика, який є координатним стовпчиком елемента ш Е Яі (в раніше вибраному 
Z -модулі Яі).

2) Зображення Гі;)Ш і Tij)W, (ш,ш' € Яі) сильно еквівалентні над Z тоді і тільки 
тоді, коли ш =  о / (mod рЯі).

3) Нехай 7Г,- =  1 — є,- (це простий елемент кільця Яі і Яі/жіЯі — поле із р 
елементів). Нерозкладні Z -зображення групи Ga з двома незвідними компонентами 
6і та 6j з  точністю до Z -еквівалентності вичерпуються зображеннями IY^r, де 
г — 0, 1, , ф(р') — 1 (<Р — функція Ейлера).

Доведення цієї леми можна знайти в роботах [3-4].
Нехай і — ціле число, взаємно просте з  р і Г — Z-зображення групи Ga. Відо

браження Г4: а —* Г‘(а) є також Z-зображенням групи Gs.

Л ем а 4. Нехай и> =  ж~гр. Тоді Z -зображення  ̂ групи Ga еквівалентно над Z 
Z-зображенню Tij<tw.

Д о в е д е н н я .  Нехай при р > 2  t є первісним коренем із одиниці по модулю ps і 
t <  р, а при р — 2 нехай t =  — 1 або і — 3. Досить розглянути тільки ці випадки. 
Нехай ціле число f  таке, що W  =  1 (mod ps). Існує автоморфізм а  кільця Я, такий, 
що <т(єо) =  £*• Якщо а  — матриця цього автоморфізму, то <т~хЄі Оі — є,-. Матриця 
€j є матрицею порядку г =  р*~% над кільцем Я і =  2[є,]. Існує така узагальнена мо- 
номіальна матриця S , ненульові елементи якої належать групі (іі,сг), що =  є,.
Розглянемо Я,-зображення групи G,:

де {Е ) — г-вимірний вектор над Я,-, всі компоненти якого нульові, окрім останньої 
компоненти, що рівна одиниці Е  кільця Я,.

Використавши еквівалентність Z-зoбpaжeння 8\  Z-эoбpaжeнню <5* (к — і , або к — і) ,  
неважко показати, що зображення (6) еквівалентно над Z зображенню

Г (5)

(6)

t

(7)
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де г. г-вимірному векторові X над і?, тільки £ компонент відмінно від нуля і ці не- 
нульові компоненти належать групі (Є;). Зображення (7) сильно еквівалентно над 
кільцем Яі зображенню

В свою чергу зображення (6) та (8) сильно еквівалентні над кільцем X зображен
ням і відповідно. Лема доведена.

Нехай А і В  — матриці порядку г над %. Введемо в розгляд наступну матрицю

— цілком звідні й-зображення групи Оа, в яких відповідні незвідні компоненти мають 
одну і ту ж кратність г.

— 2-зображення групи Є 3, в якому значення зв’язуючої функції (((І(А, В)))  на твір
ному елементі а групи Є а одержується із матриці (9) заміною її  елементів на 
матриці (и^) (див.(5)). Для цілочислової матриці А  через А позначимо матрицю над 
полем Zp =  що одержується з  матриці А приведенням ї ї  елементів по модулю р.

Л ем а 5. Нехай (Л ,-,^ ) (г =  1,2) — дві пари матриць порядку г над X, V.} =  
=  — образи групи 0„ відносно 2,-зображення Д аі,Ві (■* =  І»2). Групи \ \
і У2 спряжені над кільцем грілих р-адичних чисел Z'p тоді і тільки тоді, коли пара 
матриць ( А \ ,В і )  подібна над полем Zp парі матриць (А2, В 2).

Д о в е д е н н я « Група 14 спряжена над групі Уг тоді і тільки тоді, коли існує ав
томорфізм ір групи такий, що зображення Дльв; еквівалентно над зображенню

А а2,в3 (Д % ) =  Д(¥>($)). 9 €  Д  =  Дл2 ,в2)) • Із леми 4 витікає, що для будь-якого 
у? € АиЮв й-зображення Д^, ^  і ДлІ5в, еквівалентні над кільцем (навіть над 
кільцем р-цілих раціональних чисел). Використовуючи цю обставину та результати 
роботи [4], неважко закінчити доведення леми.

Лема 5 показує, що задача класифікації всіх циклічних матричних р-груп над 
кільцем X не є простіша, ніж задача про пару матриць над полем Zp.

Розглянемо наступні 2-зображення групи

(8)

(9)

(ЕТ — одинична матриця порядку г). 
Нехай

Д і =  т8\ +  г 62 , 

Аг — г 63 +  г^4 •+ і'6а

Нехай

(10)

(Д  =  Л А,в) , (П)

1 0 (1) 
о єі <тг;)
0 0 є,

(12)
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Л ема в. Нехай Г — одне із зображень ( 11)-(12) і п — степінь зображення Г. 
Тоді Г задовольняє умовам І)~2) леми 2.

Д о в ед е н н я .  Нехай =  Г((?5). Кожен елемент групи #'((? , Я") містить коцикл 
/ ,  всі компоненти якого нульові , за вийнятком першої компоненти, і якщо ця компо
нента рівна а  (а  € Н), то р8а  Є Ті. Позначимо цей коцикл через / а. Легко бачити, 
що твірним елементом групи #'((? , Яп) є клас, що містить коцикл / а з а  =  р~‘ . 
Додаючи до коцикла / а кограниці, ми одержимо коцикл виду /р,  де /? =  а  +  а; з дійс
ним числом х , яке е останньою компонентою вектора-Стовпчика X  над И такого, що 
(Г, — Е )Х  =  0 над групою 11 — "К/Ъ. Із цієї умови неважко одержати, що рх має бути 
цілим числом, Отже, коцикл /а  3 а  =  р~в не когомологічний коциклу /р  з таким /?, 
що р*-1/? є ціле число. Ми показали виконання умови 1) леми 2 для зображення Г.

Перевіримо умову 2) цієї леми. Нехай Г =  Г,- (0 <  і <  р — 2) і М  — модуль 
зображення Г. Тоді М  =  Мо +  Мі +  Мв,'де Мо, М\ — ZGs-пiдмoдyлi в М, М0 =  2, 
Мі =  Я\ і М/Мо  +  Мі  =  Яя . Легко бачити, що

/ 1  0 (1) (1) . . .  (1) \
£ір <тг{) (етгі) . . .  {єр Х1Г{)

є,_і 0 .
Г(ар) =  ?4 ’ є«-г

0
\  є*-і )

Вважаючи Мі =  Яі,  зробимо заміну базиса 1, Єї, . . .  , є\~ 2 на базис 1, 7гг, . . .  , ттр2 
в 2-модулі Яі. Тоді (і +  1)-а компонента координатних стовпчиків елементів є*ж% 
(І =  0, 1, . . .  , р — 1) в новому базисі буде рівна одиниці по модулю р. Замінимо 
базисний вектор е;+1 =  тг‘ в Мо +  Мі на вектор е(+1 =  е,+і +  е0 (е0 — базисний вектор 
в Мо). Тоді в новому базисі всі елементи 1-го рядка, починаючи з 2-го, матриці 
оператора ар будуть кратні р. Застосуємо лему 3. В результаті одержимо розклад 
М  =  Мо +  М', де М'  — інваріантний відносно оператора ар підмодуль в 2-модулі М.  
Тим самим для зображення Г =  Г,- (0 <  * <  р — 2) установлено виконання умови 2) 
леми 2.

Нехай тепер Г =  Г'л,в і N  — модуль зображення Г. Неважко показати, що 
2-модуль N  є прямою сумою N  =  N 1 +  N2 +  N3 таких 2-підмодулів, що N 1 і N1 +  ТУ2 
є 2(?#-підмодулі в N,  а фактор-модуль (N1 4- Лг2)/Лгі ізоморфний модулю зобра
ження Гр_2 групи Є а. Тепер легко встановити розклад N  — М0 4- N , в пряму суму 
2-модулів, де Мо =  Ъ (ізоморфізм Z(^i -мoдyлiв) і /V7 — інваріантний відносно опе
ратора Ь =  ар,'~ підмодуль в N.  Тобто і в цьому випадку зображення Г задовольняє 
умові 2) леми 2. Лема доведена.

Наслідок 1. Нехай Кі  — кристалографічна група з точковою групою С(К,) =  
=  Г,(С?в) і коциклом / а , де а  — р~я (0 <  і <  р — 2). Тоді групи К 0, • • • , К р~2 є 
п-вимірними (п — рв — р,_1 +  р) кристалографічними групами без кручення, точкові 
групи яких с нерозкладні.

Наслідок 2. Нехай Ка,в  — кристалографічна група з точковою групою 
@ ( К а ,в ) — Г а ,в (С»)  і коциклом де я  — р~а. Тоді К а , в  є група без кручення.

Доведення теореми 1 витікає із наслідка 2 і наступного зауваження: г-зображення 
Гд,в групи О,  є розкладним тільки в тому випадку, коли є розкладним 2-зображення 
Дд,в- В свою чергу 2-зображення А  а,в є розкладне над кільцем 2 'р тоді і тільки
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тоді, коли є розкладною пара (А, В) відносно одночасного перетворення подібності 
над полем Zp.

Нехай т — р '—ра~1+р.  Поряд із зображеннями Г,- (і =  0 , , . . ,  р—2) (див.(12)) група 
Gs має ще р нерозкладних зображень степеня т .  Щоб ввести ці зображення, розгля
немо наступний нерозкладний ZGg-моцупь N  ранга р над Z: в модулі N  існує елемент 
е такий, що е, ае , . . .  , ар~1е — Z-базис в N  і арє =  е. Нехай 6 — Z-зображення, що від
повідає вказаному Z-базису модуля N.  Нехай Г',: Gs -»■ GL(m,  Z) таке Z-оображеннЯ, 
що

r '< W = (o  <(а1-1)е>)  (* = о, ... , р - і ), (із)

де {(а — 1 )*е) — матриця, в якої останній стовпчик є координатний стовпчик елемента 
(а — 1)’е Є N  і всі інші стовпці є нульовими. Із [4] витікає, що зображення (12) та 
(13) з  точністю до р-цілої еквівалентності вичерпують всі нерозкладні Z-зображення 
групи Ga, степінь яких рівна т.

Л ема 7. В кристалографічній групі К  з матричною групою Г^((?8) (0 <  і <  р— 1) 
існують нетривіальні елементи скінченного порядку.

Д о в е д е н н я .  Група Я'(Г'(С»), Я”*) є циклічна порядку р*-1 і породжується тим 
класом, що містить коцикл f (T((Gs)) =  (p~s+1, 0, . . .  , 0). Розглядаючи Г'(ор), не
важко показати, що модуль М  зображення є прямою сумою Z-модуля М'  ранга і 
з тривіальною дією оператора ар та p- і  екземплярів Z-модуля М", який є модулем 
Z-зображення

групи б* =  (ар). При цьому проекція значень коцикла /  на підпростір М'  складається 
із векторів із цілими компонентами.

Нехай V? — рух із групи К , що відповідає матриці Г'(ар<>-1), і К\  — підгрупа в К ,  
що породжується елементом ір і групою Т(К ) .  Використовуючи розклад модуля М, 
неважко знайти нетривіальні елементи в групі К \ , для яких існують нерухомі точки 
в Е т. Лема доведена. • -

Доведення теореми 2 витікає із наслідка 1, леми 7 і частково міститься в доведенні 
леми 7.
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