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ВСТУП

Вводячи в 1930 році термін “економетрія” для визначення самостійної галузі наукових досліджень, норвезький статистик, а згодом лауреат Нобелівської премії, Рагнар Фріш проголосив у якості її основної задачі – “розвиток економічної теорії в її зв’язку із статистикою та математикою”.

Економетрія, або економетрика через вірогідність одержаних результатів,  досить швидко завоювала “права” громадянства серед дослідників, хоча багато вчених суть предмету розуміли по-різному. Наприклад, О. Ланге писав, що “економетрія займається визначенням спостережуваних у економічному житті конкретних кількісних закономірностей, застосовуючи для цієї мети статистичні методи”. За думкою Е. Маленво “економетрія є могутнім інструментом для виявлення найбільш стійких характеристик у поведінці реальних економічних одиниць”. Професори Массачусетського технологічного інституту визначають економетрію, як “розділ економіки, який займається розробкою та застосуванням статистичних методів для вимірювання взаємозв’язків між економічними змінними”.

Іншими словами, частина авторів відносила до економетричних всі роботи економіко-математичного напрямку, інші – роботи наповнені реальним статистичним змістом, треті – роботи, побудовані на застосуванні спеціально розроблених методів математичної статистики. В наш час остання точка зору стала загальноприйнятою, оскільки вона є найближчою до змісту самого терміну “економетрія”, який перекладається, як “вимірювання в економіці”. Отже, економетрія – це наука, яка вивчає кількісні закономірності та взаємозв’язки економічних об’єктів і процесів за допомогою математико-статистичних методів та моделей.

Хоча економетрика не розглядається, як галузь математики, але математика відіграє в ній дуже важливу роль. Для засвоєння курсу потрібна добра математична підготовка з таких дисциплін, як матрична алгебра, диференціальне числення, теорія ймовірностей та математична статистика. З іншого боку, економетричне моделювання, особливо у випадку тестування мультиколінеарності та гетероскедастичності,  неможливе без використання  комп’ютерних методів обробки вихідних статистичних даних.

Сучасна економетрика давно вже вийшла за рамки власне економіки. Економетричні методи широко використовуються також в біології, техніці, соціології та в інших науках, де необхідно розробляти та оцінювати моделі, які формалізують зв’язки між великою кількістю змінних. Окрім цього, економетричні методи широко використовуються для порівняння ефективності різноманітних гіпотез та їх послідовного уточнення (вибору оптимального рівняння регресії).

Перший розділ пропонованого навчального посібника носить ознайомчий характер. Дається означення економетричної моделі, наводяться конкретні економетричні моделі та їхні характеристики. Розглядаються класичний та бейесовський підходи в економетриці. В другому розділі розглядаються модель Леонтьєва  багатогалузевої економіки та модель міжнародної торгівлі, а також наводяться приклади застосування математичних методів у економічних дослідженнях. Розглядаються різні типи економічних функцій, застосування похідної та визначеного інтегралу у економічних дослідженнях. Третій розділ навчального посібника присвячений побудові та вивченню властивостей найпростішої лінійної моделі та оцінюванню значущості одержаних параметрів моделі. В третьому розділі розглядаються рівняння множинної лінійної та нелінійної регресії. Проводиться оцінка значущості одержаних параметрів за різними статистичними показниками. В кінці кожного параграфу навчального посібника наведено чисельні вправи та приклади, багато з яких розв’язуються за допомогою комп’ютерної техніки.

Пропонований навчальний посібник є базовим для вивчення спецкурсу “Економетрика та математичне моделювання”, який читається для магістрів факультету інформатики та дисципліни “Економетрика”  для фахівців економічного факультету ЗакДУ. Матеріал, викладений в навчальному посібнику  може бути використаний  при вивченні дисципліни “Математична економіка”, яка читається спеціалістам та магістрам напряму 0804 “Комп’ютерні науки”, а також може бути корисним для студентів старших курсів та аспірантів математичних та інженерно-технічних спеціальностей вищих навчальних закладів.   

РОЗДІЛ 1. ВВЕДЕННЯ В ЕКОНОМЕТРІЮ.
§1. Моделювання реальних процесів. Поняття економічної моделі.

Під моделлю, взагалі, розуміють результат формалізації ідей та знань, які відносяться до деякого явища, а дослідження об'єктів пізнання на їх моделях називається моделюванням. Іншими словами, модель - це умовний образ об’єкту, побудований для спрощення його дослідження, причому припускається, що вивчення моделі дає нові знання про об’єкт, або дозволяє визначити найкращі розв'язки в тій чи іншій ситуації.
Методи моделювання та його цілі - різноманітні, і вони визначають характер використовуваних моделей. Розрізняють:
1) геометричне (предметне) моделювання, яке здійснюється на макетах або на об'ємних моделях. Вони передають в наглядній формі   просторові властивості об'єкту, його  зовнішній вигляд, співвідношення та взаємозв'язок його частин. Наприклад: модель, яка відтворює форму літака, макет мікрорайону і т.д.
2) фізичне моделювання, за допомогою якого, вивчаються фізико-хімічні, технологічні та інші процеси, які відбуваються в оригіналі. Існує багато типів аналогових пристроїв, які здатні моделювати різноманітні динамічні та статистичні процеси. Використання ЕОМ при цьому грає роль проміжної ланки між об'єктом та його фізичною моделлю.
3) інформаційне моделювання, що представляє собою різноманітні схеми, графіки, креслення, формули та рівняння, які моделюють роботу реального об'єкту.
4) математичне моделювання - поєднує якісні та кількісні аспекти аналізу, формує точні методи вдосконалення модельованого процесу та його цілеспрямованого розвитку.
Під економічною моделлю розуміють деяке логічне (як правило математичне) описання того, що саме, виходячи з апріорного аналізу, економічна теорія вважає особливо важливим при дослідженні даної проблеми. Основними типами економічних моделей є :
· макроекономічні моделі, які описують економіку, як єдине ціле, зв'язуючи між   собою   укрупнені   матеріальні   та   фінансові   показники:   ВНП, споживання, інвестиції, зайнятість, відсоткову ставку і т.д;
· мікроекономічні моделі, які описують взаємодію структурних    та функціональних   складових   економіки,   або   поведінку   однієї   такої складової в ринковому середовищі;
· теоретичні моделі, які дозволяють вивчати загальні властивості економіки та її характерних елементів дедукцією висновків з формальних посилань;
· прикладні моделі - дають можливість оцінити параметри функціонування конкретного економічного об'єкту та сформулювати рекомендації для прийняття практичних рішень.
Серед прикладних моделей розрізняють: статистичні моделі, які описують стан економічного об'єкту в конкретний момент або період часу; динамічні моделі, які включають взаємозв'язки змінних за часом та використовують апарат диференціальних або різницевих рівнянь та варіаційного числення; детерміновані моделі, які припускають жорсткі функціональні зв'язки між змінними моделі; стохастичні моделі, які допускають наявність випадкових впливів на досліджувані показники і які використовують інструментарій теорії ймовірностей та математичної статистики для їх описання.
§2. Економетрична модель. Основні типи економетричних моделей.

Економетричні моделі відносяться до прикладних економічних моделей. Під економетричними розуміють моделі, які оперують числовими значеннями економічних змінних, і які дозволяють статистично значущо оцінювати їх на основі спостережень, що є в наявності.
Суть економетричного дослідження полягає в розробці методів підгонки моделі з метою найкращого імітування нею поведінки модельованого об'єкту. При цьому має бути прийнята гіпотеза про випадковість відхилень модельованих значень змінних від тих, які реально спостерігаються. У стислому вигляді економетричний аналіз складається з таких етапів:
1) формулювання теорії чи гіпотези;
2) розробка економетричної моделі для перевірки цієї теорії;
3) оцінка параметрів обраної моделі;
4) перевірка моделі, статистичні висновки;
5) прогнозування на основі отриманої моделі;
6) застосування моделі (для контролю тощо).
До числа типових економіко-математичних моделей, які на сьогоднішній день розробляє і вивчає економетрія відносяться: виробничі функції, функції попиту різних груп споживачів та цільові функції переваги споживачів, статистичні та динамічні міжгалузеві моделі виробництва, розподілу і споживання продукції, моделі загальної економічної рівноваги. Це споріднює економетрію з макроекономікою.
У практичних дослідженнях економетричні методи використовуються не тільки в економіці, але і в біології, соціології та інших науках, де необхідно розробляти та оцінювати моделі, які формалізують зв'язки між великою кількістю змінних. Крім того економетричні методи широко використовуються для порівняння ефективності різноманітних економічних гіпотез та їх послідовного уточнення.

2.1. Макроекономічна модель.

Макроекономічна модель розглядається у припущеннях:
1) національна економіка є замкнутою системою;
2) вплив закордонних операцій ігнорується;

3) враховуються тільки три типи сукупних витрат:
· споживання (С) – сукупність   витрат   на   купівлю   скінченого продукту (без включення закупівель нерухомості);
· інвестиції (І) – сума   всіх   витрат   комерційних   установ   на збільшення капіталу, накопичення чистих товарно-матеріальних запасів та  вартості  нових  готових  до  використання  житлових будівель;
· урядові витрати (G) – всі закупівлі скінченого продукту та послуг урядом та місцевими органами влади.
Вводяться ще три положення:
1) прибуток, виробництво та деякі види витрат – це змінні за часом величини (за одиницю часу береться рік);
2) прибутки та витрати визначаються за один і той же проміжок часу;
3) основну роль в цій моделі грає рішення витрачати або ні  на інвестиції поточний прибуток.
Правила визначення витрат основними економічними секторами є такі:
Населення. Нехай   Y  -  кінцевий  (чистий)   прибуток,   Yd=Y-T  – особистий прибуток, Т – сума всіх податків. 
Нехай споживання С є зростаюча функція особистих прибутків:
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Величину 
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  називають граничною схильністю до споживання. Вважаємо, що
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Зручно вважати С лінійною функцією:
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Підприємці. Планові інвестиції повністю автономні
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 - деяке фіксоване значення І.
Уряд. Витрати G, які плануються державою, а також сума податків Т задаються автономно:

[image: image7.wmf]T

T

G

G

=

=

      

,

.

Рівновага. Стан рівноваги означає, що всі сектори в кожному з наступних періодів будуть мати ті ж значення показників, що і в попередньому. Нехай мають місце рівності:
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Тоді стану рівноваги відповідає рівняння: 
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 SHAPE  \* MERGEFORMAT 
Якщо   ж   дійсне   (фактичне)   значення   інвестиції   
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   не   співпадає   із запланованим І, то одержуємо нерівноважну ситуацію.
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Тут Yo - це величина рівноважного рівня національного прибутку. Отже модель замкнутої економіки має вигляд:

C=C(Yd )
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 EMBED Equation.3  [image: image15.wmf]            (1)
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Y-T, 
Y=C+I+G.


З умови лінійності функції Y та співвідношень (1) випливає, що
Y=C(Y-T)+ 
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 + 
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.
Таким    чином,    ми    одержали    компактне    описання    макроекономічної поведінки за допомогою одного рівняння.

2.2. Модель попиту і пропозиції на конкурентному ринку.

Нехай q1 і q2 — відповідно потрібна та пропонована кількість деякого продукту в деякий день на тому чи іншому ринку, Р - ціна, за якою здійснюються закупівлі.
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(2)
Співвідношення (2) - це модель ринку деякого продукту. Або в більш загальному вигляді:


[image: image23.wmf]ï

î

ï

í

ì

=

.

 

q

),

z

,

,

g(P,

=

 

q

),

z

,

,

f(P,

=

  

q

2

1

m

1

2

m

1

1

q

z

z

K

K



(3)
Де (z1,…..,zm) - вектор змінних, які описують інші фактори, крім ціни, що впливають на попит і пропозицію.

Очевидно, що з ростом цін попит на продукцію спадає, а пропозиції зростають. Графічно це виглядає так:
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Для чисельних сільськогосподарських продовольчих товарів пропозиція мало залежить від майбутніх цін, але набагато більше від цін попереднього року, тобто
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В цьому випадку одержуємо так звану павутинну модель:
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На малюнку точками A,B,C,D позначено виток спіралі процесу встановлення рівноваги. Ламана A,B,C,D має вигляд павутини і, в залежності від виду кривих 
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 вона може збігатися до точки рівноваги (
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 2.3. Модель обороту цінних паперів.

Ринок цінних паперів характеризується взаємодією двох процесів: оборотом грошей і оборотом цінних паперів (ЦП).
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Процес обороту можна описати такими параметрами як: початковий (стартовий) капітал К, період обороту Т>3 міс; інфляційний коефіцієнт і. Процес обороту ЦП характеризується:
-    номінальною вартістю ЦП (СN);
-    кількістю ЦП (І);
-    періодом котувань (Ткот);
-    вартістю продажу ЦП (Cпрод); 

-    купівельною вартістю ЦП (Скуп).
Модель обороту може бути представлена у вигляді:
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де
 F,g,h – деякі функції, (z1,…..,zm) - вектор змінних, які описують інші фактори.

2.4. Елементарна модель Кейнса.

Кейнс зробив спробу пояснити рівень виробництва в період неповної загрузки робочої сили і обладнання. Класична теорія не вивчала спеціально фази безробіття, а розглядала його, як випадковості малої довготи. Її більше цікавили довгострокові проблеми рівноваги і росту, ніж короткострокові зміни. Але з 1930 року і по 1940 рік в багатьох індустріальних країнах спостерігався стан довготривалого безробіття. Для прогнозу випадкового розвитку економіки і різних способів впливу на неї треба знати, як фіксувати в кожний даний момент рівень продукції і зайнятості, і чому остання не буває ні занадто високою, ні занадто низькою.
Кейнс встановив, що зміна рівня виробництва йде за такою схемою :

капіталовкладення автономні, виробництво відбувається у двох секторах:
· виробляються  предмети  споживання і засоби виробництва; 
· виробництво предметів споживання залежить від розподілених прибутків, розподілені прибутки залежать від рівня виробництва.
Позначимо через Р - загальну продукцію, С - виробництво предметів споживання, І - виробництво засобів виробництва (що рівне капіталовкладенням),   R   -   розподілені   доходи.   Попередні   припущення можна виразити так:
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де F - функція, що визначає відповідність між розподіленими прибутками і споживанням. Враховуючи три рівняння попередньої системи одержимо:
P-F(R)=I

або

P-F(P)=I.
Розв'язане відносно Р, це рівняння визначає рівень виробництва, пов'язаний з кожним рівнем капіталовкладень. Якщо F( R ) - лінійна функція, тобто
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Остання залежність визначає Р через І, а за припущенням І задається автономно. Коефіцієнт 
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 називається граничною схильністю до споживання, (
[image: image41.wmf]6

,

0

»

a

), а вираз 
[image: image42.wmf]a

-

1

1

  –  мультиплікатором.
§3. Складові економетричних моделей. Екзогенні та ендогенні змінні.
Кожна модель є представленням залежностей між деякими величинами. Справедливість залежності має місце в деякій області зміни змінних. Кожна змінна може приймати будь-які значення з деякої фіксованої множини. Наприклад, в моделі попиту і пропозиції 
[image: image43.wmf]1

q
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0. Припускається, що наявність моделі дозволяє пояснити способи визначення хоча б деяких з розглядуваних величин. Змінні можна розділити на дві групи. Перші називаються ендогенними або залежними. Вони визначаються явищем, яке описує модель. Інші, які називаються екзогенними (незалежними) входять у співвідношення моделі, але розглядаються, як визначені незалежно.
Розглянемо модель конкурентного ринку:
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Всі   три   змінні   в   ній – ендогенні.   Модель   без   екзогенних   змінних називається замкнутою. В макроекономічній моделі
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ендогенними змінними є Y (кінцевий прибуток) та С (споживання), а І (інвестиції) та G (витрати) - екзогенні змінні.
Взагалі можна сказати, що модель відображає визначення ендогенних змінних через екзогенні. Якщо х
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Або f::z→x. Тут відображення f=(f
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,...,fn) відображає множину операцій (перетворень), які дозволяють перейти від екзогенної змінної z=
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). Іншими словами, це форма моделі.

§4. Рекурсивні та ймовірносні моделі. Моделі та структури.
Модель називається рекурсивною (рекурентною), якщо існує порядок ендогенних змінних і порядок рівнянь такий, що і-ве рівняння може розглядатися, як таке, що описує значення величини і-ї ендогенної змінної в період часу t у вигляді функції від значень змінних з індексами, меншими за і.
Модель називається взаємозалежною, якrщо вона не є рекурсивною. Будь-яка модель з одною єдиною ендогенною змінною буде, очевидно, рекурсивною. Наприклад модель
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є рекурсивною моделлю. Змінна P
[image: image62.wmf]1

-

t

 - це змінна із запізненням, яку ще називають лаговою змінною.
Розглянемо задачу. Нехай – C
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 це споживання деякого продукту домашнім господарством і, яке має прибуток r
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. Нехай дані спостережень задаються таблицею значень:
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Як, знаючи ці дані вивести закон, який дозволить визначити споживання даного продукту кожним домогосподарством в будь-який період?
Постулюємо існування точного функціонального зв'язку між r
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 та C
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, який не залежить ні від часу, ні від індивідуальних особливостей окремо взятого господарства.
C
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Неадекватність моделі (1) та гіпотези полягає в тому, що вони припускають однаковість споживання двома домогосподарствами при однакових прибутках. Тому потрібно ввести випадкові зміни 
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, які би враховували відмінності в рівнях споживання окремих домогосподарств. А тому модель (1) перепишеться так:
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 - випадкова величина, яка має деякий закон розподілу
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тут V - деяке задане число. Нехай:
G(V)=F[V-f(r
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)].
Функція G(V) визначає закон розподілу ймовірностей для 
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. Взагалі ймовірносна модель визначає для кожної множини значень екзогенних змінних закон розподілу ймовірностей для ендогенних змінних. Попередні моделі були детермінованими, бо не враховували фактор випадковості. Отже, завданням економетрії є замінити теоретичну функціональну модель на ймовірносну модель, за допомогою якої можна буде з'ясувати цінність   використовуваних   статистичних   процедур   і правильно інтерпретувати результати моделі.
Як правило модель не містить повної специфікації - функціональної чи статистичної залежності між екзогенними та ендогенними змінними. Наприклад система:
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яка описує рівновагу на конкурентному ринку, містить дві функції: попиту і  пропозиції.  Як правило в  цих функціях уточнюють лиш деякі  загальні властивості - наприклад f і g визначені для кожної невід'ємної величини р, неперервні і невід'ємні і т.д.
Термін структура використовують для означення форми моделі з усіма її характеристиками, включаючи й ті, які не задані апріорі. Структура, таким чином, повністю визначає функціональну або ймовірнісну залежність між екзогенними та ендогенними змінними.
В моделі конкурентного ринку структура одержується при виборі певних функцій f i g, наприклад:
f(p)= 
[image: image98.wmf]p

4

,

g(p) = 1 + 
[image: image99.wmf]2

p

.
Аналогічно, структура елементарної моделі Кейнса визначається заданням функції F, наприклад:
F(R)=0,6R+60,
і т.д. Отже модель представляється, як множина структур. Тому для задання моделі необхідно:
1)  визначити екзогенні змінні та область їх зміни;
2)  визначити  множину  структур, які  встановлюють  функціональну,  або ймовірнісну залежність між екзогенними та ендогенними змінними.
В економетрії розглядають класичний та байєсовський методи (або підходи). Класичний підхід виходить з припущення про невипадковість істинних параметрів економетричної моделі та випадковості апроксимуючих оцінок, оскільки вони є функціями спостережень, які містять випадковий елемент. Байєсовський підхід дає більш широку трактовку істинних параметрів моделі. Він припускає випадковість параметрів, тобто розглядає випадковість як невід'ємну властивість реального світу економіки. Іншими словами, припускається, що сам економічний об'єкт піддається неперервним випадковим змінам. Коли економетрична модель побудована, різниця між двома підходами зникає.

РОЗДІЛ 2. ЕКОНОМІКО-МАТЕМАТИЧНІ МЕТОДИ І МОДЕЛІ.

§5. Модель Леонтьєва багатогалузевої економіки (балансовий аналіз).

Мета балансового аналізу – відповісти на питання, яке виникає в
макроекономіці і пов'язане з ефективністю ведення багатогалузевого
господарства: яким повинен бути об'єм виробництва кожної з п галузей,
щоб задовольнити всі потреби в продукції цієї галузі? При цьому, кожна галузь виступає, з одного боку, як виробник деякої продукції, а з іншого – як споживач продукції, як своєї, так і виробленої іншими галузями.

Зв'язок між галузями, як правило, відображається в таблицях міжгалузевого балансу, а математична модель, яка дозволяє їх аналізувати, розроблена в 1936 році американським економістом В.Леонтьєвим.

Припустимо, що розглядається п галузей промисловості, кожна з яких виробляє свою продукцію. Частина продукції йде на внутрівиробниче споживання даною галуззю та іншими галузями, а інша призначена для особистого та суспільного споживання. Розглянемо процес виробництва за деякий період часу (наприклад за рік). Позначимо:
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 - загальний валовий об'єм продукції і-ї галузі,   
[image: image101.wmf]n

i

,

,

1

K

=

;


[image: image102.wmf]ij
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- об'єм продукції і-ї галузі, яка споживається j-ю галуззю в процесі виробництва,  
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y

– об'єм кінцевого продукту і-ї галузі для безпосереднього споживання.

Оскільки валовий об'єм продукції, будь-якої і-ї галузі дорівнює сумарному об'єму продукції, яка споживається п галузями та кінцевого продукту, то
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Рівняння (1) називаються співвідношеннями балансу. Введемо коефіцієнти прямих витрат
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які   показують  витрати   продукції   і-ї  галузі   на   виробництво одиниці продукції j-ї галузі.

Можна припустити, що за деякий проміжок часу коефіцієнти  
[image: image108.wmf]ij
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 будуть постійними та такими, які не залежать від технології виробництва, яка склалася. Це означає лінійну залежність матеріальних витрат від валового випуску, тобто
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Тому, з урахуванням (2), (3) співвідношення балансу (1) набудуть вигляду:
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Позначимо 
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Тут х - вектор валового випуску, у - вектор кінцевого продукту, А – матриця коефіцієнтів прямих витрат (технологічна, або структурана матриця). Тоді система (4) запишеться так:
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Задача міжгалузевого балансу полягає у відшуканні такого вектора валового випуску х, який при відомій матриці прямих витрат А забезпечує заданий вектор кінцевого продукту у. Рівняння (5) запишемо так:
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де Е - одинична матриця. Якщо матриця (Е-А) - невироджена, тобто 
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Матриця 
[image: image116.wmf]1
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 називається матрицею повних витрат. Кожен елемент 
[image: image117.wmf]ij
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 матриці S – це величина валового випуску продукції і-ї галузі, необхідного для забезпечення випуску одиниці кінцевої продукції j-ї галузі 
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У відповідності з економічним смислом задачі значення 
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 мають бути невід’ємні при значеннях 
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Матриця А називається продуктивною, якщо для будь-якого вектора  
[image: image124.wmf]0

³

y

  існує розв'язок 
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 рівняння (2). В цьому випадку і система рівнянь Леонтьєва називається продуктивною.

Існує кілька критеріїв продуктивності матриці А. Один з них стверджує, що матриця А буде продуктивною, якщо максимум сум елементів її стовпчиків не буде перевищувати одиниці, причому хоча б для одного із стовпчиків  сума елементів строго менша за одиницю, тобто матриця А є продуктивною, якщо 
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та існує номер j такий, що має місце нерівність
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Приклад. В таблиці наведено дані про виконання балансу за звітний період в умовних грошових одиницях:

	Галузь
	Споживання
	Кінцевий

продукт
	Валовий

випуск

	
	енергетика
	машинобудування
	
	

	Виробни​цтво
	енергетика
	7
	21
	72
	100

	
	машино​будування
	12
	15
	73
	100


Приклад. Яким повинен бути  необхідний об’єм валового випуску кожної галузі, якщо кінцеве споживання енергетичної галузі має збільшитися в 2 рази, а машинобудування зрости на 20%?

Розв’язок.

Маємо: 
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За формулою (2)  
[image: image131.wmf]j

ij

ij

x

x

a

=

, а отже

[image: image132.wmf]15

,

0

   

,

12

,

0

 

,

21

,

0

  

,

07

,

0

22

21

12

11

=

=

=

=

a

a

a

a

 і, таким чином, матриця прямих витрат 
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задовільняє критерію продуктивності, бо 
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Матриця повних витрат 
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Оскільки, кінцеве споживання енергетичної галузі має збільшитися в 2 рази, а машинобудування має зрости на 20%, то вектор кінцевого продукту 
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а отже 
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Таким чином, 
[image: image139.wmf]75
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. Це означає, що для того, щоб кінцеве споживання енергетичної галузі збільшилось у два рази, а машинобудування зросло зросло на 20%, потрібно щоб валовий випуск енергетичної галузі складав 173,86 умовних одиниць, а машинобудування —145,75 умовних одиниць.

Задача. В таблиці наведено дані про виконання балансу за звітний період (умовних грошових одиниць):

	Галузь
	Споживання
	Кінцевий

продукт
	Валовий

випуск

	
	енергетика
	машинобудування
	
	

	Виробни​цтво
	енергетика
	100
	160
	240
	500

	
	машино​будування
	275
	40
	85
	400


Обчислити   необхідний   об'єм   валового   випуску   кожної   галузі,   якщо кінцевий продукт першої галузі має збільшитися в 2 рази, а другої - на 20%.   Відповідь: 945,6;   691,2.

§6. Лінійна модель обміну (модель міжнародної торгівлі).

Постановка задачі. Нехай є п країн 
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 , національний прибуток  кожної з яких рівний 
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 . Позначимо через 
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 - частку національного прибутку, яку країна 
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 витрачає на закупівлю товарів у країні 
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. Будемо вважати, що увесь національний прибуток витрачається на закупівлю товарів або всередині країни, або на імпорт з інших країн. Тобто
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Розглянемо матрицю:


[image: image146.wmf]÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

=

nn

n

n

n

n

a

a

a

a

a

a

a

a

a

A

L

L

L

L

L

L

L

2

1

2

22

21

1

12

11

,

яка одержала назву структурної матриці торгівлі. У відповідності з (1) сума елементів будь-якого стовпчика матриці А дорівнює одиниці.

Для будь-якої країни 
[image: image147.wmf](
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 прибуток від внутрішньої та зовнішньої торгівлі складатиме
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Для збалансованості торгівлі необхідною є бездефіцитність торгівлі кожної країни 
[image: image149.wmf]j
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, тобто дохід від торгівлі кожної країни має бути не менше її національного прибутку:
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Якщо вважати, що 
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, то одержуємо систему нерівностей:


[image: image152.wmf]ï

ï

î

ï

ï

í

ì

³

+

+

+

³

+

+

+

³

+

+

+

.

,

,

2

2

1

1

2

2

2

22

1

21

1

1

2

12

1

11

n

n

nn

n

n

n

n

n

n

x

x

a

x

a

x

a

x

x

a

x

a

x

a

x

x

a

x

a

x

a

L

L

L

L

L

L

L

L

L

L

L

L

L

L

L

                 (2)

Додавши нерівності (2), одержимо
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Якщо врахувати (1), то вирази в дужках рівні одиниці і ми одержуємо протиріччя
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Таким чином, нерівність
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,   є неможливою, а отже умова
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- національних прибутків країн, з (2) одержуємо рівняння:
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тобто задача звелася до відшукання власного вектора матриці A, який відповідає власному значенню 
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Приклад. Структурна матриця торгівлі трьох країн 
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 має вигляд:
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Знайти національні прибутки країн для збалансованої торгівлі. 

Розв’язок.   Знаходимо   власний   вектор   х,   який   відповідає   
[image: image163.wmf]1
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, розв’язавши рівняння 
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Звідки
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Звівши до спільного знаменника доданки, одержуємо
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Розв'язавши останню систему за методом Гаусса, будемо мати:
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Таким чином
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звідки, позначивши 
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, послідовно одержуємо 
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Таким чином, 
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 - будь-яке дійсне число. Одержаний результат означає, що збалансованість торгівлі трьох країн досягається при векторі національних прибутків 
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, тобто при співвідношенні національних прибутків країн, як 
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§7. Застосування границь в економіці. Задача про неперервне нарахування відсотків.

До числа е приводять розв'язки багатьох прикладних задач статистики, фізики, біології, а також економіки.
Розглянемо задачу про неперервне нарахування відсотків. Нехай початковий вклад у банк склав Q
[image: image176.wmf]0

 грошових одиниць. Банк щороку виплачує р відсотків річних. Необхідно знайти розмір вкладу Qt через t років.
Розв'язок. Очевидно при р% річних розмір вкладу щороку буде збільшуватися в (1 + 
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Якщо нараховувати відсотки не один раз у році, а п разів, то при щорічному прирості р%, відсоток  начислення за  
[image: image185.wmf]n
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-ву частину року складе 
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%, а розмір вкладу за t років при nt нарахуваннях складе
Qt=Q
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Будемо припускати, що відсотки за вкладом нараховуються кожне півріччя (n=2), щоквартально (n=4), щомісячно (n=12), щодня (n=365), щогодини (n=8760) і т.д. Тобто розмір вкладу за t років складе


[image: image188.wmf]=

t

Q



 EMBED Equation.3  [image: image189.wmf].
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Як відомо, число е можна записати так:
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 EMBED Equation.3  [image: image191.wmf]x
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Формула (2) виражає показниковий (експоненціальний) закон зростання  (при р>0) або спадання (при р<0). Її можна застосовувати при неперервному нарахуванні відсотків.
Приклад. В таблиці наводяться розміри вкладів Qt (Q
[image: image193.wmf]0

=l, грош. одиниць,   р=5%,   t=20 років).

	
	Формула (1) – складних відсотків
	Формула (2) – неперервного нарахування відсотків

	
	п=1
	п=2
	п=4
	п=12
	п=365
	

	Розмір вкладу  (грош.од.)
	2,6355
	2,6851
	2,7015
	2,7126
	2,7181
	2,7182


З порівняння формул (1) і (2) для наведеної таблиці бачимо, що похибка нарахування суми вкладу за формулою (2) відрізняється від аналогічної формули (1) при п=1, та одній і тій же відсотковій ставці (р=5%) всього на 2,5%.
Зауваження. Хоч в практичних фінансово-кредитних операціях неперервне нарахування відсотків зустрічається досить рідко, воно виявляється досить ефективним при аналізі складних фінансових проблем, наприклад, при обґрунтуванні та виборі інвестиційних рішень.
Задача. Початковий внесок, покладений в банк під 10% річних, склав 6 млн. грошових одиниць. Знайти розмір вкладу через 5 років при нарахуванні відсотків:
а) щорічному;
б) поквартальному;
в) неперервному.
Відповідь.
а) 9,663 млн. грош, од.;
б) 9,832 млн. грош, од.;
в) 9,892 млн. грош. од.     

§8. Функції в економіці.
Функції знаходять широке застосування в економічній теорії та практиці. Поряд з лінійними використовуються нелінійні функції, такі, як дробово-лінійні (гіперболічні), степеневі (квадратна, кубічна і т.д.), показникові (експоненціальні), логарифмічні та інші функції. Періодичність та коливний характер ряду економічних процесів дозволяє також використовувати тригонометричні функції.
Найбільш часто в економіці використовуються такі функції:
1) функція корисності, яка виражає залежність корисності, тобто результату, ефекту деякої дії від рівня (інтенсивності) цієї дії;
2) виробнича функція, яка представляє залежність результату виробничої діяльності від факторів (ресурсів), які її обумовлюють;
3) функція випуску (частинний випадок виробничої функції), яка виражає залежність   об'єму   виробництва   від   наявності   або   використання ресурсів;
4) функція витрат (частковий випадок виробничої функції) – це залежність витрат виробництва від об'єму продукції;
5) функції попиту, споживання та пропозиції, які виражають
залежність об'єму попиту, споживання або пропозиції на окремі товари чи послуги від різних факторів (ціни, прибутку і т.д.).
Враховуючи той факт, що економічні явища та процеси обумовлюються дією різних факторів, для їх дослідження широко використовуються функції кількох змінних. Але якщо дією побічних факторів можна знехтувати, або є можливість зафіксувати ці фактори на певних рівнях, то вплив одного головного фактору вивчається за допомогою функції однієї змінної. Наприклад, вивчаючи залежність попиту на різні товари від прибутку, які називаються функціями Л. Торнквіста, можна встановити рівні прибутків 
[image: image194.wmf],
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 при яких починається купівля тих чи інших товарів та рівні (точки) насичення b1, b2 для груп товарів першої та другої необхідності
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[image: image196]
§9. Похідна функції. Використання похідної в економіці.
Будемо розглядати витрати виробництва у, як функцію кількості х–  продукції, яка випускається. Тоді функція 
[image: image197.wmf]-
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є функцією середніх витрат на одиницю продукції.
Нехай 
[image: image198.wmf]x
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- приріст продукції, тоді 
[image: image199.wmf]y
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 - приріст витрат виробництва. Похідна
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  виражає граничні витрати виробництва і наближено характеризує додаткові витрати на виробництво одиниці додаткової продукції.
Приклад.  Залежність  між витратами  виробництва у та  об'ємом випущеної продукції х виражається функцією: у=50х-0,05х3 (грошових одиниць). Визначити середні та граничні витрати при об'ємі продукції 10 одиниць.
Розв'язок. За умовою задачі
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Оскільки х=10, то 
[image: image202.wmf]1

y

(10)=50-0,05·102=45 грошових одиниць. Функція граничних витрат виражається похідною у'(х)=50-0,15х2, а при х=10 одержуємо у'(10)=50-0,15·100=35 грошових одиниць.
Отже, якщо середні витрати на виробництво одиниці продукції складають 45 грошових одиниць, то граничні витрати, тобто додаткові витрати на виробництво додаткової одиниці продукції при заданому рівні виробництва (об'ємі випущеної продукції – 10 одиниць) складають 35 грошових одиниць.
Граничні величини характеризують не стан, як сумарна чи середня величина, а процес – зміну економічного об'єкту. Таким чином похідна виступає, як швидкість зміни деякого економічного об'єкту (процесу) за часом, або стосовно іншого досліджуваного фактору.
Приклад. Об'єм продукції, виробленої бригадою робітників описується функцією
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 одиниць, причому l
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8, де t - це робочий час у годинах. Обчислити продуктивність праці, швидкість та темп її зміни через годину після початку роботи і за годину до її закінчення.
Розв'язок. Продуктивність праці виражається похідною:
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а швидкість та темп - другою (U"(t)) та логарифмічною похідною

 [ln U'(t)]':
U"(t)=-5t+15 (од./год2),
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В задані моменти часу t
[image: image208.wmf]1

=l та t
[image: image209.wmf]2

=8-l=7 маємо
U'(l)=l12,5 (од./год), U"(l)=10 (од./год2), [ln U'(l)]' =0,09 (од./год) ;

U'(7)= 82,5 (од./год), U(7)=-20(од./год2), [ln U'(7)]'=-0,24 (од./год). 

Отже, до кінця роботи продуктивність праці суттєво знижується, при цьому зміна знаку U"(t) та [In U'(t)]' з плюса на мінус свідчить про те, що збільшення продуктивності праці в перші години робочого дня змінюється на її зниження в останні години.
9.1. Застосування похідної в економічній теорії.
З математичного аналізу відома теорема Ферма.
Теорема Ферма. Якщо диференційована на [а, b] функція y=f(x) досягає найбільшого або найменшого значення у внутрішній точці х
[image: image210.wmf]0

 є (а,b), то похідна 
[image: image211.wmf]f

¢

 (х
[image: image212.wmf]0

)=0.
Розглянемо економічну інтерпретацію цієї теореми.
Один з базових законів теорії виробництва звучить так: оптимальний для виробника рівень випуску товару визначається рівністю граничних витрат та граничного прибутку.
Тобто рівень випуску 
[image: image213.wmf]0

x

 є оптимальним для виробника, якщо MS(x
[image: image214.wmf]0

)=MD(x
[image: image215.wmf]0

), де MS - це граничні витрати, a MD - граничний прибуток.
Позначимо функцію прибутку, як С(х). Тоді C(x)=D(x)-S(x). Очевидно, що оптимальним рівнем виробництва є той, при якому прибуток максимальний, тобто таке значення випуску 
[image: image216.wmf]0

x

, при якому функція С(Х) має екстремум (максимум). За теоремою Ферма в цій точці С'(х)=0. Але C'(x)=D'(x)-S'(x), а тому D'(
[image: image217.wmf]0
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)=S'(
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x

), тобто MD(
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x

)=MS(
[image: image220.wmf]0

x

).
Інше важливе поняття теорії виробництва - це рівень найбільш економічного виробництва, при якому середні витрати на виробництво товару є мінімальними. Відповідний економічний закон твердить: рівень найбільш економічного виробництва визначається рівністю середніх та граничних витрат.
Середні витрати AS(x), визначаються, як AS(x)=
[image: image221.wmf]x
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(

, тобто витрати на виробництво товару, поділене на вироблену його кількість. Мінімум цієї величини досягається в критичній точці функції y=AS(x), тобто при виконанні умови
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 звідки S '=
[image: image223.wmf]x
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, тобто MS(x)=AS(x).
Відомий економічний закон – закон спадної прибутковості, звучить так: із збільшенням виробництва додаткова продукція, одержана на кожну нову одиницю ресурсу (трудового, технологічного і т.д.) з деякого моменту спадає.
Іншими словами, величина
[image: image224.wmf]x
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, де 
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 – приріст ресурсу, а 
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D

 – приріст випуску продукції, зменшується при збільшенні х.
Таким чином, закон спадної прибутковості формулюється так: функція y=f(x), яка виражає залежність випуску продукції від вкладеного ресурсу, є функцією опуклою вверх.
Іншим базовим поняттям економічної теорії є функція корисності V=V(x), де х - товар, а V - корисність. Закон спадної корисності звучить так: з ростом кількості товару додаткова корисність від кожної нової його одиниці з деякого моменту спадає. Очевидно, цей закон можна переформулювати так: функція корисності є функцією опуклою вверх. В такій постановці закон спадної корисності служить відправною точкою для математичного дослідження теорії попиту і пропозиції.
9.2. Еластичність функції та її застосування в економіці.

Еластичністю функції Ех(у) називається границя відношення відносного приросту функції у до відносного приросту змінної х при 
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Еластичність функції наближено показує, на скільки відсотків зміниться функція y=f(x) при зміні незалежної змінної х на 1%.
Геометрична інтерпретація еластичності. Розглянемо спадну функцію y=f(x).
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 АСX знаходимо, що 
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, звідки АX=
[image: image234.wmf]a

tg

CX

. Оскільки похідна    функції y=f(x) в точці С рівна tg(180
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Отже АX=
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Оскільки
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 то з їх подібності одержуємо
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Таким чином геометрично еластичність спадної функції дорівнює відношенню відстаней по дотичній від точки С(X, Y) до її перетину з осями Ох та Оу взятому із знаком "-". У випадку опуклої або вгнутої зростаючих функцій еластичність по модулю також буде рівна відношенню 
[image: image245.wmf]CA
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, а знак еластичності визначається направленістю відрізків СВ і СА: якщо точки А і В лежать по один бік від точки С на дотичній, то береться знак "+", в протилежному випадку - знак "-".
Властивості еластичності:

1) еластичність не залежить від того, в яких одиницях вимірюються величини x та y;

2) еластичності взаємно обернених функцій — взаємно обернені величини
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3) еластичність добутку двох функцій, які залежать від одного й того ж аргументу, дорівнює сумі еластичностей:
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4) еластичність частки двох функцій, які залежать від одного й того ж аргументу, дорівнює різниці еластичностей:
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5) еластичність суми двох функцій знаходять за формулою:
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Еластичність функції застосовується при аналізі попиту і пропозиції. Наприклад, еластичність попиту у відносно ціни х (або прибутку х) – це коефіцієнт, який визначається за формулою Ех(у)=
[image: image250.wmf]y

x

у', і який наближено показує, на скільки відсотків зміниться попит (об'єм споживання) при зміні ціни (або прибутку) на 1%.
Якщо |Ех(у)|>1, то попит вважають еластичним, якщо |Ех(у)|=1  –нейтральним, якщо |Ех(у)|<1 – нееластичним відносно ціни (або доходу).
Приклад 1. Залежність між собівартістю одиниці продукції у (грош. од.) та випуском продукції х (тисяч грош. од.) виражається функцією 
у=-0,5х+80.
Знайти еластичність собівартості при випуску продукції рівному 60 тис. грош. одиниць.
Розв'язок. Еластичність собівартості:
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при х=60, маємо 
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тобто при випуску продукції, рівному 60 тис. грош. одиниць, збільшення його на 1% приведе до зменшення собівартості на 0,6%.
Приклад 2. Дослідним шляхом встановлені функції попиту q=
[image: image253.wmf]2
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 та пропозиції s=p+0,5, де q та s - відповідно кількості товару, який продається та пропонується на продаж за одиницю часу, а р - це ціна товару. Знайти:
а)    рівноважну   ціну,   тобто   ціну,   при   якій   попит   і    пропозиція врівноважуються;
б) еластичність попиту та пропозиції для цієї ціни;
в) зміну прибутку при збільшенні ціни на 5% від рівноважної.
Розв'язок.
а)  рівноважна ціна визначається з умови, що q=s. Маємо 
[image: image254.wmf]5

,

0

2

8

+

=

+

+

p

p

p

, звідки р=2, що означає, що рівноважна ціна дорівнює 2 грош. одиницям;
б) еластичність за попитом та пропозицією визначається так:
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Для рівноважної ціни р=2 маємо E2(q)=-0,3; E2(s)=0,8. Оскільки |E2(q)|<l, |E2(s)|<1, то це означає, що попит і пропозиція даного товару при рівноважній ціні є нееластичним відносно ціни. Тобто зміна ціни не призведе до різкої зміни попиту і пропозиції. Так при збільшенні ціни р на 1% попит зменшиться на 0,3%, а пропозиція збільшиться на 0,8%; 

в) при збільшенні ціни р на 5% від рівноважної попит зменшується на 5·0,3=1,5%, а значить прибуток зростає на 3,5%.
Приклад   3.   Як   зв'язані   граничні      та   середні   повні   витрати підприємства, якщо еластичність повних витрат рівна 1?
Розв'язок.    Нехай   повні   витрати   підприємства    у    виражаються функцією y=f(x), де х - об'єм випущеної продукції. Тоді середні витрати у1, на виробництво одиниці продукції будуть 
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. Еластичність частки на основі властивості 4 визначається так:
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За умовою Ех(у)=1, значить Ех(у1)=1-1=0. Це означає, що із зміною об'єму продукції х середні витрати на одиницю продукції не змінюються, тобто

[image: image258.wmf]c
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,звідки y=cx.

Граничні витрати підприємства визначаються похідною у'=с. Отже у'=у
[image: image259.wmf]1

, тобто граничні витрати дорівнюють середнім витратам. Зауважимо, що одержане твердження має місце тільки для лінійних функцій витрат.
Задачі.
1. Об'єм продукції U (умовних одиниць) цеху протягом робочого дня представляє собою функцію
U(t)=-t3-5t2+75t+425,
де t - час (в годинах). Знайти продуктивність праці через 2 години після початку роботи.
Відповідь: 43 од./год.
2. Залежність між витратами виробництва у (грош. одиниць) та об'ємом випущеної продукції х (одиниць) виражається функцію у=10х-

-0,04х
[image: image260.wmf]3

. Визначити середні та граничні витрати при об'ємі продукції, рівному 5 одиниць.
Відповідь: 9 грош. одиниць; 7 грош. одиниць.
3. Функції попиту q та пропозиції s від ціни р виражаються рівняннями q=7-p та s=p+l. Знайти: 

а) рівноважну ціну;
б) еластичність попиту та пропозиції для цієї ціни;
в) зміну прибутків (у відсотках) при збільшенні ціни на 5% від рівноважної.

Відповідь:

а) 3 грош.одиниці;

б) Ep(q)=-0,75;Ep(s)=l;

в) 1,25%.

§10. Застосування визначеного інтегралу в економіці.
Економічний зміст визначеного інтегралу полягає в тому, що він виражає об'єм виробленої продукції при відомій функції продуктивності праці. Тобто, якщо g(t) - це функція продуктивності праці, то об'єм випущеної продукції за Т років складе

Q=
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Приклад. Знайти об'єм продукції, випущеної за 4 роки, якщо
g(t)=(1+t)e
[image: image262.wmf]t
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dt.
Розв'язок. Згідно умови задачі маємо

Q=
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Проінтегрувавши по частинам одержимо:
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Кривою Лоренца називається залежність відсотку прибутків від відсотку населення, яке їх має.
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При рівномірному розподілі прибутків крива Лоренца (на малюнку -крива ОВА) вироджується в пряму - бісектрису ОА, а тому площа фігури ОАВ між бісектрисою ОА та кривою Лоренца у відношенні до площі
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  – називається коефіцієнтом Джіні, який характеризує ступінь нерівності у розподілі прибутків населення.
Приклад. Нехай крива Лоренца описується функцією у= 1 -
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, де х – це населення, а у - питома вага його прибутків. Тоді, виходячи з малюнку, коефіцієнт Джіні
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Оскільки S
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Останній інтеграл обчислюється за допомогою заміни x=sin t, а тому k≈0,57. Досить високе значення k показує суттєво нерівномірний розподіл прибутків серед населення в розглядуваній країні.
Дисконтуванням називається визначення початкової суми за її кінцевою величиною, яка одержується через час t (років) при річному відсотку (процентній ставці) р. Такого типу задачі зустрічаються при визначенні економічної ефективності капіталовкладень.
Нехай Kt - це кінцева сума, одержана за t років і К - дисконтована (початкова) сума, яку у фінансовому аналізі ще називається сучасною сумою.

Якщо відсотки - прості, то тоді
K
[image: image271.wmf]it

K

t

+

=

1

,де i=
[image: image272.wmf]100

p

- питома відсоткова ставка.
Тоді  K=
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У випадку складних відсотків
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Нехай щорічний прибуток змінюється з часом і описується функцією f(t)   і   при   питомій   нормі   відсотка,   рівній   і,   відсоток    нараховується неперервно.   В   цьому   випадку  дисконтований   прибуток   К   за   час   Т обчислюється за формулою
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Приклад. Визначити дисконтований прибуток за три роки при відсотковій ставці 8%, якщо початкові (базові) капіталовкладення склали 10 млн. грошових одиниць і планується щороку збільшувати капіталовкладення на 1 млн. грошових одиниць.
Розв'язок. За умовою задачі f(t)=10+lt=10+t, T=3, і=0,08. Тому 
К= 
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dt = 30,5(млн.грош.од.).

Це означає, що для одержання однакової нарощеної суми через три роки щорічні капіталовкладення від 10 до 13 млн. грошових одиниць рівносильні одночасним початковим вкладенням 30,5 млн. грошових одиниць при тій же, начислюваній неперервно відсоткній ставці.
Нехай відомо функцію t=t(x), яка описує зміни витрат часу t на виготовлення виробу в залежності від ступеня освоєння виробництва, де х - порядковий номер виробу в партії. Тоді середній час tcеp., затрачений на виготовлення одного виробу в період освоєння від х
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 до 
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 виробів обчислюється за формулою
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 EMBED Equation.3  [image: image282.wmf]dx
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В подібних задачах функція t(x) часто має вигляд t=axb, де а – витрати часу на виготовлення  першого виробу, b – показник виробничого процесу.
Приклад. Знайти середній час, витрачений на освоєння одного виробу в період освоєння від 
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  до 
[image: image284.wmf]121

2

=

x

 виробів, якщо а=600 (хвилин), 
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Розв’язок. За умовою задачі
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§11. Функції кількох змінних в економіці.

Раніше нами була визначена функція корисності. Багатовимірний її аналог - це функція Z=f(x1,...,xn), яка виражає корисність від п придбаних товарів. Найчастіше зустрічаються такі її вирази:

1. логарифмічна функція корисності
Z
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2. функція постійної еластичності

Z=
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На випадок п змінних також узагальнюється поняття виробничої функції, яка виражає результат виробничої діяльності від факторів x1,х2,...,хn, які її обумовили. Найбільш часто зустрічаються такі види виробничих функцій (Z - величина суспільного продукту, 
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 - витрати праці, 
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x

 - об'єм виробничих фондів), покладаючи для простоти n=2:

1. функція Кобба-Дугласа
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 - параметри виробничої функції. Функція  Кобба-Дугласа належить до мультиплікативних функцій.
2. лінійна функція
 y=bo+b1x1+b2x2, яка називається двохфакторною та y=b
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,   яка   називається   багатофакторною. Лінійна функція належить до класу адитивних функцій.
3. функція з постійною еластичністю заміщення.
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Лінією рівня функції Z(x,y)=f(x,y) називається множина точок на площині таких, що у всіх цих точках значення функції одне і те ж і дорівнює С. Число С в цьому випадку називається рівнем.
Приклад. Нехай Z=x2+(y-l)2. Тоді лінія рівня Z=C задає рівняння кола з центром в точці (0,1) та радіусом 
[image: image300.wmf]C

.
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y 1  

Лінії рівня виробничої функції називається ізоквантами.
[image: image1639.emf] 
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 SHAPE  \* MERGEFORMAT 
Область KLMN носить назву економічної області, яка характеризується тим, що висічені нею частини ізоквант являють собою графіки спадних функцій, тобто збільшення кількості одного фактору дозволяє зменшити кількість іншого, не змінюючи розміри випуску. Іншими словами - економічна область - це множина значень факторів, в якій допускається заміщення одного фактору на інший.
Нехай Z=f(x,y) - функція випуску, a Z=g(x,y) - це функція витрат, яка характеризує витрати, необхідні для забезпечення значень ресурсів х та у. Як правило функція витрат є лінійна і виражається формулою g(x,y)=pxx+pyy, де рх і ру - це "ціни" факторів х та у. Очевидно, що пара значень (х1,у1) забезпечує той же випуск, що і (
[image: image302.wmf]2
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x

), але з меншими витратами. Оптимальними ж значеннями факторів будуть (х
[image: image303.wmf]0

,у
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)  – координати точки дотику лінії рівня.
Лінії рівня функції корисності (які називаються кривими байдужості також дозволяють розглядати питання заміщення одного товару на інший та ілюструвати розв'язок задачі про оптимальне споживання.
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 SHAPE  \* MERGEFORMAT 
Лінії рівня витрат на придбання товарів х, у зображені пунктиром. Оптимальне споживання забезпечується значенням (х0,у0) - координатами точки дотику кривої байдужості та лінії рівня витрат. В цій точці задана корисність досягається найбільш економічним чином.
Як і у випадку функції однієї змінної, для функції багатьох змінних можна   ввести   поняття   еластичності.   Частинною  еластичністю   
[image: image306.wmf])
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функції Z(x1, х2,..., xn, ) по змінній хi називається границя відношення
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Наприклад, для функції Кобба-Дугласа 
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, тобто показники b1 і b2 наближено  показують,  на скільки відсотків зміниться випуск продукції при зміні тільки витрат праці x1 або тільки об'єму виробничих фондів х2 на 1%.

 Частинні похідні U'x та U'y функції корисності U=U(x,y) називаються граничними корисностями і позначаються MUx та MUy. Якщо вимірювати кількість товару у вартісному виразі, то граничні корисності можна розглядати, як функції попиту на супутній товар. Наприклад для функції 
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Граничні корисності запишуться 
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Тобто функції попиту із зростанням вартості кожного товару є спадними, а параметри b1 і b2 являють собою часткові еластичності попиту на ці товари.

РОЗДІЛ 3.  АНАЛІТИЧНЕ ПРЕДСТАВЛЕННЯ ФУНКЦІЙ ЗАДАНИХ ТАБЛИЧНО. НАЙПРОСТІША ЛІНІЙНА МОДЕЛЬ.
§ 12. Інтерполяція функцій.

Зібрані економічні дані представляються у вигляді діаграм, графіків, але найчастіше у вигляді таблиць. Наприклад, дані по ВВП ("прибуток") та об'єму особистих витрат на споживання ("споживання") в США, в млрд. доларів, у цінах 1987 року за 1983-1992 роки склали такий ряд:
	РІК
	1983
	1984
	1985
	1986
	1987
	1988
	1989
	1990
	1991
	1992

	Прибуток
	3860
	4114
	4243
	4362
	4497
	4674
	4801
	4840
	4784
	4907

	Споживання
	2533
	2657
	2772
	2878
	2961
	3075
	3141
	3178
	3161
	3243


Виникає задача: чи можна підібрати таку функцію, задану аналітично, яка би адекватно описувала досліджуваний економічний процес?
Шукану функцію можна побудувати двома способами: або використовуючи інтерполяційні многочлени, або використовуючи метод найменших квадратів.
Постановка задачі інтерполяції функцій.
Нехай на відрізку [а, b] задано функцію y=f(x) таблицею її значень
	x
	x0
	x1
	…
	xn

	у
	y0
	y1
	…
	yn


причому 
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, а точки х0,х1,...,хn лежать всередині [а,b]. Інтерполяція функції f(x) полягає в її заміні деякою іншою функцією Р(х), такою, щоб виконувалась наближена рівність

f(x)
[image: image315.wmf]»

P(x),   причому f(x0)=P(x0),   f(x1)=P(x1),...,f(xn)=P(xn).
Точки   х0,х1,...,хn називаються   вузлами   інтерполяції,   а   Р(х)   -інтерполюючою функцією.
Найчастіше в якості інтерполюючих функцій беруться степеневі многочлени. В нашому випадку, коли задано (п+1) вузлів, в якості Р(х) береться многочлен Рn (х) степені n, а отже f(x) 
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Р
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(х). Для  знаходження   конкретного  виду  Рn (х)  розглянемо  так  звані фундаментальні поліноми.
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Через фундаментальні поліноми шуканий многочлен Рп(x). запишеться так:
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Отже розв'язок задачі зводиться до відшукання конкретного вигляду
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[image: image321.wmf])

)...(

)(

)...(

)(

(

)

(

1

1

1

0

n

k

k

k

n

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

C

x

Q

-

-

-

-

-

=

+

-

.

При i
[image: image322.wmf]k

¹

,  
[image: image323.wmf]0

)

(

=

i

k

n

x

Q

. Невідому константу С підбираємо так, щоб виконувалася умова
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Таким чином аналітичне представлення 
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а сам інтерполяційний многочлен Pn(x), який наближає задану таблично функцію y=f(x) набуде вигляду 
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Поліном   Pn(x),   записаний  у   вигляді   (2)   називається   інтерполяційним поліномом (многочленом) Лагранжа, а фундаментальні поліноми  
[image: image330.wmf])
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 — коефіцієнтами Лагранжа.
Приклад [13]. Наблизити функцію y=f(x), яка задана таблично
	k
	0
	1
	2
	3
	4

	xk
	1
	2
	3
	4
	7

	yk
	17
	27,5
	76
	210,5
	1970


многочленом Р4(х).
Розв'язок. За умовою задачі n=4, а тому, користуючись формулою (2) маємо
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Після спрощень одержимо Р4(х)=х4-2х3+6х2-8,5х+20,5.
Неважко бачити, що одержаний многочлен задовольняє поставленим умовам: P4(1)=17, Р4(2)=27,5 і т.д., а також із умови 
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, можна наближено знайти значення функції f(x) для будь-якої точки x з інтервалу [1,7].
Проте, конкретне знаходження многочлену Рn(х) для заданої таблично функції y=f(x) є досить громіздким процесом, а тому на практиці частіше використовують лінійну інтерполяцію.
Дійсно, якщо відомо x0 та x1=x0+h, то тоді y0=f(x0), y1=f(x0+
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Тоді шукане значення функції f(B2), замінюється на наближене f(B1)=y0+B1C1, в результаті чого остаточно одержуємо  
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Тут величини 
[image: image343.wmf]y

h

x

x

D

-

0

 називаються інтерполяційними поправками. Якщо ставиться   обернена задача:   за  заданим   значенням   функції   знайти наближене значення аргументу, то застосовується обернена інтерполяція. 

Приклад 1. Функція y=f(x) задана таблицею значень
	 x
	2
	2,04
	2,08

	y
	2,42
	2,88
	3,38


Використовуючи лінійну інтерполяцію знайти f(2,008), а також знаючи, що f(x)=3,l визначити чому дорівнює x.
Розв'язок. За умовою задачі точка x=2,008 лежить між точками x0=2 та x1=2,04. Маємо
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Отже за формулою лінійної інтерполяції
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Обернена інтерполяція проводиться за тією ж формулою із заміною x на у:
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(y) - невідоме значення оберненої функції. Маємо 
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Тоді за формулою лінійної інтерполяції маємо
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Приклад 2. Прибутки підприємства (в тис. умов. одиниць) за 1-й, 2-й, 3-й та 5-й місяці фінансового року задані таблицею значень:
	і
	1
	2
	3
	5
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	2,3
	2,6
	2,4
	2,9


Користуючись інтерполяційним поліномом Лагранжа наближено визначити прибутки підприємства за 4-й місяць фінансового року.

Розв’язок. Користуючись формулою (2) будемо мати:
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Підставивши в останню формулу х=4 одержуємо
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Таким чином, прибуток підприємства за 4-й місяць фінансового року можна наближено оцінити в 2,3 тис. умовних одиниць.
§13. Метод найменших квадратів.
Слід відмітити, що в цілому ряді задач інтерполяція функцій, тобто заміна заданої таблично функції y=f(x) на інтерполяційний многочлен, не є завжди зручною і бажаною.
По-перше, при інтерполюванні за допомогою степеневих многочленів Рn(х) із збільшенням вузлів інтерполювання зростає порядок інтерполяційного поліному, але це не завжди призводить до покращення наближеного представлення функції на розглядуваному відрізку.
По-друге, вимога точного співпадання функції f(x) та Pn(x) y вузлах інтерполяції є необгрунтованою, коли значення f(x) в цих точках визначаються експериментально і містять в собі похибки експерименту. Тому   виникає задача про таке наближене представлення функції f(x) за допомогою Pn(x), яке б характеризувало f(x) на розглядуваному відрізку в цілому.
Постановка задачі. Нехай у0,y1,...,уn - це значення функції y=f(x) в точках х0,x1,...xn. Потрібно серед усіх многочленів m-ї степені (m<n)
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знайти такий, який реалізовує мінімум виразу
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Існування вказаного мінімуму не викликає сумнівів, оскільки вираз S, як функція від a0,a1,...,am є многочленом другої степені, а також 
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Для визначення тих значень коефіцієнтів ak, k=
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,

0

, при яких S обертається в мінімум складаємо рівності
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B результаті одержуємо систему m + l лінійних алгебраїчних  рівнянь відносно невідомих  ak, k=
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Останню систему перепишемо так:
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Якщо ввести позначення
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то одержана система перепишеться так
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Можна довести, що визначник цієї системи відмінний від нуля, а це означає, що система рівнянь має єдиний розв'язок.
Тобто коефіцієнти a0,a1,...,am многочлена Pm(x) визначаються однозначно. Обчислення коефіцієнтів а0,а1...,аm по заданих точках (x0,y0), (х1,у1),..,(хn,уn) зручно проводити за такою схемою.

	x0
	x1
	x2
	…
	x2m
	y
	ху
	…
	хmу

	1
	x0
	x02
	…
	x02m
	y0
	x0y0
	…
	x0mу0

	1
	xl
	x12
	…
	x12m
	y1
	x1y1
	…
	x1my1

	1
	x2
	x22
	…
	x22m
	y2
	x2y2
	…
	x22my2

	…
	…
	…
	…
	…
	…
	…
	…
	…

	1
	xn
	xn2
	…
	х n2m
	yп
	xnyn
	…
	xnmyn

	C0
	C1
	C2
	…
	C2m
	d0
	d1
	…
	dm


Шукані коефіцієнти С0,С1,...,С2m , а також d0, d1,..., dm визначаються, як результат сумування елементів відповідних стовпчиків. Величина
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називається середньоквадратичним відхиленням функції f(x) від Pm(x) і характеризує похибку наближення f(x) за допомогою многочлену Pm(x). Очевидно, що при зростанні m,
[image: image367.wmf]D

n
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0. Формули, які служать для аналітичного представлення дослідних (табличних даних) називаються емпіричними формулами. Тобто формули аналітичного представлення заданої таблично функції y=f(x) за допомогою інтерполяційного многочлену Лагранжа, лінійної інтерполяції та методу найменших квадратів відносяться до емпіричних формул.

Приклад 1.  Дані про ціну на нафту x (грош.од.) та індекс акцій нафтових компаній у (умов.од.) задаються таблицею значень

	x
	17,28
	17,05
	18,30
	18,80
	19,20
	18,50

	у
	537
	534
	550
	555
	560
	552


Припускаючи, що між змінними x та у існує лінійна залежність, знайти емпіричну формулу виду 
[image: image369.wmf]=

y

)

a0+а1х, використовуючи метод

найменших квадратів.
Розв'язок. Складаємо таблицю значень
	x0
	x1
	х2
	y
	x.у

	1
	17,28
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Система рівнянь для визначення невідомих коефіцієнтів 
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Розв’яжемо її, наприклад, за правилом Крамера:
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Таким чином, для заданої таблиці значень одержуємо емпіричну формулу 
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Тобто із збільшенням ціни на нафту на 1 грошову одиницю, індекс акцій нафтових компаній зростає в середньому на 12,08 умовних одиниць.

Одержану формулу можна використати для економічного прогнозу. Наприклад, при ціні на нафту х=20 (грошових одиниць) прогнозований індекс акцій нафтових компаній складає
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Підвищивши степінь m многочлена 
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 можна добитися зменшення середньоквадратичного відхилення 
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Приклад 2.Для функції 
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за допомогою методу найменших квадратів побудувати многочлени 
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 оцінити похибку наближення функції 
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Розв’язок. На основі даних задачі заповнюємо таблицю значень.
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Многочлен 
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 — це пряма лінія, коефіцієнти 
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 якої є розв’язками системи рівнянь
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Многочлен 
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— це парабола, коефіцієнти якої є розв’язками системи рівнянь.
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Розв’язками першої  системи рівнянь будуть  
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Розв’язок другої системи рівнянь за методом Гауса  буде таким: 
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Таким чином, многочлен 
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Використовуючи вигляд знайдених многочленів 
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 EMBED Equation.3  [image: image415.wmf]å
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Отже многочлен 
[image: image420.wmf])

(

2

x

P

 більш точно наближає функцію 
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, задану таблично, ніж многочлен 
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, хоча і в першому, і в другому випадках похибки наближення є незначними.

Зробимо прогноз при х=4.
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Більш точним є значення 
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Приклад 3. Залежність середньої урожайності у (ц/га) від глибини зрошення наведено в таблиці [18]. Знайти аналітичну форму залежності урожайності від глибини зрошення (см).

	№ п/п
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12
	13
	14
	15

	Глибина зрошення 
х (см)
	25
	27
	30
	35
	36
	38
	39
	41
	42
	45
	46
	47
	50
	52
	53

	Урожайність
 у (ц/га)
	23
	24
	27
	27
	32
	31
	33
	35
	34
	32
	29
	28
	25
	24
	25


Побудувавши в прямокутній системі координат залежність між даними таблиці, приходимо до висновку про доцільність вибору аналітичної формули  у вигляді:
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Коефіцієнти формули 
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Прирівнявши до нуля частинні похідні функції S, одержуємо таку систему  рівнянь:
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Для розв’язуваного прикладу маємо n=15. Схему розрахунків коефіцієнтів СЛАР наведено в таблиці.
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Після виконання обчислень система рівнянь приймає вигляд:
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Розв’язавши цю систему будемо мати:
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Отже шукана формула прийме вигляд
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В цьому випадку 
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. Звідси практичний висновок: найкраща глибина зрошення для досліджуваної культури –  
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п.13.1. Неперервний випадок.

Поряд з розглядуваним вище дискретним випадком, метод найменших квадратів можна застосувати і в неперервному випадку, тобто тоді, коли функція y=f(x) задана не в окремих точках, а на усьому інтервалі [a, b]. Як і раніше функцію y=f(x) наближаємо многочленом
Pm(x) = a0 + a1x + a2x2 + ... + amxm,
шукаючи мінімум значення інтегралу
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Складаючи похідні 
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який призводить до такої системи рівнянь
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Визначник цієї системи запишеться у вигляді
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Можна довести, що цей визначник відмінний від нуля. A це означає, що невідомі коефіціенти a0,a1,...,am визначаються однозначно, а отже і шуканий многочлен Pm(x) визначається єдиним чином. Вираз
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називається середньоквадратичним відхиленням функції f(x) від Рm(х), та 
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Приклад [14]. Наблизити функцію 
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Розв’язок. Згідно наведеного вище алгоритму складаємо систему рівнянь
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Виконавши операцію інтегрування одержуємо систему лінійних алгебраїчних рівнянь
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розв’язками якої будуть числа
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Таким чином, шуканий многочлен прийме вигляд
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Для порівняння, при 
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Як випливає з вищесказаного, збільшуючи степінь т многочлена 
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, а потім досліджують, наскільки адекватно вона описує реальний процес, заданий таблицями значень.

§14. Найпростіша лінійна модель.

Нехай маємо ряди значень змінних і точки, які їм відповідають (xk, yk) нанесені на графік та з'єднані лінією. Якщо це реальні статистичні дані, то ми ніколи не одержимо просту лінію — лінійну, квадратичну, експоненціальну і т.д. Завжди будуть присутні відхилення залежної змінної, викликані помилками вимірювання, впливом неврахованих величин та випадкових факторів. Зв'язок змінних, на який накладається вплив випадкових факторів називається статистичним зв'язком. Викликає інтерес ситуація, коли змінні x та у, які задаються таблицею значень{xk}, {yk},k=
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 не рівноправні між собою, але одна з них розглядається, як незалежна (пояснююча) змінна, а інша, як залежна від першої — пояснювана змінна. Це є той випадок, коли можна спробувати скласти аналітичний вираз y=f(x). Останнє рівняння носить назву рівняння регресії, і є формулою статистичного зв'язку між змінними. Якщо змінних дві — то така формула називається парною регресією, у випадку залежності  кількох змінних — множинною регресією.

Якщо формула y = f(x) — лінійна, то мова йде про лінійну регресію. Аналогічно можна говорити про гіперболічну, експоненціальну та інші регресії. Вибір формули зв'язку змінних називається специфікацією рівняння регресії. Якщо, наприклад, f(x) = Pm(x), де Pm(x) = a0 + a1x + ... + +amxm, то його коефіцієнти a0, a1,...,am називаються параметрами рівняння регресії. Тому під оцінкою значень параметрів вибраної формули статистичного зв'язку змінних, яка ще називається параметризацією рівняння регресії, розуміють дослідження того, наскільки адекватно вибрана формула відображає той чи інший економічний процес, що описується статистичними даними.

Припустимо, що зв'язок між змінними x та у лінійний: y =
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x. Наявність випадкових відхилень, викликаних впливом на змінну у, неврахованих факторів та похибок вимірювання, призводить до того, що зв'язок спостережуваних величин набуває вигляду:
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і — це випадкові похибки (відхилення, збурення). Нехай а і b —  відповідно оцінки невідомих параметрів 
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Задача полягає в тому, щоб за даними спостережень {xk}, {уk}, k = 
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 знайти такі оцінки а і b параметрів, які забезпечували мінімум величини
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Тоді оцінене рівняння регресії прийме вигляд
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Стосовно відхилень 
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п.14.1.Метод найменших квадратів оцінки параметрів найпростішої лінійної моделі.
Розглянемо вираз  
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Знайдемо похідні 
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  та прирівнявши їх до нуля, одержуємо систему рівнянь

[image: image503.wmf](

)

(

)

ï

ï

î

ï

ï

í

ì

=

-

-

-

=

-

-

-

å

å

=

=

.

0

2

;

0

2

1

1

n

i

i

i

i

n

i

i

i

x

bx

a

y

bx

a

y


Або остаточно
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Система (1) ще називається стандартною формою нормальних рівнянь прямої. Розділивши перше рівняння системи (1) на n будемо мати
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Отже,
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звідки одержуємо значення коефіцієнта b
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Таким чином а і b - оцінки невідомих коефіцієнтів 
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Для оцінки b можна одержати й іншу формулу. Для цього віднімемо один від другого два рівняння  
[image: image518.wmf]
                                                    
[image: image519.wmf]=

y

)


[image: image520.wmf]bx

a

+

,

                                                    
[image: image521.wmf],

x

b

a

y

+

=


в результаті чого одержимо 
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 Якщо позначити через
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Застосовуючи до останнього виразу MHK будемо мати
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Таким чином
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або остаточно, для значення b одержуємо формулу
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Величини yi, які відповідають даним xj при деяких теоретичних значеннях 
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Доведення. Неважко бачити, що має місце рівність
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Дійсно
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Ha основі цієї рівності формулу для b перепишемо так:
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Остання формула свідчить, що має місце лінійна залежність коефіцієнта b від спостережуваних значень yi. Аналогічно для а:
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2. Величини a і b є незміщеними лінійними оцінками параметрів 
[image: image544.wmf]a

і 
[image: image545.wmf]b

.

Доведення.    Безпосередньою    перевіркою    можна    переконатися    у справедливості рівностей
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Для коефіцієнта b запишемо рівності
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Тоді з урахуванням 
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Враховуючи властивість 2) випадкових відхилень 
[image: image551.wmf]i
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, для математичного сподівання оцінки b коефіцієнта 
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 одержуємо:
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 EMBED Equation.3  [image: image554.wmf]
або остаточно
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Тобто b являє собою незміщену лінійну оцінку параметра 
[image: image556.wmf]b

. Аналогічно для
[image: image557.wmf]a

має місце рівність
M(a)= 
[image: image558.wmf]a
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3. Оцінки a і b параметрів 
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 і 
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 є тим надійнішими, чим меншим є їх розклад навколо 
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 і 
[image: image562.wmf]b

, тобто дисперсія.

Доведення. Зa означенням дисперсії 
D(b)=M(b-
[image: image563.wmf]b

)2;      D(a)=M(a-
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)2.

Оскільки, наприклад для оцінки b коефіцієнта 
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має місце рівність
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Підставивши це значення в D(b) та використовуючи властивості 3) і 4) випадкових відхилень 
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будемо мати:
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Але оскільки
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то для D(b) остаточно одержимо
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Аналогічно можна показати, що
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4. Оцінки а і b невідомих коефіцієнтів 
[image: image574.wmf]a

 і 
[image: image575.wmf]b

 одержані за допомогою MHK являють собою найкращі лінійні незміщені оцінки, тобто такі, які мають найменшу дисперсію.
Підведемо  підсумок.  Якщо
[image: image576.wmf](
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,  де  випадкові відхилення 
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 задовольняють умовам l)-4), то оцінки а і b параметрів 
[image: image578.wmf]a
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 одержані за допомогою MHK визначаються рівностями

[image: image580.wmf](

)

(

)

(

)

,

,

1

2

1

1

2

2

1

x

b

y

a

x

x

y

y

x

x

x

n

x

xy

n

y

x

b

n

i

i

n

i

i

i

n

i

i

n

i

i

i

-

=

-

-

-

=

-

-

=

å

å

å

å

=

=

=

=


причому вони є найкращими лінійними незміщеними оцінками параметрів 
[image: image581.wmf]a
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, a їх дисперсії рівні
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Якщо визначити дисперсію випадкового відхилення 
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тo   можна   довести,  що 
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 буде   незміщеною   оцінкою   справжнього значення 
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п 14.2. Аналіз статистичної значущості коефіцієнтів лінійної регресії.
Складаючи рівняння лінійної регресії ми припускали, що реальний зв'язок змінних x та у є близьким до лінійного, а також випадкові відхилення 
[image: image589.wmf]i

e

підкоряються обмеженням l)-4). Але так буває не завжди, тим більше апріорна перевірка обмежень на випадкові відхилення 
[image: image590.wmf]i
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 є досить важкою задачею.
Тому виникає проблема оцінки статистичної значущості коефіцієнтів лінійної регресії, тобто наскільки адекватно пряма лінія y=a+bx, де а і в відповідно оцінки невідомих коефіцієнтів 
[image: image591.wmf]a

і 
[image: image592.wmf]b

, описує взаємозв'язок змінних {xi} та {yi}, заданих таблично.
B якості міри лінійного зв'язку двох змінних x та у, ще до побудови формули лінійної регресії, можна використати коефіцієнт кореляції rn(x,y), який обчислюється за формулою
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Коефіцієнт кореляції rn(x,y) є безрозмірна величина і не залежить від вибору одиниць вимірювання обох змінних. Коефіцієнт кореляції           rn(x,y) є [-1;1] причому, коли rn(x,y)=-1, то кажуть про строго від'ємний лінійний зв'язок, при rn(x,y)=l - про строго додатній лінійний зв'язок. Коли rn(x,y)
[image: image594.wmf]»

0, то лінійного зв'язку змінних немає, але це не говорить про відсутність зв'язку між ними взагалі. Схематично зв'язок між типами залежностей і коефіцієнтом кореляції можна зобразити так:
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 SHAPE  \* MERGEFORMAT 
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 SHAPE  \* MERGEFORMAT 
[image: image597]

 SHAPE  \* MERGEFORMAT 
Згідно [17] вважається, що лінійна модель підходить для вихідних табличних даних, якщо |rn(x,y)|є [0,75;1].
Якщо оцінки а і b коефіцієнтів 
[image: image598.wmf]a

 і 
[image: image599.wmf]b

 уже отримані, то необхідно оцінити якість лінії y=a+bx, або іншими словами, наскільки адекватно вона описує зв'язок між реальними економічними даними. Можливі такі випадки, які схематично зображені нижче:
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 SHAPE  \* MERGEFORMAT 
[image: image601]

 SHAPE  \* MERGEFORMAT 
[image: image602]
Якщо в першому випадку пряма лінія досить адекватно описує реальний взаємозв'язок між статистичними даними, то в другому випадку мова йде про явно нелінійний зв'язок між ними, і в цьому випадку пряма лінія його відображає вже не дуже адекватно, а в третьому випадку явний зв'язок між x та у не простежується.
Одним із показників "якості" одержаної лінії регресії служить коефіцієнт детермінації R2, який ще називається квадратом коефіцієнта кореляції. Розглянемо малюнок
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Нехай значенню xi відповідає уi. Тоді AD=AB+BC+CD. Причому АВ=
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. Можемо записати
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Відхилення 
[image: image607.wmf]y
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 називається загальним відхиленням, 
[image: image608.wmf]y
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- це відхилення, яке можна пояснити виходячи з регресійної прямої, 
[image: image609.wmf]i
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 - це відхилення, яке не можна пояснити, виходячи з регресійної прямої або непояснюване відхилення. Можна довести, що має місце рівність
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звідки, розділивши на n одержуємо, що
Dзаг.=Dпомилк.+Dпоясн.
де
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–  загальна дисперсія,
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дисперсія, яка пояснюється даними

рівнянням регресії. Коефіцієнт R2 обчислюється за формулою
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і характеризує частку варіації (дисперсії) залежної змінної, яку можна пояснити за допомогою даного рівняння регресії. Зв'язок між R2 та раніше введеним коефіцієнтом кореляції rn(х,у) такий:
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Тобто коефіцієнт детермінації дорівнює квадрату коефіцієнта кореляції. Отже, якщо rn(х,у) є [-1; 1], то R2 є [0,1].

Якщо існує статистично значущий лінійний зв'язок величин x та у, то коефіцієнт R2 є близьким до одиниці.
Як випливає  з результатів п.14.1, дисперсія  коефіцієнтів  а і  b обчислюється так:
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Величини 
[image: image617.wmf](
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 називаються стандартними похибками (стандартними відхиленнями ) випадкових коефіцієнтів а і b.

Перевіримо значущість оцінюваних коефіцієнтів регресії a і b , що визначені методом найменших квадратів. Цю перевірку будемо здійснювати введенням в розгляд випадкових величин 
[image: image619.wmf]a

t

 та 
[image: image620.wmf]b

t

, які розподілені за законом Ст’юдента. Розглянемо більш детально цей розподіл.
Можна довести [1, р.2 §10], що випадкові параметри   а і b розподілені за нормальним законом розподілу з відповідним математичним сподіванням та дисперсією. Це формально можна записати так:
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- дисперсія параметру а,
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Із записів дисперсії  D(a)  і  D(b)   випадкових параметрів а  і  b видно, що вони є залежними від дисперсії помилок S2 випадкової величини   e ,   яку   не   можна   спостерігати.   Тому,   загалом,    D(a)    i D(b) невідомі.

B цьому випадку невідома дисперсія S2 замінюється на свою оцінку (S2)*.  Таким чином,  і для  параметрів а і b відповідні дисперсії замінюються своїми оцінками:
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Встановлені значення параметрів вибіркової моделі є оцінками параметрів узагальненої регресійної моделі. Крім цього, можна знайти інтервали, у які із заданою ймовірністю потрапляють значення параметрів цієї узагальненої моделі. Такі інтервали називають інтервалами довіри.
Розглянемо довільну випадкову величину 
[image: image631.wmf]X

, розподілену за нормальним законом розподілу з математичним сподіванням  
[image: image632.wmf]i
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 та дисперсією
[image: image633.wmf]2
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. Відомо, що за допомогою заміни:
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отримуємо   випадкову   величину    Z ,   що   нормально   розподілена   із математичним сподіванням 0 і дисперсією 1 (M(z)=0,D(z)=1).
Якщо кількість вибіркових даних є число невелике   (n < 30), то  від 
[image: image635.wmf]x

 перейдемо  до t - перетворення, що має вигляд:
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 EMBED Equation.3  [image: image637.wmf]n
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де  t - випадкова величина, яка розподіляється за t - законом розподілу Ст'юдента з (n-1) ступенями вільності.
t - розподіл - це симетричний розподіл із вибірковим середнім 0 і дисперсією яка дорівнює 
[image: image638.wmf]3
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, яка наближається до 1 при n 
[image: image639.wmf]®



 EMBED Equation.3  [image: image640.wmf]¥

. Зрозуміло, що при 
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- розподіл наближається до нормального закону розподілу.
Як зазначалося вище, параметри, визначені за методом найменших квадратів, розподіляються за нормальним законом розподілу:
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Нагадаємо, що у загальному випадку 
[image: image647.wmf]2
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 невідомі, тому що не можна обчислити S2 , адже випадкові величини ei взагалі є неспостережуваними. Але ми можемо обчислити оцінку 
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 EMBED Equation.3  [image: image652.wmf](
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де k - кількість оцінених параметрів (у разі простої регресії k = 2).

Далі будуємо t - статистику для кожного параметра:
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з (n-k) ступенями вільності, де    
[image: image654.wmf]*
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- гіпотетичні значення, які мають набути відповідно параметри 
[image: image655.wmf]a

і 
[image: image656.wmf]b

;
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 - оцінки дисперсії параметрів a і b відповідно;
n - розмір вибірки (кількість спостережень);
k - загальна кількість оцінених параметрів (k = 2 у нашій моделі, бо ми використовуємо 2 ступені вільності, щоб оцінити 2 параметри а і b ).
Обравши   бажаний   рівень   значущості   та   визначивши   кількість ступенів вільності ми можемо визначити критичне значення t (в нашому випадку
[image: image659.wmf]a

t

 і 
[image: image660.wmf]b

t

)  , яке поділяє усю множину значень на дві підмножини:

1) множину, яку ми відкидаємо;
2) множину, яку ми приймаємо при заданому рівні значущості.


[image: image661]
Критичне значення t(tkp) знаходять за допомогою таблиць t -розподілу Ст'юдента. (Додаток 1)
Нехай виникає загальна задача. Перевірити гіпотезу H0 проти альтернативної гіпотези H1:
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для вибірки з невідомою дисперсією і заданим рівнем значущсті 
[image: image663.wmf]g

 і ступенем вільності k. Тоді, легко знайти критичне значення t  (користуючись таблицями t - розподілу Ст'юдента).
Знайшовши  tkp записуємо інтервал(-tkp;tkp). Далі, за даними вибірки обчислюють 
[image: image664.wmf]x

 та значення t - статистики   t* :
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Якщо t*
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(-tkp,tkp) ,то гіпотеза H0 відкидається.
У економетрії поширеною формою гіпотези H0 є така:
                                  H0 : а*   = 0, (аналогічно   
[image: image667.wmf]*
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= 0 )
проти альтернативної:
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У цьому разі t - статистика для параметрів має вигляд:
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Значення    t -   статистики 
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(

*

*

b

a

t

t

 порівнюємо   із   табличним значенням, яке дає змогу знайти критичну зону з (n-2) ступенями вільності.
Якщо   значення    t
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 потрапляє   не   в   критичну    зону,   тобто
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 з (n-2) ступенями вільності і при 
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a

100% - ному рівні
значущості   (у загальному випадку), то можна стверджувати, що з ймовірністю (1-
[image: image675.wmf]a

) оцінка a (b) є статистично незначущою, тобто ми приймаємо гіпотезу H0.
Приклад.
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Отже: 
k = 2 
[image: image678.wmf]Þ

 (5 - 2) = 3 - ступенів вільності. За t - таблицею розподілу Ст'юдента знайдемо 
[image: image679.wmf]2

a

t

 - критичне з 3 ступенями вільності:
t0,0125=
[image: image680.wmf]±

3,182.

Розрахуємо   t - відношення для кожного параметра, встановивши спочатку оцінку дисперсії та середньоквадратичне відхилення
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 EMBED Equation.3 [image: image684.wmf]
Знайдемо t - відношення для кожного параметра:
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Отже параметри    а   і   b    статистично значущі (параметри а   і   b значно відрізняються від 0 і H0 - відкидаємо).
B таблиці функції розподілу Ст'юдента, як правило наводяться значення для різних чисел які означають кількість ступенів вільності k, критичні точки, які відповідають наведеним у верхній строчці таблиці ймовірностям 
[image: image686.wmf]a

 попадання в правий "хвіст" розподілу. Іншими словами, 
[image: image687.wmf]a

 - це ймовірність перевищення t - статистикою наведеного в таблиці критичного значення при відповідному числі ступенів вільності к. 

Наприклад, фрагмент таблиці Ст'юдента має вигляд

	Число ступенів вільності k
	Рівень значущості 
[image: image688.wmf]a


(двостороння критична область)

	
	0,1
	0,05
	0,02
	0,01
	0,002

	1
	6,31
	12,7
	31,82
	63,7
	318,3

	…
	…
	…
	…
	…
	…

	10
	1,81
	2,23
	2,76
	3,17
	4,14

	…
	…
	…
	…
	…
	…

	30
	1,70
	2,04
	2,46
	2,75
	3,39
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	1,64
	1,96
	2,33
	2,58
	3,09

	
	0,05
	0,025
	0,01
	0,005
	0,001

	
	Рівень значущості 
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(одностороння критична область)
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Ha малюнку показано односторонню критичну область розподілу Ст'юдента. Критична точка 
[image: image692.wmf])

,

(

a

k

t

=
[image: image693.wmf]a

,

k

t

 знаходиться на перетині строчки із заданою кількістю ступенів вільності k та стовпчика із заданою ймовірністю 
[image: image694.wmf]a

 . Візьмемо наприклад k=10 та 
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=0,05. Тоді 
[image: image696.wmf]812

,

1

)

05

,

0

;

10

(

)

,

(

=

=

t

t

a

k

. Критична точка має в даному випадку такий смисл
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Бувають випадки, коли таблиці Ст'юдента наводяться для двосторонніх критичних точок, які визначаються з умови
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[image: image1645.wmf]y


[image: image699]
B силу симетричності розподілу Ст'юдента ці точки зв'язані з односторонніми критичними точками співвідношенням
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оскільки при заданій ймовірності 
[image: image701.wmf]a

 попадання в обидва "хвости" розподілу, ймовірність попадання в один з "хвостів" буде в два рази меншою і рівна 
[image: image702.wmf]2

a

. Окрім того, в деяких таблицях розподілу Ст'юдента замість малих чисел 
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-ймовірностей попадання в "хвіст" розподілу, наводяться числа (1 - 
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) -ймовірності попадання в інтервал 
[image: image705.wmf])

 

,

 

(-

k,

a

t

¥

 для односторонніх критичних точок, та в інтервал 
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 для двосторонніх критичних точок.

Приклад. Змінна INF - це темп інфляції, а змінна U - це рівень безробіття в США за 1931-1940 роки. За даними цих спостережень (n=10) методом найменших квадратів побудована лінія
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Тобто a=5,07; b=-0,32. Оцінимо t-статистику, наприклад для коефіцієнта b. За даними спостережень його стандартне відхилення 

Sb 
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Задамо рівень значущості 0,05 (довірча ймовірність 0,05) - при односторонній гіпотезі. При двосторонній гіпотезі потрібно би було задати рівень значущості 0,1. Кількість ступенів свободи в даному випадку 
t=n-2=10-2=8. За таблицею 1 знаходимо значення

t(8;0,95)=l,86.

A у нас |t|=0,658, тобто має місце нерівність |t|<t(8;0,95). Отже коефіцієнт b не можна визнати значущим (хорошим). Він би був таким (значимим), якби виконувалась нерівність |t|>t8;0.95.

При оцінці значущості коефіцієнта лінійної регресії можна використати таке правило. Якщо в розглядуваного коефіцієнта його 
t-статистика |t|<l, то такий коефіцієнт не може бути визнаний хорошим; якщо |t|є(l,2), то здійснена оцінка може бути визнана більш-менш значущою; при |t|є (2,3) можна говорити про досить велику значущість, а при |t|>3 - про дуже хорошу значущість розглядуваного коефіцієнта.

Приклад. Величина приватного споживання (CONS) та величина приватного прибутку (DINC) в США за 1971-1990 роки описуються на основі спостережень такою лінією регресії
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B даному випадку a=-217,6; b=l,007. Підраховано, що стандартні похибки коефіцієнтів Sa=28,4; Sb=0,012. Їхні t-статистики відповідно рівні:
 ta=-7,7; tb=81,9. Оскільки вони за модулем більше трьох, то статистична значущість одержаних коефіцієнтів є дуже високою.
Аналогічно, для оцінювання значущості одержаних оцінок а і b можна використати F-критерій за Фішером. Для цього запишемо рівність
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Розділивши на n одержимо
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Остання рівність ще записується так:
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де  Dзаг -  це загальна дисперсія,  Dпом   - дисперсія  помилок  (перша компонента виразу (2)), Dпоясн - дисперсія, яка пояснюється рівнянням регресії   (друга   компонента   виразу   (2)).   Якщо   n   -   це   кількість спостережень, то можна довести, що сумі квадратів, яка відповідає лівій частині    виразу (1) відповідає (n-1) ступeнів вільності, сумі квадратів помилок – першій компоненті виразу (1) відповідає (n-2) ступeнів вільності, а сумі квадратів, яка пояснює регресію – другій компоненті рівності (1) відповідає 1 ступінь вільності. Нагадаємо, що під кількістю ступенів вільності у статистиці розуміють різницю між кількістю різних дослідів і кількістю констант, встановлених в результаті цих дослідів, незалежно один від одного. Таким чином кількість ступенів вільності, які відповідають     лівій та правій частинам рівності  (1) зв'язана співвідношенням

(n-1)=(n-2)+1.

Далі, на основі першої та другої компонент складаються величини, які носять назву середніх квадратів, і позначаються так:
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На основі розрахованих  величин  складається  таблиця,   яка  в  деяких джерелах носить назву ANOVA – таблиці

	Джерело варіації
	Кількість ступенів вільності
	Сума квадратів
	Середні квадрати

	Зумовлене регресією

(модель)
	1
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	Непояснюване

за допомогою регресії (помилка)
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В теорії ймовірностей доводиться, що величина
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має розподіл Фішера з (1, n-2) ступенями вільності. Для розподілу Фішера є таблиці критичних значень, які залежать від числа ступенів вільності – в загальному випадку (m, n-m-1) при різних рівнях значущості. Найчастіше використовуються таблиці при рівнях значущості 
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=l%, або 
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=5%. 
Наприклад, фрагмент таблиці при 
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	1,28
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	3,84
	…
	1,83
	…
	1,24
	1,00


Тоді, наприклад, критична точка F0,05(10, 100)=l,92. Як і у випадку з t-розподілом Ст'юдента, критична точка має такий смисл:
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Інколи таблиці розподілу Фішера наводяться для двосторонніх критичних точок F
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(k1, k2), які визначаються з умови
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Перевірка моделі на адекватність за критерієм Фішера включає такі етапи: 
1) Розраховується величина
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2)  Задається рівень значущості 
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 або 
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l00%. Наприклад, якщо 
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=5% (або 0,05), то це означає, що ми можемо помилитися в 5% випадків, а в 95% випадків наші висновки будуть правильними.
3)  За таблицями розподілу Фішера знаходимо значення Fкp.

4)  Якщо F(1,n-2)>Fкp.,     то  побудована регресійна  модель  є  адекватною реальній дійсності.
Приклад. Функція y=f(x) задана таблицею значень
	xi
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Скласти  модель  лінійної  регресії та  перевірити  її  адекватність  за  F-критерієм Фішера.
Розв'язок. Згідно MHK складаємо таблицю значень
	x0
	x1
	x2
	y
	ху

	1
	5
	25
	25
	125

	1
	6
	36
	30
	180

	1
	9
	81
	35
	315

	1
	12
	144
	45
	540

	1
	18
	324
	65
	1170
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	50
	610
	200
	2330


Система рівнянь для визначення коефіцієнтів а і b буде такою
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 EMBED Equation.3  [image: image735.wmf]î

í

ì

=

+

=

+

.

2330

610

50

,

200

50

5

b

a

b

a


Її розв'язки a=10; b=3. Тобто лінія регресії запишеться так

y=10+3x .

Далі, на основі знайдених значень у; підраховуємо вирази
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та їх суми. Маємо (при 
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За означенням середніх квадратів
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Отже в нашому випадку ANOVA - таблиця буде такою
	Джерело варіації
	Кількість ступенів

вільності
	Сума квадратів
	Середні квадрати

	Модель
	1
	990
	900

	Помилка
	3
	10
	3,33

	Загальне
	4
	1000
	


Застосуємо F-критерій Фішера. Обчислюємо
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За таблицею  F-розподілу знаходимо критичне значення Fкр. з 1 та 3

ступенями вільності, при рівні значущості (помилки) – 5%. Відповідно рівень довіри - 95%. B даному випадку критична точка
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 Оскільки   F(1,3)=300, a Fкр.=F(1;3;0,95) =10,1, то бачимо, що F(1,3)>Fкр. А це означає, що побудована модель за критеріем Фішера є адекватною реальній дійсності.

Окрім названих, для перевірки адекватності побудованої моделі ще використовують статистику Дарбіна-Уотсона, яку ще називають DW- статистикою. DW – статистика використовується для вимірювання автокореляції залишків 
[image: image749.wmf]i

e

, тобто для вивчення ситуації коли дисперсія залишків є сталою, але спостерігається їх коваріація. Бажано при цьому, щоб автокореляція залишків була якнайменшою.

 DW-статистика розраховується за формулою
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Очевидно, що
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Із останньої рівності випливають такі висновки. Якщо має місце точна рівність ei=ei-1, то тоді DW=0. У випадку, коли ei=-eі-1, маємо DW=4. У всіх інших випадках маємо нерівність 0<DW<4. Таким чином статистика Дарвіна-Уотсона DW
[image: image753.wmf]Î

[0,4]. При перевірці моделі на адекватність за допомогою DW-статистики, слід користуватися або спеціальними таблицями на зразок таблиць Ст’юдента чи Фішера (додатки 4 і 5 ), або таким правилом.
Якщо DW-статистика є досить близькою до двох, то це означає, що лінійна функція реально відображає справжній зв'язок статистичних даних і   ніяка   інша   нелінійна   формула   не   є   кращою   за   статистичними характеристиками за дану лінійну. Наближено можна вважати, що при достатній кількості спостережень (n не менше 12-15 та при 1-3 незалежних змінних) DW має належати інтервалу (1,3). Ha практиці вважають, що коли DW-статистика коливається в  межах  1,5-2-2,5, то побудована лінійна модель досить адекватно відображає реальний зв'язок статистичних даних.   

Приклад.  Залежність об'єму реального приватного споживання в США   (CONS)   від   реальних   прибутків   (DINC)   за   1971-1990   роки змодельована формулою лінійної регресії
CONS=-217,6+l,007 DINC.

t-статистики для знайдених коефіцієнтів a=-217,6 та b=l,007 відповідно рівні   ta=-7,7  та  tb=81,9,  тобто  за  модулем  більше  трьох.   Коефіцієнт  детермінації R2=0,997 - дуже близький до одиниці. Статистика Дарбіна-Уотсона DW=l,58. Значення трьох параметрів (t-статистики, R2, DW-статистики) говорять про те, що знайдена за допомогою MHK лінійна залежність   CONS   від   DINC   досить   адекватно   відображає   реальну статистичну залежність і знайдені значення а і b є значущими. Якщо взяти вужчий   часовий  інтервал,   а  саме   1987-1990  роки,   то   вищенаведена формула прийме такий вигляд

CONS=-208,8+1,003 DINC.
B даному випадку ta=-5,6; tb=58,8. Коефіцієнт R2=0,996, DW=l,72. Тобто показник DW-статистики є більший, ніж в попередньому випадку і, отже, ближчий до двійки.
Приклад. Побудувати економетричну модель залежності витрат на одиницю продукції (у) від рівня фондомісткості (х), які задані таблицею значень
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Розв’язок. Складемо таблицю значень:

	№ п/п
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знаходяться, як розв’язки системи рівнянь
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Розв’язавши цю систему одержимо, що 
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, а отже лінія регресії приймає вигляд
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Коефіцієнт кореляції 
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 в даному випадку буде таким
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Близькість 
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 до одиниці вказує на строго додатній лінійний зв'язок між змінними 
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Коефіцієнт детермінації

[image: image785.wmf](

)

968

,

0

032

,

0

1

6

,

819

6

,

26

1

1

10

1

2

10

1

2

2

=

-

=

-

=

-

-

=

å

å

=

=

i

i

i

i

y

y

e

R

.

Близькість 
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 до одиниці вказує на статистично значущий лінійний зв'язок між змінними х та у. Для обчислення t-статистики знайдених коефіцієнтів  
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 обчислюємо величини
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Таким чином, t-статистики будуть такими :
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Оскільки 
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, то це говорить про дуже хорошу значущість одержаного коефіцієнта  
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. З іншого боку 
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 є більш-менш значимим, проте таким, який би було бажано підправити в межах інтервалів довіри. Знайдемо ці інтервали.

В нашому випадку п=10, а отже маємо п-2=8 ступенів вільності . Візьмемо наприклад 
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Таким чином з ймовірністю 90%
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Аналогічно 
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Перевіримо побудовану модель на адекватність за F-критерієм Фішера. В нашому випадку 
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а отже
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Взявши 
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%, за таблицями розподілу Фішера знаходимо, що 


[image: image804.wmf](

)

32

,

5

95

,

0

;

8

;

1

=

F

.

Оскільки виконується нерівність 
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), то побудована регресійна модель є адекватною реальній дійсності.

Статистика Дарбіна-Уотсона обчислюється за формулою
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В нашому випадку 
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Таким  чином
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Близькість одержаного значення DW- статистики до 2 вказує на те, що побудована лінійна функція реально відображає справжній зв'язок статистичних даних, і ніяка інша нелінійна формула не є кращою за статистичними характеристиками за дану лінійну. Отже побудована нами модель парної лінійної регресії задовільняє всім п’яти, перечисленим вище статистичним критеріям, а тому може бути визнана адекватною реальній залежності витрат на одиницю продукції  у від рівня фондомісткості продукції х . Користуючись знайденим співвідношенням можна робити відповідні економічні прогнози. Наприклад, при рівні фондомісткості 
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  прогнозований рівень витрат на одиницю продукції складе
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Додамо, що оскільки вільний член моделі 
[image: image812.wmf]0
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, то це означає, що рівень витрат на одиницю продукції не є строго пропорційним до рівня фондомісткості. Значення параметра 
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 показує, що граничне збільшення витрат при зростанні фондомісткості продукції на 1 умовну одиницю становить 0,5  умовних одиниць.

Згідно [2,4] еластичність витрат, щодо фондомісткості продукції визначається коефіцієнтом еластичності
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Тобто при збільшенні фондомісткості продукції на 1%, витрати на одиницю продукції гранично зростуть на 0,93%.

Зробимо прогноз при 
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Тобто при рівні фондомісткості 
[image: image817.wmf]130
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 витрати на одиницю продукції складуть 
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 грошових одиниць. Зроблений прогноз ще називають точковим прогнозом.
Інтервальний прогноз згідно [9] визначається співвідношенням


[image: image819.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

-

-

-

F

n

F

n

S

t

x

y

S

t

x

y

2

,

2

*

2

,

2

*

)

(

,

)

(

a

a

)

)

,                       (1)

де величина 
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 задається так
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В нашому випадку 
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Взявши 
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 для двосторонньої гіпотези, і врахувавши, що 
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 , за таблицями розподілу Ст’юдента знаходимо , що 
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Значення величини 
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 буде таким
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А отже інтервал (1) в нашому випадку прийме вигляд 
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Тобто, з гарантією 99,9% можна стверджувати, що при рівні фондомісткості 
[image: image831.wmf]130
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 витрати на одиницю продукції будуть більшими, ніж 58,06, але не перевищуватимуть 79,54 грошових одиниць.

Завдання. Для функції 
[image: image832.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image833.wmf](
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 заданої таблицею значень побудувати рівняння парної лінійної регресії 
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оцінити якість одержаного рівняння за 5-ма статистичними показниками (коефіцієнт кореляції, коефіцієнт множинної детермінації, t –статистика, F-критерій Фішера, DW – статистика), та зробити прогноз при даному значенні 
[image: image836.wmf]*

x

.

         а. Отримані дані залежності врожайності (ц/га) кукурудзи (
[image: image837.wmf]i

y

) від терміну збирання (дні) врожаю (
[image: image838.wmf]i

x

) для десяти господарств, що належать до однієї кліматичної зони є такими:
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б. Дані для розрахунку залежності продуктивності праці (
[image: image842.wmf]i

y

) від її фондооснащеності є такими:
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[image: image845.wmf]*
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      в.Якість сировини, що заготовляє консервний завод в залежності від радіуса (км) її перевезень є такою:

	Радіус перевезень (км)
	110
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	Відсоток нестандартної сировини 
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      г.Внаслідок спостереження отримані значення  
[image: image847.wmf]i

y

 кількості зіпсованих апельсинів в 10 ящиках, вибраних навмання з великої партії, після зберігання їх на складі на протязі 
[image: image848.wmf]i

x

 днів:
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п. 14.3. Обчислення інтервалів довіри для коефіцієнтів лінійної регресії.

У випадку, коли згадувані вище статистичні показники для обчислених коефіцієнтів а і b не є такими "хорошими", значення а і b можна "підправити", використовуючи інтервали довіри, які будуються за допомогою t-розподілу Ст'юдента.

Графічно це можна зобразити так

[image: image852]

 SHAPE  \* MERGEFORMAT 
Тут суцільною лінією зображена лінія парної лінійної регресії знайдена за допомогою МНК, а штриховкою – “підправлена” лінія.

Нагадаємо, що дисперсії коефіцієнтів а і b розраховуються за формулами


[image: image853.wmf](

)

(

)

,

2

S

   

;

)

(

     

;

)

(

1

2

2

1

2

1

2

2

2

1

2

2

-

=

º

-

=

º

-

=

å

å

å

å

=

=

=

=

n

e

S

x

x

n

x

S

a

D

S

x

x

S

b

D

n

i

i

a

n

i

i

n

i

i

b

n

i

i


де eі=yі-
[image: image854.wmf]i

y
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, а відповідні t-статистики - за формулами
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Задамо рівень значущості 
[image: image857.wmf]a

 (або 
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100%). Відповідно рівень довіри буде (1-
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) (або(1-
[image: image860.wmf]a

).100%). За t-таблицями Ст'юдента знаходимо значення ±
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 з (n-2) ступенями вільності. Тоді можемо записати
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 Зробивши заміну
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де 
[image: image870.wmf]025
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 для односторонньої гіпотези, та 
[image: image871.wmf]05
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 для двосторонньої гіпотези.

Як правило задають рівень значущості
[image: image872.wmf]100%)
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, а отже рівень довіри буде (l-
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)100%=95%. Тоді остання рівність перепишеться так:
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Виведена рівність трактується так: з ймовірністю 0,95 (або 95%) можна твердити, що коефіцієнт 
[image: image875.wmf]b

 знаходиться в інтервалі        
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 є (b-t0,025
[image: image877.wmf]b

S

×

, b+ t0,025
[image: image878.wmf]b

S

×

).

Останній   інтервал   називається   інтервалом   довіри   для   коефіцієнта 
[image: image879.wmf]b

 Аналогічні результати мають місце для коефіцієнта 
[image: image880.wmf]a

 та його оцінки а. 

Приклад. Для функції y=f(x), заданої таблично
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за допомогою MHK було знайдене рівняння лінійної регресії y=10+3x.  Потрібно знайти інтервал довіри для коефіцієнтів a=10 та b=3.

Розв'язок. Для коефіцієнтів а і b знаходимо дисперсії D(a), D(b) та

[image: image882.wmf]).
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Після підрахунків маємо:
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Задамо рівень значущості 
[image: image884.wmf]a

=0,025 (2,5%). Оскільки в нашому випадку n=5, то маємо 
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 ступені вільності. За 
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- таблицею розподілу Стюдента знаходимо, що
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Таким чином, виходячи з (1)  можемо записати
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 з ймовірністю 0,975 (або 97,5%).

Для коефіцієнта 
[image: image890.wmf]a

 аналогічний інтервал буде таким: (3,88; 16,12). Змінюючи значення коефіцієнтів в рамках наведених інтервалів довіри, можна добитися того, що показники якості коефіцієнтів (R2, ta, tb, F-критерій, DW-статистика) будуть кращими, ніж ті, які отримані для значень а і b, одержаних за методом найменших квадратів.

Задача. Аварії на дорогах Великобританії (в тис.) та кількість зареєстрованих транспортних засобів (в десятках тис.) упродовж 1947-1957 років задаються таблицею значень:
	Рік
	Аварії (уі) (тис.)
	Зареєстровані транспортні засоби (xi)
 (в дес.тис.)

	1947
	166
	352

	1948
	153
	373

	1949
	177
	411

	1950
	201
	441

	1951
	216
	462

	1952
	208
	490

	1953
	227
	529

	1954
	238
	577

	1955
	268
	641

	1956
	268
	692

	1957
	274
	742


Скласти рівняння регресії та знайти інтервал довіри для коефіцієнта 
[image: image891.wmf]b

.


Відповідь: y=55,85+0,312x; 
[image: image892.wmf]b

є (0,2506;0,3734).

РОЗДІЛ 4. УЗАГАЛЬНЕННЯ ЛІНІЙНОЇ МОДЕЛІ З ДВОМА ЗМІННИМИ.

§ 15. Рівняння нелінійної парної регресії.
Зауважимо, що змінюючи значення а і b в межах інтервалів довіри для коефіцієнтів 
[image: image893.wmf]a

 і 
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 можна покращити їх статистичні показники не завжди. Цей факт має місце з тієї причини, що реальний зв'язок між досліджуваними статистичними змінними може бути суттєво нелінійним, а отже рівняння лінійної регресії, побудоване за допомогою МНК не дає адекватного описання такого зв'язку.

Як приклад розглянемо лінійну та нелінійну криві Філіпса, які моделюють зв'язок між рівнем зміни реальної заробітної плати та рівнем безробіття.
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 SHAPE  \* MERGEFORMAT 
Розглянемо лінійну та нелінійну моделі (криві Філіпса)
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де уi — це рівень зміни номінальної заробітної плати, хi - рівень безробіття. Регресійна модель (1) є лінійною і за параметрами і за змінними, тоді як модель (2) є лінійною за параметрами, але нелінійною за змінною х. Якщо в дійсності є правильною модель (2), а ми вибираємо модель (1), то як видно з малюнку, вона дасть неправильний прогноз. І навпаки, правильний прогноз буде давати модель (2). В цьому випадку — при виборі моделі (1) замість моделі (2) кажуть про неправильну специфікацію або про помилку специфікації, яка полягає у виборі неправильної функціональної форми.
В економетрії використовуються такі лінії, які носять назву кривих
зростання.
1. показникова
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2. степенева (мультиплікативна) 
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3. обернена  (гіперболічна) 
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4. квадратична
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5. модифікована експонента
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6. крива Гомперца
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7. логістична крива
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В загальному випадку економетричну модель, де х – незалежна, а у –залежна змінні, можна представити у вигляді
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 — це одна з нелінійних функцій зростання, 
[image: image907.wmf]e

 — випадкова величина. Таку модель ще називають однофакторною.
Постає питання, яким чином застосувати методику знаходження та оцінки коефіцієнтів лінійної моделі до коефіцієнтів вищенаведених нелінійних кривих 1) - 7)? Ця проблема вирішується шляхом логарифмування цих кривих. Вказаний метод називається лінеаризацією кривих 1) - 7).
Отже нелінійна парна регресія зводиться до одержання нелінійної залежності у(х), яка є нелінійною по незалежній змінній х, але лінійною по параметрах цієї залежності. Нелінійна парна регресія наближає задану сукупність чисел (хi, yi), 
[image: image908.wmf]n
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 з найменшою середньоквадратичною похибкою.
п.15.1. Гіперболічна та степенева регресія.
Нехай задано сукупність чисел (хi, yi), 
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. Гіперболічна регресія полягає в знаходженні параметрів а і b функції
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В даному випадку
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 звідки за МНК одержуємо систему
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або в розгорнутому вигляді
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звідки остаточно
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Обчислення зручно проводити за допомогою таблиці
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Якщо ввести позначення
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то розв'язки системи — коефіцієнти а і b запишуться так
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У випадку степеневої регресії задана сукупність (хi, yi), 
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наближається за допомогою формули
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Якщо позначити 
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Обчислення зручно записувати у вигляді таблиці
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Для визначення А і b одержуємо систему рівнянь
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Після того, як коефіцієнти А і b знайдені, значення а, яке рівне 
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, знаходимо за таблицями антилогарифмів.

Приклад. Підібрати за допомогою МНК функцію 
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Розв’язок. Заповнюємо таблицю
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Система рівнянь буде такою 
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звідки   знаходимо   А=0,8532;   b=1,953.   За   таблицями   антилогарифмів знаходимо а=7,164. Таким чином 


[image: image983.wmf]953

,

1

164

,

7

x

ax

y

b

×

=

=

)

.
п. 15.2. Показникова та експоненціальна регресія.
У випадку показникової регресії, маємо функцію
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звідки, логарифмуючи одержуємо
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Позначивши
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Як і випадку п.15.1 знаходимо за допомогою МНК значення 
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, звідки визначаємо шукані коефіцієнти а і b.
У випадку експоненціальної регресії необхідно знайти коефіцієнти, а і b функції
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Логарифмуючи одержуємо
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Позначивши
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Одержуємо
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звідки знаходимо а і b.
Приклад. Підібрати за допомогою МНК коефіцієнти а і b функції  
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за такими табличними даними
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Розв'язок. Складаємо таблицю
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звідки А=3,1087, В=-0,1509. Остаточно а=1284, b=-0,347. Таким чином 
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 п. 15.3. Вибір оптимальних емпіричних формул. Лінійна та параболічна залежність.
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 очевидно лежать точно на одній прямій лінії . Якщо-ж 
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 приблизно розміщені на одній прямій лінії. В залежності від точності виконання співвідношень (1) вирішується питання: потрібно, чи не потрібно шукати емпіричну залежність між величинами 
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Приклад. Перевірити на прямолінійність такий ряд точок:
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        При наявності залежності (2) послідовність точок  
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         Можна довести, що точки 
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 будуть розміщені на параболі (2) тоді і тільки тоді, коли всі розділені різниці зберігають постійне значення. Зауважимо, що другі різниці є досить чутливі до відхилень від параболічного закону.

         Приклад. Дослідити на квадратичну залежність дану систему значень

	
[image: image1040.wmf]x


	0
	0,5
	1
	2
	4
	5
	6

	
[image: image1041.wmf]y


	0
	-1,76
	-3,00
	-3,96
	0,24
	5,40
	13,34


Складемо за формулами (3) таблицю розділених різниць.
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            Оскільки другі розділені різниці приблизно одні і ті ж, то можна вважати, що між змінними  
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 має місце наближена квадратична залежність.

п. 15.4. Деякі критерії вибору оптимальної емпіричної формули з двома параметрами.
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  Випадок лінійної і квадратичної залежності був розглянутий нами вище. Розглянемо залежності, які найбільш часто зустрічаються в прикладних дослідженнях
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Залежності 1) -7) називаються монотонними, оскільки впорядковані дані 
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В цьому випадку для вибору оптимальної  емпіричної формули для заданих пар точок 
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серед формул (1)-(7) користуються такими міркуваннями. Вибирають першу − 
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Приклад. Знайти найбільш оптимальну емпіричну формулу для функції, яка задана таблицею значень

	
[image: image1110.wmf]x


	273
	283
	288
	293
	313
	333
	356
	373

	
[image: image1111.wmf]y


	29,4
	33,3
	35,2
	37,2
	45,8
	55,2
	65,6
	77,3


Оскільки, в даному випадку 
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Порівнюючи дані таблиці бачимо, що для заданої таблиці значень 
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Зауваження. В багатьох випадках, знаючи значення згадуваних вище статистичних показників, оптимальну емпіричну формулу можна вибрати безпосередньо. Наприклад, для функції 
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 Відповідні показники будуть такими
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Тут  штриховкою позначені незначущі характеристики відповідних параметрів регресійних ліній. Як випливає   з даних наведеної вище таблиці, найбільш оптимальними емпіричними формулами для функції 
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, заданої таблицею значень можуть бути рівняння лінійної та степеневої регресій. Оскільки при 
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 більш точне значення дає рівняння степеневої регресії, то відповідну формулу в даному випадку можна вважати оптимальною емпіричною формулою для функції 
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§16. Загальна лінійна модель.
Нехай задана k+1 змінна y, x
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 розглядаються, як незалежні змінні, а зміна y -  припускається залежною. Наприклад, при k=2 змінна у може відображати кількість закупівель деякого товару в домашньому господарстві, x1 - ціну цього товару для розглядуваного домогосподарства, а х2 - прибуток, який має дане домогосподарство. Тоді виборка, утворена n домогосподарствами запишеться у вигляді таблиці
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Потрібно дати аналітичне представлення функції 
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 формулюється аналогічно випадку парної регресії. Записується функція 
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- вектор випадкових помилок.

Будемо говорити про лінійну залежність  y від x, тобто про множинну лінійну регресію. Рівняння регресії має слідуючий вигляд
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- це вектор параметрів розмірності (k+1), а 
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- вектор випадкових помилок. Індекс 
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 - це число спостережень. Для того, щоб можна було розв’язати задачу (1) вимагають виконання нерівності 
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 називають числом ступенів вільності. Якщо число ступенів вільності є малим, то статистична надійність оцінюваної формули є невисокою. В зв’язку з цим, при оцінюванні множинної регресії для забезпечення статистичної надійності  вимагається, щоб число спостережень принаймні в 3 рази перевищувало число оцінюваних параметрів.

Нехай k – число незалежних змінних, а 
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 - це число спостережень. Тоді рівняння (1) може бути записане у векторній формі.
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Вважаємо, що вектор випадкових помилок 
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 задовольняє таким обмеженням:
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 - одинична матриця розмірності 
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3) Ранг матриці Х, r(Х)=k<n.

Умова 1) означає, що 
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Елементи, які стоять на головній діагоналі показують, що  
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 розподілений за нормальним законом.
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 рівняння (1') знаходимо за допомогою методу найменших квадратів. Отже нехай
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Згідно алгоритму МНК потрібно знайти  
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Згідно (2) і (3)
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[image: image1214.wmf]e

e

'

:


[image: image1215.wmf]Xa

X

a

y

X

a

y

y

Xa

X

a

Xa

y

y

X

a

y

y

Xa

y

Xa

y

e

e

'

'

'

'

2

'

'

'

'

'

'

'

)

(

)'

(

'

+

-

=

+

-

-

=

-

-

=

.

Ми тут скористалися  рівностями 
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Отже можемо записати, що 
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Тут 
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Приклад. Побудувати рівняння лінійної множинної регресії, яка характеризує залежність між витратами на харчування, загальними витратами  та складом сім’ї на основі даних, наведених у таблиці

	№ п/п
	Витрати на харчування (у)
	Загальні витрати (х1)
	Склад сім’ї (х2)

	1
	20
	45
	1,5

	2
	32
	75
	1,6

	3
	48
	125
	1,9

	4
	65
	223
	1,8

	5
	45
	95
	3,4

	6
	64
	146
	3,6

	7
	79
	227
	3,5

	8
	104
	358
	5,5

	9
	68
	135
	5,4

	10
	93
	218
	5,4

	11
	117
	331
	5,3

	12
	145
	490
	8,5

	13
	91
	175
	8,3

	14
	131
	205
	8,1

	15
	167
	468
	7,3

	16
	195
	749
	8,4


Розв’язок. В даному випадку у – витрати на харчування сім’ї є залежною змінною, загальні витрати та розмір сім’ї – це незалежні змінні, які позначені відповідно, як х1 та х2. Побудувати рівняння лінійної множинної регресії означає знайти  лінійну залежність між змінними у, х1 та х2, тобто залежність виду 
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– вектор параметрів знаходиться за допомогою МНК. Отже вектор у та матриця Х в нашому випадку запишуться так:
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Транспонована матриця Х'
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Добуток двох матриць буде Х'X ,буде таким
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Обернена матриця до матриці Х'Х
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Вектор а обчислюється за формулою (5):
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Таким чином а0=8,3475; а1=0,16753; а2=8,17526. Тобто рівняння лінійної множинної регресії має вигляд 
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Вказані обчислення можна виконати, заповнивши таку таблицю значень [9]:
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Перемножуючи матриці (
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16.1 Оцінювання параметрів лінійної множинної регресії.

Оцінювання параметрів множинної регресії проводиться аналогічно тому, як це робилося у випадку парної регресії. Для цього в формулу (5)

а=(Х'Х)-1Х'у

підставимо значення у, яке виражається формулою (1):
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Оскільки 
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Враховуючи припущення 1) а саме, що 
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Отже  
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Після розкриття дужок і використання припущення (2), одержуємо, що 
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Тобто дисперсію оцінки аі можна одержати взявши і-й елемент головної діагоналі матриці 
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Аналогічно доводиться, що оцінки вектора параметрів 
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 являють собою найкращі незміщені лінійні оцінки. Таким чином рівняння множинної лінійної регресії


[image: image1286.wmf]e

Xa

X

y

+

=

+

=

e

a


можна наближено представити, як рівняння
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причому при виконанні припущень 1) – 3) мають місце співвідношення
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Як і у випадку парної регресії, для рівняння лінійної множинної регресії вводиться коефіцієнт детермінації R2,  t – статистики коефіцієнтів 
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Нагадаємо, що якщо n -  кількість спостережень, а k  - це кількість незалежних змінних, то число 
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 називаються числом ступенів вільності, причому для забезпечення статистичної надійності необхідно, щоб як мінімум n>3k. Коефіцієнт R2 розраховується за формулою:
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Інколи для розрахунків коефіцієнта R2 використовується формула
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Як і у випадку парної регресії зв'язок між змінними у та х вважається тим більше лінійним, чим ближче коефіцієнт R2 до одиниці.

Для елементів aj вектора а можна підрахувати дисперсії D(aj), а отже стандартні похибки ( відхилення)  
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Тут Zjj -  це діагональний елемент матриці 
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. В цьому випадку t – статистики коефіцієнтів аj, які мають t – розподіл  Ст’юдента з (n-k-1) ступенями вільності розраховуються за формулами
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Як і у випадку парної регресії вважається, що коли 
[image: image1301.wmf]1

<

t

, то оцінка коефіцієнта є незначуща, і навпаки – дуже надійна, якщо 
[image: image1302.wmf]3

>

t

. Також можна користуватися таблицями розподілу Ст’юдента при, наприклад 5% - му рівні значущості та (n-k-1) числом ступенів вільності. З цих таблиць знаходиться величина tкр, і у випадку, коли  
[image: image1303.wmf]kp

t

>

t

, t – статистику даного коефіцієнта вважають значущою, а у випадку, коли 
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Приклад. В попередньому прикладі одержано формулу лінійної множинної

pегресії
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 Дисперсії та стандартні відхилення оцінок а0, а1, а2 розраховуємо за формулами 
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В нашому випадку 
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Z11=0,30828;   Z22=0,000004;   Z33=0,01832.

Отже

D(a0)=43,0322;   D(a1)=0,0005583;   D(a2)=2,5573;
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Таким чином шукані t- статистики будуть такими:
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Оскільки 
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 є (1,2), а отже оцінку а0 можна вважати більш-менш значущою, проте яку було би бажано підправити. Коефіцієнт R2=0,95031. Це свідчить про те, що лінійна модель досить адекватно описує зв'язок статистичних змінних у,х1,х2,х3.

Як і у випадку лінійної парної регресії розраховується F –статистика Фішера. Для цього спочатку підраховують
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Таблицю ANOVA в цьому випадку прийме слідуючий вигляд

	Джерело варіації
	Суми квадратів
	Ступені вільності
	Середні квадрати

	Модель
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Далі, за таблицями Фішера знаходимо критичне значення Fkp з k та (n-k-1) ступенями вільності, задавши попередньо рівень значущості( або рівень помилки) 
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. В цьому випадку рівень довіри буде 
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. Якщо F(k,n-k-1)>Fkp, то це свідчить про адекватність побудованої моделі. В протилежному випадку модель вважається неадекватною.

Приклад. За даними 1984-1993 років (число спостережеть n=10) побудоване рівняння лінійної регресії, яке виражає залежність між кількістю зареєстрованих злочинів (залежна змінна у), кількістю жителів України (незалежна змінна х1), забезпеченістю житлом (незалежна змінна х2), та рівнем освіти (незалежна змінна х3).

Рівняння має вигляд

у=-91,89х1-189,39х2+9,06х3

Для коефіцієнтів а1=-91,89; а2=-189,39; а3=9,06 розраховані t- статистики, які рівні
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Візьмемо рівень значущості 5% ( а отже рівень довіри – 95%) і за таблицями розподілу Фішера знайдемо

Fкр.=F(3;7;0,95;)=4,35.

В цьому випадку

1480,87>4,35 або F>Fкр.,

що говорить про адекватність побудованої моделі.

Статистика Дарбіна-Уотсона (DW – статистика) для рівняння множинної лінійної регресії вводиться аналогічно тому, як вона вводилася для рівняння парної лінійної регресії. У випадку, коли знайдені значення aj не повною мірою задовольняють обмеження, введених статистик, їх можна “підправити” в рамках інтервалів довіри, які вводяться аналогічно тому, як це робиться у випадку парної регресії. Спочатку вводиться
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 далі задається рівень значущості 
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з n-k ступенями вільності. Звідси одержуємо, що із ймовірністю 
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Приклад.

Для параметрів побудованого вище рівняння множинної лінійної регресії
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інтервали довіри будуть такими: 
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. В межах інтервалів довіри розглянемо такі зкореговані рівняння:
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Відповідні статистичні коефіцієнти для вказаних трьох рівнянь приймають наступні значення

	Коефіцієнти
	Рівняння (1)
	Рівняння (2)
	Рівняння (3)
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	0,95031
	0,9496
	0,52973
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	1,27252
	1,45586
	0,76713
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	7,52507
	7,47209
	3,02243
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	5,11283
	5,07684
	2,13175

	DW–статистика
	1,88248
	1,86819
	0,35456

	F–статистика
	267,73761
	264,17753
	55,17219


 З даних таблиці випливає, що зкореговані  рівняння (2) і (3) мають гірші статистичні показники, ніж рівняння (1).

Завдання. За методом найменших квадратів побудувати рівняння множинної лінійної регресії
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оцінити значущість параметрів рівняння за коефіцієнтом детермінації, t – статистикою, F-статистикою Фішера та статистикою Дарбіна-Уотсона, і зробити економічний прогноз при 
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Відомі   такі дані про результати торгової діяльності споживчих товариств за рік:

	№ споживчого 

товариства
	Товарообіг на душу 

 Населення (грн.)
	Частина харчових 

товарів в товарообігу (%)
	Оборотність

всіх товарів (дн)
	Торгова площа в розрахунку на 1000 чол (м2)
	Оплата праці (грн)
	Частка товарообігу громадохарчування  (%)
	Чисельність робітників в розрахунку на 100 тис. грн.товарообігу товарообігу
	Рівень рентабельності (%)
	Відносний рівень витрат обертання (%)

	
	x
	s
	w
	v
	p
	z
	y1
	y2
	y3

	1
	27
	77,8
	35
	197
	100
	16,1
	13
	3,62
	17,40

	2
	29
	81,0
	32
	192
	82
	17,8
	13
	3,80
	17,4

	3
	21
	77,0
	33
	180
	112
	20,1
	9
	2,77
	17,3

	4
	21
	87,3
	41
	228
	103
	10,4
	17
	2,01
	21,2

	5
	35
	67,7
	29
	177
	152
	19,3
	9
	4,33
	17,0

	6
	33
	71,2
	31
	190
	145
	18,8
	10
	4,01
	17,0

	7
	24
	85,1
	39
	200
	80
	14,2
	15
	2,12
	19,8

	8
	28
	86,0
	27
	210
	90
	15,8
	14
	3,52
	18,2

	9
	30
	84,2
	40
	205
	135
	19,2
	14
	4,12
	19,1

	10
	37
	91,0
	42
	220
	150
	21,0
	16
	4,5
	19,5


Варіант №1. Оцінити залежність 
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Варіант №2. Оцінити залежність 
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Варіант №3. Оцінити залежність 
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Варіант №4. Оцінити залежність 
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Варіант №5. Оцінити залежність 
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Варіант №6. Оцінити залежність 
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Варіант №7. Оцінити залежність 
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Варіант №8. Оцінити залежність 
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Варіант №9. Оцінити залежність 
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Варіант №10. Оцінити залежність 
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§ 17. Мультиколінеарність.

На практиці, при оцінюванні параметрів множинної лінійної регресії досить часто доводиться зустрічатися з проблемою взаємозв’язку між пояснюючими змінними. Якщо взаємозв’язок між ними досить тісний, то оцінка параметрів моделі може мати велику похибку.
У випадку парної регресії (х – незалежна змінна, у – залежна змінна) коефіцієнт кореляції нами визначався так:
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Аналогічно можна визначити коефіцієнти кореляції між незалежними змінними х1, х2,…, хк множинної лінійної регресії. Тобто 
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. Кажуть, що змінні 
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 є мультиколінеарні , якщо їх коефіцієнт кореляції 
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) має місце досконала мультиколінеарність. Таким чином бачимо, що явище мультиколінеарності має місце тільки у випадку множинної лінійної регресії, оскільки у випадку парної регресії у нас є тільки одна незалежна змінна х. Термін мультиколінеарність вперше було введено норвезьким статистиком Р. Фрішем.

Природу мультиколінеарності найкраще можна продемонструвати на прикладі досконалої мультиколінеарності. В цьому випадку має місце строга лінійна залежність між пояснюючими змінними. 

Наприклад, якщо в рівнянні
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пояснюючі змінні х1 та х2 зв’язані  лінійним співвідношенням 
[image: image1381.wmf]1
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, то тоді вихідне рівняння зводиться до рівняння парної регресії
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. Останнє рівняння являє собою одне рівняння з двома невідомими 
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, які знайдені кожна окремо бути не можуть. Тому не можна визначити коефіцієнти регресії в даному випадку 
[image: image1386.wmf]1

a

 і 
[image: image1387.wmf]2

a

, а значить і розділити вклад змінних х1 та х2 в поясненні поведінки змінної у. Отже чим більше 
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, тим важче розділити вплив пояснюючих змінних 
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 на поведінку змінної у, і тим менш надійним будуть оцінки коефіцієнтів регресії при цих змінних.

Основними наслідками мультиколынеарності є:

1. Велика дисперсія і коваріація оцінок параметрів, обчислених за допомогою МНК.

2. Збільшення інтервалів довіри.

3. Незначущість  t – статистики.

В свою чергу це має наслідком те, що введення в аналіз тих чи інших змінних стає некоректним, додавання навіть невеликої кількості спостережень до основного масиву спостережень може призвести до великих зсувів у значеннях деяких коефіцієнтів і т.д.

Постає питання: яким чином виявити, а потім вилучити мультиколінеарність?

Єдиного методу для визначення мультиколінеарності немає, а тому розглянемо декілька методів тестування її наявності.

Перш за все можна розглянути визначник матриці 
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. Має місце властивість:  чим більшою є мультиколінеарність, тим більше
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Отже величина 
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може служити мірою мультиколінеарності.

Якщо окрім цього вдається обчислити власні значення матриці 
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, то представляють інтерес найбільше та найменше власні значення. Тобто 
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. Має місце друга властивість: чим меншою є величина 
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 - тим сильнішою є мультиколінеарність.

І, нарешті, третім показником мультиколінеарності є число k, яке ще називають мірою обумовленості матриці 
[image: image1399.wmf])
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за Нейманом – Голдстейном:
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Якщо 100<k<1000, то це свідчить про помірну мультиколінеарність. При k>1000 маємо високу мультиколінеарність.
В якості тестів для визначення мультиколінеарності можуть бути ще й такі:

4.  Високе значення R2 та незначущість t – статистики. Одночасна наявність цих двох факторів є “класичною” ознакою мультиколінеарності.

5. Високе значення парних коефіцієнтів кореляції. Якщо значення хоча б одного парного коефіцієнта кореляції є більшим за 0,8, то мультиколінеарність є серйозною проблемою. Проте ця умова є достатньою, але не є необхідною.

6. F – тест для визначення мультиколінеарності. Він ще називається  тестом Феррара-Глобера. Згідно цього тесту будується коефіцієнт детермінації
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який є коефіцієнтом детермінації в регресії, яка пов’язує  фактор 
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 з іншими факторами. Наприклад коефіцієнт
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є  коефіцієнтом детермінації такої регресії
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Для кожного такого коефіцієнта розраховуємо 
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- відношення
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де  n – кількість спостережень, k – кількість факторів. Далі знайдене значення 
[image: image1407.wmf]i
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 порівнюємо із значенням Fкр., яке знаходимо за таблицями F – розподілу Фішера з (k-1) та n-k ступенями вільності при заданому рівні значущості. Якщо 
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> Fкр, то фактор 
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 не є мультиколінеарним.

Якщо мультиколінеарність виявлено, то є кілька методів її вилучення.  По-перше  - це використання первинної інформації. Заміна змінних може зменшити або усунути колінеарність. По-друге – це об’єднання міжгалузевої та динамічної інформації. По-третє – це вилучення змінної (або змінних), які дають високу мультиколінеарність.

Останнім часом набули поширення такі методи усунення мультиколінеарності, як  факторний аналіз, метод головних компонент та гребенева регресія. Всі ці методи є в сучасних комп’ютерних програмах і широко застосовуються на практиці.
Завдання.Нехай на витрати обігу впливають: обсяг вантажообороту, запаси по вантажообороту  та трудомісткість його одиниці. Дослідити  за тестом Феррара-Глобера наявність мультиколінеарності між цими факторами на основі даних, що наведені в таблицях.

Таблиця 1.

	№ п/п
	Вантажо-

оборот
	Запаси
	Трудоміст-

кість

	1. 
	15,6
	40,4
	2,11

	2. 
	13,5
	38,9
	2,78

	3. 
	15,3
	36,6
	2,17

	4. 
	14,9
	41,4
	2,15

	5. 
	15,1
	32,2
	2,11

	6. 
	16,1
	31,4
	1,97

	7. 
	16,7
	32,6
	1,96

	8. 
	15,4
	38,7
	2,12

	9. 
	17,1
	44,3
	2,02

	10. 
	16,8
	39,3
	2,13


Таблиця 2.

	№ п/п
	Вантажо-

оборот
	Запаси
	Трудоміст-

кість

	1. 
	15,1
	32,0
	2,12

	2. 
	16,1
	32,4
	1,98

	3. 
	16,7
	32,6
	1,96

	4. 
	15,5
	38,7
	2,15

	5. 
	17,2
	44,3
	2,02

	6. 
	16,9
	39,3
	2,05

	7. 
	17,0
	40,4
	2,02

	8. 
	16,2
	41,5
	2,13

	9. 
	15,0
	45,2
	2,14

	10. 
	18,0
	50,2
	1,90


Таблиця 3.

	№ п/п
	Вантажо-

оборот
	Запаси
	Трудоміст-

кість

	1. 
	16,9
	39,2
	2,02

	2. 
	16,2
	41,0
	2,13

	3. 
	15,5
	41,3
	2,14

	4. 
	18,2
	45,2
	1,89

	5. 
	17,3
	50,2
	2,48

	6. 
	17,1
	51,6
	1,94

	7. 
	16,4
	48,0
	1,93

	8. 
	16,7
	48,6
	1,96

	9. 
	14,2
	49,8
	2,57

	10. 
	17,2
	45,0
	2,21


Таблиця 4.

	№ п/п
	Вантажо-

оборот 
	Запаси
	Трудоміст-

кість

	1. 
	17,2
	51,8
	2,48

	2. 
	17,1
	50,4
	1,95

	3. 
	16,5
	48,0
	1,92

	4. 
	16,8
	48,6
	1,96

	5. 
	14,5
	49,8
	2,68

	6. 
	17,2
	45,0
	2,22

	7. 
	17,1
	40,4
	2,23

	8. 
	17,9
	41,7
	2,15

	9. 
	16,2
	38,8
	2,41

	10. 
	17,3
	40,6
	2,25


Таблиця 5.

	№ п/п
	Вантажо-

оборот 
	Запаси
	Трудоміст-

кість

	1. 
	14,3
	49,8
	2,68

	2. 
	17,2
	45,2
	2,21

	3. 
	17,0
	41,4
	2,24

	4. 
	17,8
	41,7
	2,15

	5. 
	16,3
	38,7
	2,41

	6. 
	17,3
	40,6
	2,25

	7. 
	16,9
	33,6
	2,13

	8. 
	14,8
	13,9
	2,56

	9. 
	19,6
	32,5
	1,90

	10. 
	11,4
	52,5
	3,00


Таблиця 6.

	№ п/п
	Вантажо-

оборот 
	Запаси
	Трудоміст-

кість

	1. 
	17,8
	41,8
	2,17

	2. 
	16,3
	38,7
	2,40

	3. 
	17,2
	40,5
	2,24

	4. 
	16,8
	34,6
	2,13

	5. 
	14,9
	13,9
	2,55

	6. 
	19,6
	31,5
	1,90

	7. 
	11,5
	52,5
	3,00

	8. 
	17,2
	37,0
	2,22

	9. 
	19,5
	43,6
	1,96

	10. 
	12,5
	48,3
	2,82


Таблиця 7.

	№ п/п
	Вантажо-

оборот 
	Запаси
	Трудоміст-

кість

	1. 
	16,9
	33,7
	2,13

	2. 
	14,5
	13,8
	2,56

	3. 
	19,5
	31,5
	1,91

	4. 
	11,5
	52,5
	3,00

	5. 
	17,1
	37,0
	2,23

	6. 
	19,6
	43,6
	1,96

	7. 
	12,5
	48,3
	2,82

	8. 
	16,5
	44,7
	2,29

	9. 
	16,0
	35,7
	2,33

	10. 
	16,1
	49,3
	2,31


Таблиця 8.

	№ п/п
	Вантажо-

оборот 
	Запаси
	Трудоміст-

кість

	1. 
	19,5
	43,6
	1,95

	2. 
	12,4
	48,3
	2,83

	3. 
	17,2
	44,7
	2,29

	4. 
	19,5
	35,7
	2,33

	5. 
	12,6
	49,2
	2,31

	6. 
	16,5
	41,3
	2,54

	7. 
	16,1
	43,8
	2,11

	8. 
	16,0
	4805
	2,42

	9. 
	16,2
	42,3
	2,38

	10. 
	18,0
	43,0
	2,46


Таблиця 9.

	№ п/п
	Вантажо-

оборот 
	Запаси
	Трудоміст-

кість

	1. 
	11,7
	44,2
	2,85

	2. 
	18,3
	42,4
	1,81

	3. 
	18,2
	38,9
	1,88

	4. 
	15,6
	36,4
	2,25

	5. 
	17,4
	35,2
	1,98

	6. 
	13,8
	45,5
	2,48

	7. 
	15,0
	35,2
	2,25

	8. 
	18,6
	41,6
	1,85

	9. 
	16,2
	42,2
	2,15

	10. 
	15,7
	40,4
	2,25


Таблиця 10.

	№ п/п
	Вантажо-

оборот 
	Запаси
	Трудоміст-

кість

	1. 
	18,4
	38,7
	1,89

	2. 
	15,6
	36,
	2,25

	3. 
	17,5
	35,2
	1,98

	4. 
	13,8
	45,5
	2,48

	5. 
	15,0
	35,2
	2,25

	6. 
	18,7
	41,6
	1,85

	7. 
	16,2
	42,2
	2,15

	8. 
	15,7
	40,4
	2,25

	9. 
	17,9
	47,3
	1,90

	10. 
	15,4
	47,1
	2,20


§ 18.  Гетероскедастичність. Методи її знаходження та вилучення.

Одним з основних припущень моделі класичної лінійної регресії є припущення про сталість дисперсії кожної випадкової величини 
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, тобто
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Така властивість називається гомоскедастичністю. Якщо це припущення не задовольняється, тобто
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то кажуть, що має місце явище гетероскедастичності. Схематично це можна зобразити так:
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гомоскедастичність



гетероскедастичність

  Постає питання: яким чином оцінювати параметри лінійної регресії за умов гетероскедастичності? Відповідь на це запитання можна одержати за допомогою узагальненого методу найменших квадратів, який ще відомий, як метод Ейткена.
Запишемо рівняняння парної лінійної регресії
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Якщо позначити  
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для кожного  і, то рівняння (1) перепишеться так:
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Якщо припустити, що всі дисперсії 
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 відомі, то поділивши ліву і праву частини рівняння (2) на 
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 одержимо
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Для зручності перепишемо (3) так:
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де зірочками помічені початкові змінні, поділені на відомі 
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. Позначення 
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 використовуються для того, щоб відрізнити їх від параметрів  
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 отриманих за допомогою МНК. Тепер дисперсія 
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 є постійною величиною і для моделі (4) зберігається припущення про гомоскедастичніть,  тобто
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Але оскільки 
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за припущенням відомі, то
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Оцінки для коефіцієнтів а0* та а1* одержуємо так. Запишемо (4) у вигляді
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звідки
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До моделей (5) або (5') застосовуємо МНК для знаходження оцінок 
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. Отже, якщо для простої лінійної регресії маємо
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то у випадку узагальненого МНК мінімізується вираз (
[image: image1440.wmf]5
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Введені коефіцієнти 
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 ще називаються ваговими коефіцієнтами. Застосуємо до співвідношення (6) МНК:
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В результаті одержимо систему рівнянь.
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Застосувавши правило Крамера, знаходимо 
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Оскільки при знаходженні  
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* суттєво використовуються вагові коефіцієнти 
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, то узагальнений МНК ще називається зваженим МНК. Знайдені оцінки є лінійними оцінками без відхилень за умов гетероскедастичності. Крім того, оцінки, знайдені узагальненим МНК мають ще й найменшу дисперсію. 

Постає питання: як у конкретній ситуації можна довідатись про гетероскедастичність? Як і у випадку мультиколінеарності єдиних правил виявлення гетероскедастичності немає, але є різноманітні тести. Серед них виділяються тести рангової кореляції Спірмана, тест Голфелда та Квондта, тест Глейзера.

Розглянемо до прикладу тест Голфелда та Квондта. Він припускає нормальний розподіл та незалежність випадкової величини 
[image: image1454.wmf]i
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, і складається з кількох етапів.

Етап 1. Ранжуємо спостереження незалежної змінної х в порядку зростання або спаду значення. У разі множинної регресії, коли маємо більше, ніж одну незалежну змінну, вибираємо одну з них і за нею проводимо ранжування. Якщо важко апріорі визначити змінну х для ранжування, то по черзі проводимо ранжування за кожною змінною окремо і в кожному випадку застосуємо тест Голфелда та Квондта.

Етап 2. Знайдемо величину с – кількість центральних спостережень за незалежними змінними х, які ми будемо виключати з подальшого аналізу. Для вибірок з кількістю спостережень, більшою за 30 (n>30) оптимальна кількість центральних спостережень, не врахованих у тесті, становить приблизно чверть усіх спостережень. Наприклад, 8 для n=30, 16 для n=60. Залишок n-c спостережень ділиться на дві підвибірки однакового розміру (n-c)/2, одна з яких включає малі значення х, а інша – великі.

Етап 3. Будуємо окрему регресію для кожної вибірки, розраховуємо суму квадратів  залишків і отримуємо:
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- сума квадратів залишків для підвибірки із малими значеннями х із 
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 ступенями вільності, де k – загальна кількість оцінюваних параметрів у моделі;
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 - відхилення від підвибірки із великими значеннями х із такою самою кількістю ступенів вільності 
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Відношення двох дисперсій
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має F –розподіл  із 
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 ступенями вільності, де n – загальна кількість спостережень, с – центральні невраховані спостереження, k  - кількість оцінюваних параметрів із кожної регресії. Одержане значення F порівнюється і теоретичними значеннями з F- таблиць Фішера із
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 ступенями вільності для заданого рівня значущості. Якщо F*<F – то випадкові відхилення 
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 гомоскедастичні.

Приклад.  Вивчається залежність між заощадженнями у та прибутком х на душу населення, яка задається таблицею значень
	Період
	Накопичення у
	Прибуток х
	Прогноз
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	Залишки у-
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	у/х
	1/х(*10,0)

	1. 
	264
	8,777
	94,98
	169,02
	30,079
	1,139

	2. 
	105
	9,210
	131,64
	-26,64
	11,401
	1,086

	3. 
	90
	9,954
	194,63
	-104,63
	9,042
	1,005

	4. 
	131
	10,508
	241,53
	-110,53
	12,467
	0,952

	5. 
	122
	10,979
	281,41
	-159,41
	11,112
	0,911

	6. 
	107
	11,912
	360,40
	-253,40
	8,983
	0,839

	7. 
	406
	12,747
	431,10
	-25,10
	31,851
	0,785

	8. 
	503
	13,499
	494,77
	8,23
	37,262
	0,741

	9. 
	431
	14,269
	559,96
	-128,96
	30,205
	0,701

	10. 
	588
	15,522
	666,05
	-78,05
	37,882
	0,644

	11. 
	898
	16,730
	768,32
	129,68
	53,676
	0,598

	12. 
	950
	17,663
	847,31
	102,69
	53,785
	0,566

	13. 
	779
	18,575
	924,53
	-145,53
	41,938
	0,538

	14. 
	819
	19,635
	1014,27
	-195,27
	41,711
	0,509

	15. 
	1222
	21,163
	1143,64
	78,36
	57,742
	0,473

	16. 
	1702
	22,880
	1289,01
	412,99
	74,388
	0,437

	17. 
	1578
	24,127
	1394,58
	183,42
	65,404
	0,414

	18. 
	1654
	25,604
	1519,63
	134,37
	64,599
	0,391

	19. 
	1400
	26,5
	1595,5
	-195,5
	52,83
	0,377

	20. 
	1829
	27,67
	1694,55
	134,45
	66,1
	0,361

	21. 
	2200
	28,30
	1748,89
	452,11
	77,739
	0,353

	22. 
	2017
	27,43
	1674,23
	342,77
	73,533
	0,365

	23. 
	2105
	29,56
	1854,57
	250,43
	71,211
	0,338

	24. 
	1600
	28,15
	1735,19
	-135,19
	56,838
	0,355

	25. 
	2250
	32,1
	2069,62
	180,38
	70,093
	0,312

	26. 
	2420
	32,5
	2103,49
	316,51
	74,462
	0,308

	27. 
	2570
	35,25
	2336,31
	233,68
	72,908
	0,284

	28. 
	1720
	33,5
	2188,15
	-468,15
	51,343
	0,299

	29. 
	1900
	36
	2399,81
	-499,81
	52,778
	0,278

	30. 
	2100
	36,20
	2416,75
	-316,75
	58,011
	0,276

	31. 
	2300
	38,20
	2586,08
	-286,08
	60,209
	0,262


За допомогою МНК одержуємо рівняння лінійної регресії
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Значення 
[image: image1466.wmf]y

ˆ

 при конкретних значеннях 
[image: image1467.wmf]i

x

, 
[image: image1468.wmf]31

,

1

=

i

 наведені в четвертій колонці таблиці. В даному рівнянні коефіцієнти a=-648,1; b=0,085. Підраховано, що  R2=0,912. Потрібно перевірити за тестом Голфелда та Квондта наявність або відсутність гетероскедастичності.

Згідно цього тесту ранжуємо змінну х в порядку зростання, причому маємо виключити з розгляду величину с – четверту частину усіх спостережень, щоб одержати дві однакові  підвибірки. В нашому випадку 
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. Виключимо 9 центральних значень, в результаті чого одержимо дві підвибірки однакового об’єму n=11, при чому одна буде з найменшими значеннями х, а інша – з найбільшими

Підвибірка 1 


       
   Підвибірка 2

	n1
	y
	x1

	1
	264
	8,777

	2
	105
	9,21

	…
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	…

	10
	588
	15,522

	11
	898
	16,73

	n2
	y
	x2

	1
	1829
	27,67

	…
	…
	…

	…
	…
	…

	10
	2100
	36,2

	11
	2300
	38,2


В підвибірках 1 і 2 суттєвим є те, що значення х будуються в порядку строгого їх зростання. Для кожної з підвибірок 1 і 2 знаходимо за допомогою МНК рівняння парної лінійної регресії.
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Підвибірка 2
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За одержаними результатами обчислюємо
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Далі визначаємо кількість ступенів вільності за формулою
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В нашому випадку n=31, c=9, k=2, а отже

[image: image1478.wmf]9

2

11

2

2

9

31

=

-

=

-

-

.

Задамо рівень значущості 5% та за таблицею F – розподілу Фішера знайдемо Fкр з 9 та 9 ступенями вільності (ступені вільності чисельника і знаменника). Маємо Fкр=3,18. Оскільки F*=5,06; Fкр=3,18 і тому F*>Fкр Отже, наша модель є гетероскедастичною.

Після того, як гетероскедастичність встановлено, для її вилучення змінюють початкову модель таким чином, щоб помилки мали постійну дисперсію. Далі невідомі параметри трансформованої моделі розраховуються за допомогою МНК, Тобто в даному випадку суттєво встановити форму залежності між D
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Найбільш частим є  такі випадки: 
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В сучасних статистичних пакетах є можливість задавати ваги 
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 вручну, що дозволяє регулювати вклад тих чи інших даних на результати побудови моделей. Це є необхідним в тих випадках, коли ми апріорі знаємо про нетиповість якоїсь частини інформації. В якості прикладу такої ситуації можна навести випадки стихійних лих, засух і т.д. При аналізі макроекономічних показників (ВНП і т.д) дані за ці роки будуть не зовсім типовими. Тому в цій ситуації намагаються виключити вплив цієї частини інформації заданням ваг. В різних статистичних пакетах їхня кількість коливається від 1 до 100.

Завдання. За допомогою тесту Голдфелда та Квондта  перевірити гіпотезу про наявність гетероскедастичності для побудови економетричної залежності між витратами на реалізацію продукції, обсягом товарообігу та середнім рівнем товарних запасів для вихідних даних, які наведені у таблицях.

Таблиця 1.

	№ складу
	Витрати на реалізацію продукції, 

млн. грн
	Обсяг товарообігу, 

млн. т.
	Середній рівень товарних запасів, млн. т.

	1. 
	300
	25
	5

	2. 
	280
	20
	4

	3. 
	350
	30
	6

	4. 
	340
	30
	7

	5. 
	330
	28
	7

	6. 
	320
	28
	5

	7. 
	310
	25
	6

	8. 
	300
	24
	4

	9. 
	320
	27
	5

	10. 
	280
	22
	4

	11. 
	340
	35
	6

	12. 
	360
	30
	7

	13. 
	320
	29
	7

	14. 
	300
	28
	5

	15. 
	310
	25
	6

	16. 
	350
	26
	4


Таблиця 2.

	№ складу
	Витрати на реалізацію продукції, 

млн. грн
	Обсяг товарообігу, 

млн. т.
	Середній рівень товарних запасів, млн. т.

	1. 
	350
	26
	5

	2. 
	280
	22
	4

	3. 
	350
	30
	6

	4. 
	340
	30
	7

	5. 
	300
	29
	7

	6. 
	320
	28
	5

	7. 
	320
	25
	6

	8. 
	280
	24
	4

	9. 
	300
	23
	6

	10. 
	380
	21
	5

	11. 
	340
	30
	6

	12. 
	360
	32
	7

	13. 
	330
	28
	8

	14. 
	320
	29
	5

	15. 
	340
	25
	6

	16. 
	300
	24
	9


Таблиця 3.

	№ складу
	Витрати на реалізацію продукції, 

млн. грн
	Обсяг товарообігу, 

млн. т.
	Середній рівень товарних запасів, млн. т.

	1. 
	400
	25
	5

	2. 
	380
	20
	4

	3. 
	350
	30
	6

	4. 
	360
	30
	7

	5. 
	430
	28
	7

	6. 
	420
	28
	5

	7. 
	310
	25
	6

	8. 
	400
	24
	4

	9. 
	350
	25
	5

	10. 
	380
	20
	4

	11. 
	350
	30
	6

	12. 
	340
	30
	7

	13. 
	320
	28
	7

	14. 
	320
	28
	5

	15. 
	310
	25
	6

	16. 
	380
	24
	4


Таблиця 4.

	№ складу
	Витрати на реалізацію продукції, 

млн. грн
	Обсяг товарообігу, 

млн. т.
	Середній рівень товарних запасів, млн. т.

	1. 
	320
	15
	5

	2. 
	280
	10
	4

	3. 
	350
	20
	6

	4. 
	340
	20
	7

	5. 
	330
	18
	7

	6. 
	320
	18
	5

	7. 
	310
	15
	6

	8. 
	300
	14
	4

	9. 
	310
	15
	5

	10. 
	290
	10
	4

	11. 
	350
	20
	6

	12. 
	340
	20
	7

	13. 
	330
	18
	7

	14. 
	320
	18
	5

	15. 
	310
	15
	6

	16. 
	300
	14
	4


Таблиця 5.

	№ складу
	Витрати на реалізацію продукції, 

млн. грн
	Обсяг товарообігу, 

млн. т.
	Середній рівень товарних запасів, млн. т.

	1. 
	300
	25
	5

	2. 
	280
	20
	4

	3. 
	350
	20
	6

	4. 
	340
	10
	7

	5. 
	380
	28
	7

	6. 
	320
	28
	5

	7. 
	310
	15
	6

	8. 
	40
	24
	4

	9. 
	350
	25
	5

	10. 
	280
	20
	4

	11. 
	350
	20
	6

	12. 
	340
	20
	7

	13. 
	380
	28
	7

	14. 
	320
	28
	5

	15. 
	310
	15
	6

	16. 
	320
	14
	4


Таблиця 6.

	№ складу
	Витрати на реалізацію продукції, 

млн. грн
	Обсяг товарообігу, 

млн. т.
	Середній рівень товарних запасів, млн. т.

	1. 
	200
	15
	5

	2. 
	180
	20
	4

	3. 
	250
	30
	6

	4. 
	240
	30
	7

	5. 
	230
	38
	7

	6. 
	220
	38
	5

	7. 
	210
	25
	6

	8. 
	250
	34
	4

	9. 
	200
	15
	5

	10. 
	190
	25
	4

	11. 
	250
	30
	6

	12. 
	240
	30
	7

	13. 
	230
	18
	7

	14. 
	280
	28
	5

	15. 
	210
	25
	6

	16. 
	200
	14
	4


Таблиця 7.

	№ складу
	Витрати на реалізацію продукції, 

млн. грн
	Обсяг товарообігу, 

млн. т.
	Середній рівень товарних запасів, млн. т.

	1. 
	300
	8
	5

	2. 
	280
	10
	4

	3. 
	350
	20
	6

	4. 
	340
	15
	7

	5. 
	330
	18
	7

	6. 
	320
	18
	5

	7. 
	310
	15
	6

	8. 
	300
	14
	4

	9. 
	300
	9
	5

	10. 
	280
	10
	4

	11. 
	350
	15
	6

	12. 
	340
	20
	7

	13. 
	330
	21
	7

	14. 
	320
	15
	5

	15. 
	310
	17
	6

	16. 
	300
	20
	4


§ 19. Нелінійний випадок.

По аналогії з рівняннями парної нелінійної регресії, можна розглядати рівняння нелінійної множинної регресії. Найбільш поширеними є такі:

1. Множинна гіперболічна регресія:
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Заміною змінних 
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2. Квадратична регресія:
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Заміною змінних 
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3. Виробнича регресія Кобба-Дугласа:
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За допомогою логарифмічного перетворення 
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одержуємо таке рівняння множинної лінійної регресії
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Приклад. Припускаючи, що між змінними 
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, які задані таблицею значень існує нелінійна залежність
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оцінити  параметри 
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Тут 
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Розв’язок. Лінеаризуємо функцію 
[image: image1510.wmf]2

1

2

1

0

a

a

x

x

a

y

×

×

=

)

 шляхом логарифмування. Будемо мати
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Якщо ввести позначення
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Для того, щоб оцінити невідомі параметри 
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Система рівнянь для визначення невідомих параметрів 
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Відповідні розрахунки невідомих сум наведені в таблиці
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	1
	0,0688
	0,62157
	0,20679
	0,20076
	0,60344

	2
	0,55041
	0,91298
	0,70888
	1,10083
	1,41777

	3
	0,91298
	1,42539
	1,14083
	1,63572
	2,04383

	4
	1,28006
	1,64070
	1,44921
	2,15033
	2,43447

	5
	2,05951
	2,32867
	1,73216
	2,8877
	3,07061

	6
	2,32867
	2,71788
	2,51576
	3,44494
	3,72171

	7
	2,78122
	3,08986
	2,93148
	3,94027
	4,15315

	8
	3,08986
	3,3288
	3,20710
	4,35899
	4,52439

	9
	3,67450
	4,05982
	3,86236
	4,76637
	5,01004

	10
	4,52923
	5,66202
	5,06405
	6,21072
	6,94409
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Таким чином система рівнянь прийме вигляд
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Розв’язками системи рівнянь будуть числа 
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. Таким чином, шукана функція Кобба-Дугласа прийме вигляд
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З’ясуємо адекватність одержаного рівняння регресії реальному процесу, який задається таблицею значень  
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 наприклад, за допомогою коефіцієнта детермінації 
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. Для цього складаємо таблицю відхилень враховуючи, що 
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	1
	2,4323
	-0,2823
	0,0797
	-6,742
	45,4545

	2
	3,6598
	0,75
	0,5626
	-4,482
	20,0883

	3
	4,8419
	0,698
	0,4872
	-3,352
	11,2359

	4
	5,7118
	0,9781
	0,95968
	-2,202
	4,8489

	5
	8,0401
	-0,5601
	0,3137
	-1,412
	1,9937

	6
	9,1726
	-0,3873
	0,15
	0,668
	0,4462

	7
	10,7106
	0,09055
	0,0082
	1,728
	2,985

	8
	11,6968
	0,2431
	0,0591
	3,048
	9,2903

	9
	14,6815
	-2,6615
	7,0839
	3,128
	9,7843

	10
	20,9129
	-2,4029
	5,774
	9,618
	92,5059
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 Одержуємо, що 
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Близькість 
[image: image1545.wmf]2

R

 до одиниці вказує на те, що вид зв’язку між змінними 
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 у вигляді виробничої регресії Кобба-Дугласа підібраний вірно. Іншими словами, між вказаними змінними, існує тісний нелінійний взаємозв’язок.

§ 20. Системи одночасних рівнянь. Авторегресійне перетворення.

При статистичному моделюванні економічних ситуацій часто буває необхідною побудова систем рівнянь, коли одні і ті ж змінні в різних регресійних рівняннях можуть одночасно виступати з одного боку в ролі залежних змінних, а з іншого боку – в ролі незалежних змінних. Такі системи рівнянь називаються одночасними системами рівнянь. При цьому в співвідношення можуть входити змінні, які відносяться не тільки до поточного періоду t, але й до попередніх періодів. Такі змінні називаються лаговими. Змінні за минулі роки, як правило виступають в якості незалежних змінних.

Як приклад, розглянемо  модель попиту і пропозиції. Відомо, що попит D на деякий продукт залежить від його ціни р. Від цього ж параметру, але з протилежним по знаку коефіцієнтом, залежить і пропозиція цього продукту. За ринковим механізмом ціна формується таким чином, що попит і пропозиція врівноважуються. Цю ситуацію можна формалізувати у вигляді такої лінійної моделі:

1)       Dt=a2pt+b1+et.

Тобто попит є пропорційним ціні з коефіцієнтом пропорційності a1<0. Отже зв'язок від’ємний.
2)       St=a2pt+b2+ 
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Тобто пропозиція є пропорційною ціні з коефіцієнтом пропорційності a2>0. Отже зв’язок додатній.

     3)      St=Dt.

Тут 
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 - це похибки моделі, які мають нульове математичне сподівання, Перші два з розглядуваних рівнянь, якщо їх розглядати окремо, можуть здатися звичайними. Ми можемо визначити коефіцієнти регресії для кожного з цих рівнянь. Але в цьому випадку залишається відкритим питання про рівність попиту і пропозиції, тобто може не виконуватись третя рівність, в якій попит виступає в якості незалежної змінної. Тому розрахунок параметрів окремих рівнянь у такій ситуації губить смисл.

Якщо підставити значення St і Dt із рівнянь (1) і (2) в (3), то одержимо


[image: image1551.wmf],

'

2

2

1

1

e

b

p

a

e

b

p

a

t

t

t

+

+

=

+

+

  звідки


[image: image1552.wmf]t

t

v

a

a

b

b

p

1

2

1

1

2

+

-

-

=

;


[image: image1553.wmf]t

t

v

b

a

a

b

b

a

D

2

1

2

1

1

2

1

+

+

-

-

=

;


[image: image1554.wmf]t

t

v

b

a

a

b

b

a

S

3

2

2

1

1

2

2

+

+

-

-

=

.

Тут 
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 - це перетворені відхилення. Можна оцінити 
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, як середнє значення 
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Але з цих трьох співвідношень неможливо розрахувати параметри a1, a2, b1, b2 початкової моделі, оскільки їх чотири. Таким чином ми приходимо до проблеми ідентифікації: оцінці параметрів структурної форми моделі за параметрами зведеної форми. Параметри зведеної форми можуть бути оцінені звичайним МНК, але за ними далеко незавжди може буди ідентифікована вихідна модель. Для того, щоб структурна форма моделі могла бути ідентифікована, вводять додаткові обмеження.

Наприклад, про рівність деяких коефіцієнтів нулю або про їх взаємозв’язок між собою. Часто вже на етапі побудови моделі намагаються вибрати таку її форму, яка була би ідентифікованою. Такою, наприклад є трикутна форма моделі:
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де х – це вектор незалежних (пояснюючих) змінних, уі – це і-ва залежна змінна.

Для оцінювання системи одночасних рівнянь є ряд методів, які в цілому розбиваються на дві групи. До першої групи відносяться методи, які застосовуються до кожного рівняння окремо. Друга група об’єднує методи, які призначені для оцінювання усієї системи в цілому. Для оцінювання окремих рівнянь застосовуємо двокроковий метод найменших квадратів  або двокроковий МНК. З другої групи найбільш часто вживається трьохкроковий МНК. Двокроковий МНК застосовується при наявності в моделі лагових змінних. Як відомо, МНК-оцінки параметрів рівняння є такими: 
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, але лагові значення у, які використовуються, як незалежні змінні ( в цій формулі вони є частиною матриці Х), наперед невідомі. Тому, щоб скористатися цією формулою, на першому кроці визначають недостаючі значення незалежних змінних, тобто будується регресія, в якій у ролі незалежних змінних виступають тільки ті, які є у вихідній інформації. Після того, як вихідні емпіричні дані доповнені розрахунковими значеннями і сформовано новий набір даних, можна приступати до оцінки шуканих параметрів. Двокроковий МНК застосовується і при зверхідентифікованості моделі. В цьому випадку, на першому кроці оцінюються параметри зведеної форми моделі. За допомогою рівнянь зведеної форми, при заданих значеннях незалежних змінних розраховуються оцінки залежних змінних. Далі ці оцінки підставляються в праві частини рівнянь моделі в структурній формі і знову використовується звичайний МНК для оцінки її параметрів.

Для оцінки параметрів усієї системи рівнянь в цілому, використовується трьохкроковий МНК. Його застосовують в тих випадках, коли змінні, які є незалежними в одному рівнянні, в іншому – виступають у ролі залежних змінних. В трьохкроковому МНК це реалізується в три етапи. Перші два етапи схожі на двокроковий МНК – тобто проводиться оцінка параметрів у рівняннях з лаговими змінними. Після цього зв’язують всі рівняння системи між собою. В якості міри зв’язку тут виступає матриця коваріації похибок моделей. У випадку вищенаведеного прикладу, щоб оцінити, наскільки незв’язаними одержатися рівняння попиту та пропозиції, потрібно розрахувати коваріацію похибок 
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. І при розрахунку коефіцієнтів регресії враховується матриця коваріації похибок. Таким методом досягається взаємозв’язаність усієї системи рівнянь.

Одним з припущень класичного регресійного аналізу, є припущення про незалежність випадкових величин. Якщо це припущення порушується, то ми маємо справу з автокореляцією. Іншими словами, в регресійній моделі автокореляція наявна у разі коли випадкові величини залежні між собою, тобто коли
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Тестом на наявність автокореляції є введена раніше DW – статистика.
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Автокореляція залишків першого порядку, яка виявляється за допомогою статистики Дарбіна-Уотсона говорить або про неправильну специфікацію рівняння або про наявність неврахованих факторів. Для її усунення потрібно спробувати вибрати більш адекватну формулу залежності, відшукати і включити важливі невраховані фактори або уточнити період оцінювання регресії. Але в деяких випадках це не дає результату, а відхилення е
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 зв’язані авторегресійною залежністю. Якщо це авторегресійна залежність першого порядкуавто регресійна залежність першого порядку  то її формула має вигляд:
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- коефіцієнт авторегресії, 
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 і ми припускаємо, що залишки 
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 в цій формулі мають потрібні властивості, в тому числі – взаємно-незалежні. Оцінивши 
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 введемо нові змінні
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Це перетворення  називається авторегресійним (AR(1)) або перетворенням Бокса-Дженкінса. Нехай ми оцінюємо формулу лінійної регресії
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Якщо величини Ui дійсно мають потрібні властивості, то в лінійній регресійній залежності 
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, автокореляції залишків уже не буде і DW –статистика являється близько до двох. Коефіцієнт b  цієї формули приймається для вихідної формули у=a+bx+e  безпосередньо, а коефіцієнт а розраховується за формулою
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Оцінки коефіцієнтів a і b потрібно порівняти з початковими оцінками, одержаними для розрахунку відхилень 
[image: image1584.wmf]i

e

. Якщо ці оцінки співпадають, то процес закінчується; якщо ні – то при нових значення a і b знову розраховують відхилення 
[image: image1585.wmf]i

e

 до тих пір, поки a і b на двох сусідніх ітераціях не співпадуть з потрібною точністю.

У випадку, залишки 
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 також автокорельовані, авто регресійне перетворення може бути застосоване ще раз. Це означає використання авторегресійного перетворення більш високого порядку, яке полягає в оцінці коефіцієнтів авторегресії відповідного порядку для відхилень 
[image: image1587.wmf]i

e

 і використання їх для побудови нових змінних. Таке перетворення замість AR(1) називається AR(S), якщо використовується авторегресія S-го порядку.
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ДОДАТКИ

Критичні точки розподілу Ст’юдента.

Додаток 1

	Число ступенів

свободи, k
	Рівень значущості [image: image1588.wmf]a


(двостороння критична область)

	
	0,10
	0,05
	0,02
	0,01
	0,002
	0,001

	1
	6,31
	12,7
	31,82
	63,7
	318,3
	637.0

	2
	2,92
	4,30
	6,97
	9,92
	22,33
	31,6

	3
	2,35
	3,18
	4,54
	5,84
	10,22
	12,9

	4
	2,13
	2,78
	3,75
	1.60
	7,17
	8,61

	5
	2,01
	2,57
	3,37
	4,03
	5,89
	8,61

	6
	1,94
	2,45
	3,14
	3.71
	5,21
	5,96

	7
	1,89
	2,36
	4,00
	3,50
	4,79
	5,40

	8
	1,86
	2,31
	2,90
	3,36
	4.50
	5,01

	9
	1,83
	.2,26
	2,82
	3,25
	4,30
	4,78

	10
	1,81
	2,23
	2,76
	3,17
	4,14
	4,59

	11
	1,80
	2,20
	2,72
	3,11
	4,03
	1.44

	12
	1,78
	2,18
	2,68
	3,05
	3,93
	4,32

	13
	1,77
	2,16
	2,65
	3,01
	1,85
	4,44

	14
	1,76
	2,14
	2,62
	2,98
	3.79
	4,14

	15
	1,75
	2,13
	2,60
	2,95
	3,73
	4,07

	16
	1,75
	2,12
	2,58
	2,02
	1,69
	4,01

	17
	1,74
	2,11
	2,57
	2,90
	3,65
	3,96

	18
	1,73
	2,10
	2,55
	2,88
	3,61
	3,92

	19
	1,73
	2,09
	2,54
	2,86
	3,58
	3,88

	20
	1,73
	2,09
	2,53
	2,85
	3,55
	3,88

	21
	1,72
	2,08
	2,52
	2,83
	3,53
	3,82

	22
	1,72
	2,07
	2,51
	2,82
	3,51
	1,79

	23
	1,71
	2,07
	2,50
	2,81
	3,49
	3.77

	24
	1,71
	2,06
	2,49
	2,80
	3,47
	1.74

	25
	1,71
	2,06
	2,49
	2,79
	3,45
	3,72

	26
	1.71
	2,06
	2,4 8
	2,78
	3,44
	3,71

	27
	1,71
	2,05
	2,47
	2,77
	3,42
	3,69

	28
	1,70
	2,05
	2,46
	2,76
	3,40
	3,66

	29
	1,70
	2,05
	2,46
	2,76
	3,40
	3,66

	30
	1,70
	2,04
	2,46
	2,75
	3,39
	3,65

	40
	1,68
	2,02
	2.42
	2,70
	3,31
	3,55

	60
	1,67
	2,00
	2,39
	2,66
	3,23
	3.46

	120
	1,66
	1,98
	2,36
	2,62
	3,17
	3,37

	∞
	1,64
	1,96
	2,33
	2,58
	3,09
	5,29

	
	0,05
	0,025
	0,01
	0,005
	0,001
	0,0005

	
	Рівень значущості [image: image1589.wmf]a


(одностороння критична область)


Додаток 2

Критичні точки розподілу F Фішера – Снедекора

(k1- число ступенів свободи більшої дисперсії)

(k2 – число ступенів свободи меншої дисперсії)

	k1
k2
	Рівень значущості [image: image1590.wmf]a

=0,01

	
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12

	1
	4,052
	4,999
	5,403
	5,625
	5,764
	5,889
	5,928
	5,981
	6,022
	6,056
	6,082
	6,106

	2
	98,49
	99,01
	99,17
	99,25
	99,33
	99,30
	99,34
	99,36
	99,36
	99,40
	99,41
	99,42

	3
	34,12
	30,81
	29,46
	28,71
	28,24
	27,91
	27,67
	27,49
	27,34
	27,23
	27,13
	27,05

	4
	21,20
	18,00
	16,69
	15,98
	15,52
	15,21
	14,98
	14,80
	14,66
	14,54
	14,45
	14,37

	5
	16,26
	13,27
	12,06
	11,39
	10,97
	10,67
	10,45
	10,27
	10,15
	10,05
	9,96
	9,89

	6
	13,74
	10,92
	9,78
	9,15
	8,75
	8,47
	8,26
	8,10
	7.98
	7,87
	7,79
	7,72

	7
	12,25
	9,55
	8,45
	7,85
	7,46
	7,19
	7,00
	6,84
	6,71
	6,62
	6,54
	6,47

	8
	11,26
	8,65
	7,59
	7,01
	6,63
	6,37
	6,19
	6,03
	5.91
	5,82
	5,74
	5,67

	9
	10,56
	8,02
	6,99
	6,42
	6,06
	5,80
	5,62
	5,47
	5,35
	5,26
	5,18
	5,11

	10
	10,04
	7,56
	6,55
	5,99
	5,64
	5,39
	5,21
	5,06
	4,95
	4,85
	4,78
	4,71

	11
	9,85
	7,20
	6,22
	5,67
	5,32
	5,07
	4,88
	4,74
	4,63
	4,54
	4,46
	4,40

	12
	9,33
	6,93
	5,95
	5,41
	5,06
	4,82
	4,65
	4,50
	4,39
	4,30
	4,22
	4,16

	13
	9,07
	6,70
	5,74
	5,20
	4,86
	4,62
	4,44
	4,30
	4,19
	4,10
	4,02
	3,96

	14
	8,86
	6,51
	5,56
	5,03
	4,69
	4,46
	4,28
	4,14
	4,03
	3,94
	3,86
	3,80

	15
	8,68
	6,36
	5,42
	4,89
	4,56
	4,32
	4,14
	4,00
	3,89
	3,80
	3,73
	3,67

	16
	8,53
	6,23
	5,29
	4,77
	4.44
	4,20
	4,03
	3,89
	3,78
	3,69
	3,61
	3,55

	17
	8,40
	6,11
	5,18
	4,67
	4,34
	4,10
	3,93
	3,79
	3,68
	3,59
	3,52
	3,45


Додаток 3

Критичні точки розподілу F Фішера-Снедекора

(k1 – число ступенів свободи більшої дисперсії)

(k2 – число ступенів свободи меншої дисперсії)

	Рівень значущості [image: image1591.wmf]05
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	k1
k2
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	12
	15

	1
	161
	200
	216
	225
	230
	234
	237
	239
	241
	242
	244
	246

	2
	18,5
	19,0
	19,2
	19,2
	19,1
	19,3
	19,4
	19,4
	19,4
	19,4
	19,4
	19,4

	3
	10,1
	9,55
	9,28
	9,12
	9,01
	8,94
	8,89
	8,85
	8,81
	8,79
	8,74
	8,70

	4
	7,71
	6,94
	6,59
	6,39
	6,26
	6,16
	6,09
	6,04
	6,00
	5,96
	5,91
	5,86

	5
	6,61
	5,79
	5,41
	5,19
	5,05
	4,95
	4,88
	4,82
	4,77
	4,74
	4,68
	4,62

	6
	5,99
	5,14
	4,76
	4,53
	4,39
	4,28
	4,21
	4,15
	4,10
	4,06
	4,00
	3,94

	7
	5,59
	4,74
	4,35
	4,12
	3,97
	3,87
	3,79
	3,73
	3,68
	3,64
	3,57
	3,51

	8
	5,32
	4,46
	4,07
	3,84
	3,69
	3,58
	3,50
	3,44
	3,39
	3,35
	3,28
	3,22

	9
	5,12
	4,26
	3,86
	3,63
	3,48
	3,37
	3,29
	3,23
	3,19
	3,14
	3,07
	3,01

	10
	4,96
	4,10
	3,71
	3,48
	3,33
	3,22
	3,14
	3,07
	3,02
	2,98
	2,91
	2,85

	11
	4,84
	3,98
	3,59
	3,36
	3,20
	3,09
	3,01
	2,95
	2,90
	2,85
	2,79
	1,72

	12
	4,75
	3,89
	3,49
	3,26
	3,11
	3,00
	2,91
	2,85
	2,80
	2,75
	2,69
	2,62

	13
	4,67
	3,81
	4,41
	3,18
	3,03
	2,92
	2,83
	2,77
	2,71
	2,67
	2,60
	2,53

	14
	4,60
	3,74
	3,34
	3,11
	2,96
	2,85
	2,76
	2,70
	2,65
	2,60
	2,53
	2,46

	15
	4,54
	3,68
	3,29
	3,06
	2,90
	2,79
	2,71
	2,64
	2,59
	2,54
	2,48
	2,40

	16
	4,49
	3,63
	3,24
	3,01
	2,85
	2,74
	2,66
	2,59
	2,54
	2,49
	2,42
	2,35

	17
	4,45
	5,59
	3,20
	2,96
	2,81
	2,70
	2,61
	2,55
	2,49
	2,45
	2,38
	2,31


Додаток 4

Критерії Дарбіна-Уотсона (
[image: image1592.wmf]d

). Значення 
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	15
	1,08
	1,36
	0,95
	1,54
	0,82
	1,75
	0,69
	1,97
	0,56
	2,21

	16
	1,10
	1,37
	0,98
	1,54
	0,86
	1,73
	0,74
	1,93
	0,62
	2,15

	17
	1,13
	1,38
	1,02
	1,54
	0,90
	1,71
	0,78
	1,90
	0,67
	2,10

	18
	1,16
	1,39
	1,05
	1,53
	0,93
	1,69
	0,82
	1,87
	0,71
	2,06

	19
	1,18
	1,40
	1,08
	1,53
	0,97
	1,68
	0,86
	1,85
	1,75
	2,02

	20
	1,20
	1,41
	1,10
	1,54
	1,00
	1,68
	0,90
	1,83
	0,79
	1,99

	21
	1,22
	1,42
	1,13
	1,54
	1,03
	1,67
	0,93
	1,81
	0,83
	1,96

	22
	1,24
	1,43
	1,15
	1,54
	1,05
	1,66
	0,96
	1,80
	0,86
	1,94

	23
	1,26
	1,44
	1,17
	1,54
	1,08
	1,66
	0,99
	1,79
	0,90
	1,92

	24
	1,27
	1,45
	1,19
	1,55
	1,10
	1,66
	1,01
	1,78
	0,93
	1,90

	25
	1,29
	1,46
	1,21
	1,55
	1,12
	1,66
	1,04
	1,77
	0,95
	1,89

	26
	1,30
	1,47
	1,22
	1,55
	1,14
	1,65
	1,06
	1,76
	0,98
	1,88

	27
	1,32
	1,48
	1,24
	1,56
	1,16
	1,65
	1,08
	1,76
	1,01
	1,86

	28
	1,33
	1,48
	1,26
	1,56
	1,18
	1,65
	1,10
	1,75
	1,03
	1,85

	29
	1,34
	1,49
	1,27
	1,56
	1,20
	1,65
	1,12
	1,74
	1,05
	1,84

	30
	1,35
	1,50
	1,28
	1,57
	1,21
	1,65
	1,14
	1,74
	1,07
	1,83

	31
	1,36
	1,50
	1,30
	1,57
	1,23
	1,65
	1,16
	1,74
	1,09
	1,83

	32
	1,37
	1,51
	1,31
	1,57
	1,24
	1,65
	1,18
	1,73
	1,11
	1,82

	33
	1,38
	1,51
	1,32
	1,58
	1,26
	1,65
	1,19
	1,73
	1,13
	1,81

	34
	1,39
	1,52
	1,33
	1,58
	1,27
	1,65
	1,21
	1,73
	1,15
	1,81

	35
	1,40
	1,52
	1,34
	1,58
	1,28
	1,65
	1,22
	1,73
	1,16
	1,80

	36
	1,41
	1,52
	1,35
	1,59
	1,29
	1,65
	1,24
	1,73
	1,18
	1,80

	37
	1,42
	1,53
	1,36
	1,59
	1,31
	1,66
	1,25
	1,72
	1,19
	1,80

	38
	1,43
	1,54
	1,37
	1,59
	1,32
	1,66
	1,26
	1,72
	1,21
	1,79

	39
	1,43
	1,54
	1,38
	1,60
	1,33
	1,66
	1,27
	1,72
	1,22
	1,79

	40
	1,44
	1,54
	1,39
	1,60
	1,34
	1,66
	1,29
	1,72
	1,23
	1,79

	45
	1,48
	1,57
	1,43
	1,62
	1,38
	1,67
	1,34
	1,72
	1,29
	1,78

	50
	1,50
	1,59
	1,46
	1,63
	1,42
	1,67
	1,38
	1,72
	1,34
	1,77

	55
	1,53
	1,60
	1,49
	1,64
	1,45
	1,68
	1,41
	1,72
	1,38
	1,77

	60
	1,55
	1,62
	1,51
	1,65
	1,48
	1,69
	1,44
	1,73
	1,41
	1,77

	65
	1,57
	1,63
	1,54
	1,66
	1,50
	1,70
	1,47
	1,73
	1,44
	1,77

	70
	1,58
	1,64
	1,55
	1,67
	1,52
	1,70
	1,49
	1,74
	1,46
	1,77

	75
	1,60
	1,65
	1,57
	1,68
	1,54
	1,71
	1,51
	1,74
	1,49
	1,77

	80
	1,61
	1,66
	1,59
	1,69
	1,56
	1,72
	1,53
	1,74
	1,51
	1,77

	85
	1,62
	1,67
	1,60
	1,70
	1,57
	1,72
	1,55
	1,75
	1,52
	1,77

	90
	1,63
	1,68
	1,61
	1,70
	1,59
	1,73
	1,57
	1,75
	1,54
	1,78

	95
	1,64
	1,69
	1,62
	1,71
	1,60
	1,73
	1,58
	1,75
	1,56
	1,78

	100
	1,65
	1,69
	1,63
	1,72
	1,61
	1,74
	1,59
	1,76
	1,57
	1,78


п – число спостережень,
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¢

– число пояснюючих змінних.

Додаток 5

Критерії Дарбіна-Уотсона (
[image: image1611.wmf]d

). Значення 
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	15
	0,81
	1,07
	0,70
	1,25
	0,59
	1,46
	0,49
	1,70
	0,39
	1,96

	16
	0,84
	1,09
	0,74
	1,25
	0,63
	1,44
	0,53
	1,66
	0,44
	1,90

	17
	0,87
	1,10
	0,77
	1,25
	0,67
	1,43
	0,57
	1,63
	0,48
	1,85

	18
	0,90
	1,12
	0,80
	1,26
	0,71
	1,42
	0,61
	1,60
	0,52
	1,80

	19
	0,93
	1,13
	0,83
	1,26
	0,74
	1,41
	0,65
	1,58
	0,56
	1,77

	20
	0,95
	1,15
	0,86
	1,27
	0,77
	1,41
	0,68
	1,57
	0,60
	1,74

	21
	0,97
	1,16
	0,89
	1,27
	0,80
	1,41
	0,72
	1,55
	0,63
	1,71

	22
	1,00
	1,17
	0,91
	1,28
	0,83
	1,40
	0,75
	1,54
	0,66
	1,69

	23
	1,02
	1,19
	0,94
	1,29
	0,86
	1,40
	0,77
	1,53
	0,70
	1,67

	24
	1,04
	1,20
	0,96
	1,30
	0,88
	1,41
	0,80
	1,53
	0,72
	1,66

	25
	1,05
	1,21
	0,98
	1,30
	0,90
	1,41
	0,83
	1,52
	0,75
	1,65

	26
	1,07
	1,22
	1,00
	1,31
	0,93
	1,41
	0,85
	1,52
	0,78
	1,64

	27
	1,09
	1,23
	1,02
	1,32
	0,95
	1,41
	0,88
	1,51
	0,81
	1,63

	28
	1,10
	1,24
	1,04
	1,32
	0,97
	1,41
	0,90
	1,51
	0,83
	1,62

	29
	1,12
	1,25
	1,05
	1,33
	0,99
	1,42
	0,92
	1,51
	0,85
	1,61

	30
	1,13
	1,26
	1,07
	1,34
	1,01
	1,42
	0,94
	1,51
	0,88
	1,61

	31
	1,15
	1,27
	1,08
	1,34
	1,02
	1,42
	0,96
	1,51
	0,90
	1,60

	32
	1,16
	1,28
	1,10
	1,35
	1,04
	1,43
	0,98
	1,51
	0,92
	1,60

	33
	1,17
	1,29
	1,11
	1,36
	1,05
	1,43
	1,00
	1,51
	0,94
	1,59

	34
	1,18
	1,30
	1,13
	1,36
	1,07
	1,43
	1,01
	1,51
	0,95
	1,59

	35
	1,19
	1,31
	1,14
	1,37
	1,08
	1,44
	1,03
	1,51
	0,97
	1,59

	36
	1,21
	1,32
	1,15
	1,38
	1,10
	1,44
	1,04
	1,51
	0,99
	1,59

	37
	1,22
	1,32
	1,16
	1,38
	1,11
	1,45
	1,06
	1,51
	1,00
	1,59

	38
	1,23
	1,33
	1,18
	1,39
	1,12
	1,45
	1,07
	1,52
	1,02
	1,58

	39
	1,24
	1,34
	1,19
	1,39
	1,14
	1,45
	1,09
	1,52
	1,03
	1,58

	40
	1,25
	1,34
	1,20
	1,40
	1,15
	1,46
	1,10
	1,52
	1,05
	1,58

	45
	1,29
	1,38
	1,24
	1,42
	1,20
	1,48
	1,16
	1,53
	1,11
	1,58

	50
	1,32
	1,40
	1,28
	1,45
	1,24
	1,49
	1,20
	1,54
	1,16
	1,59

	55
	1,36
	1,43
	1,32
	1,47
	1,28
	1,51
	1,25
	1,55
	1,21
	1,59

	60
	1,38
	1,45
	1,35
	1,48
	1,32
	1,52
	1,28
	1,56
	1,25
	1,60

	65
	1,41
	1,47
	1,38
	1,50
	1,35
	1,53
	1,31
	1,57
	1,28
	1,61

	70
	1,43
	1,49
	1,40
	1,52
	1,37
	1,55
	1,34
	1,58
	1,31
	1,61

	75
	1,45
	1,50
	1,42
	1,53
	1,39
	1,56
	1,37
	1,59
	1,34
	1,62

	80
	1,47
	1,52
	1,44
	1,54
	1,42
	1,57
	1,39
	1,60
	1,36
	1,62

	85
	1,48
	1,53
	1,46
	1,55
	1,43
	1,58
	1,41
	1,60
	1,39
	1,63

	90
	1,50
	1,54
	1,47
	1,56
	1,45
	1,59
	1,43
	1,61
	1,41
	1,64

	95
	1,51
	1,55
	1,49
	1,57
	1,47
	1,60
	1,45
	1,62
	1,42
	1,64

	100
	1,52
	1,56
	1,50
	1,58
	1,48
	1,60
	1,46
	1,63
	1,44
	1,65
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